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ADVERTENCIA
DEL AUTOR.

.La utilidad de las Matemdtigas, cone-
cida por los progresos que han hecho en
nuestra Peninsula varios ramos de las
Ciencias natutales ; hace desear Elemien-
tos de dichas Clencias, por donde pue-
da instruirse los Jovenes ,.y los demas
que por aficion se dediquen i este Es-
tudio. Para suplir en parte esta falta,
publiqué en 1782 ‘unos Elementos de
Aritmética , Geometﬁ’a y Algebra: y
ahora que es necesario repetir su impre-
sion , he juzgado de mi obligacion pu-
blicarlos mejorados en el lenguage y or-
den de las materias, y afiadirlos de alguna
otra que faltaba 4 los primeros. Con el ob-

geto de que sea menes costosa, he creido



conveniente omitir la historia compen-
diada de las tres partes de Matemiticas
puras y las Tablas de los Logaritmos, que
se encuentran en obras de mayor exten-
sion: y seguramente 1o son necesarias 4
los Jovenes, 4 quienes principalmente ‘s

destina.

NOTA. Un niimero pueste dentro de un
paréntests denota que la demostracion 6
esplicacion de lo que alli se dice , estd en el
parrafo que tiene aquel nimero.



" INDICE

DE LAS MATERIAS,

B vmensos ¢ drimgica, Agebra ¢
Geametrig. . o ooeyrunnn.. Pag. 1,
De lg Aritmética, . .., ........ 2.
Cazcuro BE Los NUMEROS ENTEROS.
Adicion, oy o, 6.
SUbStT@ccion, . . vy g g 8.
Myltiplicacion. . .« ooy oveveens I,
Divigton. . v yuvveinnirinneyn. 16.
Divisores de los nitmeros. .. ......, 23.
DE zos Quesrapos.,..,........ 26.
Sumar, restar, multiplicar y partir Que-
brados, . ,.... . ... ...y 30.
QUERRADOS DECIMALES.,........ 35.
Sumar , restar , multiplicar y partir los "~
Queprados decimales. . .. .. ,...,. 39.
Nuxeros CoMPLEXDS, ..\ ., .. coee 43
Sumar , restar , multiplicar y partir los
Mzmﬂ'o-f Complﬂ@& teetsesersas 45.
EreyENTOS DE ALGEBRA. ., ., ;:. §2.
Sumar y restar cantidades algébricas. . §4.
Multiplicacion. , . . . \.oovevuu.n.. 55.
FUIEIOR. o\ v eyt e eennn e 58.
Quebrados literales, ..\ .. ... . ... 65.
Fermacion de las Potencias y estraccion
delas Raices. . .............. 69g.
Cdlculo de las cantidades Radicales. . 97.



Cantidades Imaginarias. . . ....... . Tog.

Razones, proporciones y progresiones.. 11o.
Reglas de Tres, de Trueqne, de Des-

cuento y Conjunta. ......... ceee I24
Regla de Companiias. ... . ... eeveeas I3L
Regla de Abgacion. . .. ..coooovo .. 134
Regla de Falsa posicion. . ...... ... 136.
Progresiones geométeicas.’. ... ..... 140.
Permutaciones. .. ..o voienn.. <. 147.
CombMmaciones. . .ve'veceeeecennnn 149.
‘Logaritmos. . ....... e aees eevee. 183
Del Complemento arétmético. . . ... ... 161.
De las Equaciones , y de la resolsucion de

los Problemas: . . . ... e e eaeees 164.
Problemas con mas de una incognita. . . 179.
Problemas indeterminados. . . .. .. ... 186.

"Equaciones y Problemas de 2.° grado. 192.
_Regla de Interés. ... ............ 209,
ErLeMENTOS DE GEOMETRIA. . .. ... 216,

- gubs. .. .. Cercecacacanesons 21K,
De las Lineas y Angulos en el Cirgulo. . 227.
De las Figuras , 6 de los Tridngulos,
Quadrildteros y Poligonos.. ... ... 237.
De las Eineas proporcionales. . . . . . . . 25K,
De las Lincas proporcionales en ol Cir-
culo,y dr la semejanza de las figuras. 3§8.
De las Superficies y Planos. . .. . ... 274.
Medida de las Superficies. ......... 277.
Reduccion y division de las Superficies. . a81.



Comparacion de las Jupn_ﬁm: «-... 28s.
De¢ los Sélidos. . . . .. veeenn cere e, 290.
De¢la medida y comparavion de las Su-

perfoctes y de los Cuerpos. .. ... . 294.
D¢ la medida y compar acion de las soli-

deces de.los Cuerpos. ... ... ..... 299,
Miéredo para medir la capacidad de los

04305 que enclerran algun liquido. . . 306.
Stlidos Regulares. ... .ooouv... .. 308.
Tr1GoNOMETRIA REcrizInza.. . . . 310,
Usos del cdlculo trigonomitrico en la re-

solucion de los tridngulos rmmxgulo:

.y oblicudngulos. . ... ... .. . 323.
D¢ la Nivelacion. . 33§.
Aplicaston del A@cbra dla Gcowrma
Consiruccion de las Eqmmom: dex.y

3.°grado. .. .ilieiiii il 341.
Construccion de las Equamnu indeter-

minadas de 1.° y 2.* grado 6 ds ks

Lugarcs geométricos.. ....... ... 361.
D¢ las Secciones Cénicas , Parabola,

Elipse é Hipérbola. . .. ... .. ... 368.
Pardbola. .. ....... 50000 v, 375
Elipse. . .....~....‘....'...377.
Htjm‘bola Cheieereieeiaan 389.
Caxcuro INFINITISIMAL. bessenens 408.
Dr las Sérses.............ooo... 413.

Consideraciones generales sobre los loga-
garitmos , algunos.de sus usos y modo
Ae sacarios por las séries...... .. 427.



Carcuro DIFERENCIAL:L ...\ ... 438.
Modo de diferenciar. las. cantidades que
tucluyen senos , cosesos &re, las Loga-
pitmicas.y Esponenciales. .. .. ... 441
Aplicacion del calenlo. diferencial d las
liﬁ!d.f CUTVAS. « s s.o.bs voiiei disin 446.
Del método de los Maximos y Minimos. 451.
De las Evalutasy y radios osculadores

. de las cur'va.r..a...;....‘s ciee 458.
Puntos de Inflexion. . .o v v o os s 403,
CALCULO?INTEGkAL. Sesiiibeeided 465.

De las diferencidles con una sola varia- .
. ble capaces de integracion exdita. . . 466.
Modo de.integrar por la regla genetal
las cantidadss comploxds de una sola
’l)df:l‘abll.‘s S e dedde e deddean 4670
Ingegracion de las diferenciales que llevan
senos y cosenos , y de las.esponenciales. 474
Integracion de lascantidad. hgaritmicas.47 §.
Integrales que.se.refieren al Circulo. . 477.
Modo: de integrar-por-séries aplicado &
- los Logaritmos. . . v s wavi. . 4810
Aplicacton del. Caloulo. integral d-varios.
asuntos. Cuadratura.de.las Curvas. 483.
Rectificacion de las Curvas.......... .. 489.

Solidez. de Jas Cuerpos. . . .. .. ... .. 492.
Medida de. las.Superficies curvas de los.
Sélidos. o oo vviiin e §04.

Método iuverso de las Tangentes. .. .. §09.



PAG. I

ELEMENTOS
DE ARITMETICA,
ALGEBRA Y GEOMETRIA.

1 1 "odo 10 que puede conceblrse com-
puesto de partes que se' midan 6 se nume-
ten, se llamma Cantidad ; y es objeto de las
Matematzm: De ellas se da el nombre de
Mz:tas a las que consxder'm ¢n la canndad
alguna proplegad sensible : como el movi-
miento , la vision, ob;etos de la Dindmica y
Optica : y de Puras 4 la Arztmetzm Alge-
bra 'y Gtometrh, de que vamos 4 tratar:
las quales calculan y miden {a cantidad " des-
nuda de toda propiedad sensxble La Aritmé-
fica por egemplo, no atiende 4 si los name-,
r0s de que trata, representan el’ peso de los
cuerpos , sus grados de movimiento... la
Geometrja mlde lineas, £uerpos... : pero pres-
cinde de que sean duvos 6 b]andos , de que
8 6 mo partes de alguna mag_uma.



2 ELEMENTOS
DE LA ARITMETICA.

2 Si una cosa qualquiera se considera di-
vidida -en partes iguales ; por egemplo, si un
real se divide en treinta y quatro maravedises;
se da el nombre de unidad 4 cada una de estas
partes, y ‘de niimero 4 qualquiera porcion de
ellas, como siete, treinta. Quando el nime-
ro contiene unidades cabales, s¢ llamd entero;
y quebrado quando solo contiene partes de
unidad , como un medio, dos quintos. A un
entero junto com un quebrado llamarémos:
n@imero misto , como tres y dos tercios. La
Aritmética da reglas para calcular y combi-
nar todos estos niimeros.

3 Entre los diferentes signos 6 rotas cont
que varias Naciones han representado los
nQimeros , se han adoptado unanimemerite las
siguientes que nos comunicaron los Arabes:
(o) cero, (1) une, (2) dos, (3)tres, (4
quatro, () ¢inco, (6) seis, (7) siete, (Sg
ocho, (9) nueve : los quales represéntan los
primeros niinteros que llamamos tambien ¢i-
Jras 6 guarismos. Para espresar los demas
sin aumentar el nimero de signos que hu-
bieran servido de embarazo, se formé de
diez de estos primeros nameros, que vienen
4 ser sus unidades, una decena s y con los
mismos signos I, 2, 3 &c. puestos al lado
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izquierdo de las unidades escribiercn una de-
cena 6 dfez, dos decenas 6 weinte, tres 6
treinta , quaremta, cincuenta , sesenta, se-
tenta, ochenta y noventa. En 46 por egemplo
el 4 significa quatro decenas 6 quarenta, y
el 6, seis unidades : y se lee quarenta y seis.
En 85, el 8 vale ocho decenas, que con las
dnco unidades componen ochenta y cinco. En
70, que se lee sctenta, el signo (o) mani-
fiesta que no hay unidades : de manera que
este signa cero sirve solo para ocupar los si-
tios vacios de cantidad, )

4 Con diez decenas formaron una cen-
tma @ un ciento, y espresaron una, dos,
tres, quaero, cinco , seis, siete , ocho y nue-
ve centenas , G cfento, doscientos , trescientos,
quatrocientos , quinientos , seiscientos , sete-
dentos , oghocientos 'y novecientos con los mis-
mos niimeros, I, 2, 3, &c. puestos en el
tercer lugar. De suerte -que en 569, el §
vale cinco centenas 6 quinientos, que con las
6 decenas y 9 unidades compone guinientos
sesenta y nueve, De diez centenas hicieron
un millar 6-mil, y con dichos signos I, 2,
3, &c. puestos en el quarto lugar escribie-
Ton uno , dos , tres , quatro, cinco, seis, siete,
ocho , y nueve miles 6 millares: como. en el
nimero 7080 , donde el 7 vale siete millares,
I' tode €l siete mil y ochenta. En el quinto
ugar pusieren las decenas .de miilar, ¢

a2
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son digz mil, wveinte mil , treinta mil, &o,
hasta moventa mil: y en el sesto lugar los
cien miles, 6 centenas de millar, cien mil,
doscientos mil, &¢. hasta novecientos mils de
suerte que en el nimero 835007 , el 8 vale
ocho centenas de millar i ochocientos mil,
¢l 3 tres decenas de millar 6 treinta mil, el
primer cero ninguna centena , el segundo
ninguna decena, y el 7 siete unidades ; todo
fo qual compone ochocientos mil, treinta
mil, cinco' mil y siete, 6 mas breve, ocho-

cientos treinta y cinco mil y siete,
Con este mismo orden de hacer de cada
.diez uno, se graduaron los niimeros de les
seis sitios siguientes, y se les dieron Jos mis-
mos nombres que a los seis d¢ que acaba-
_mos de hablar, con sola laafiadidura de la pa-
labra cuento 6 millon ; es decir , que las ci-
fras del séptimo sitio son unidades de cuento,
las del octavo decenas de cuento , las del no-
veno centenas de cuento, las del décimo mi-
1lar de cuento, las del undécimo decenas de
millar de cuento, y las del duodécimo cep-
.tenas de millar de cuento. 30456320029 por
egemplo , son éreinta mil quatrocientos , cin-
cuenta y seis cuendos o iyesiigntos veinte msj

speinte § NUCVE.

6 Las cifras que se escriben en log seis
sitios siguientes, el 13.° 14.° 15.° 16.° 17.°
18.°, uenen el mismo aumerty ¢ valor, 'y
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fos mismos nombres con la diferencia de ser
bicientos. Las de los scis siguientes son #ri-
euentos , las de los otros seis quadricuentos, y
asi hasta el infinito.

7 ~Luego para leer un nitmero de muchas
cifras convendra dividirle de seis en seis co-
menzando por la derecha, y de este mado se-
ri facil dar & cada una su propio nombre y
valor. Si se diese el nimero 2998383,525
0882, 555848%,592312 que son las libras
que pesa el globo de la tierra bajo de ciertas
suposiciones ; despues. de dividirlo conforme
® ve, se leera asi: dosciontos moventa y nue-
ve mil ochociemtos. treinta y ocho tricuentos,
quinientos weinte y cinco mil ochemta y ocho bi-
cuentos , quinientos cincuenta y cinco mil ocho-
sientos quarcnta y ocho cuentos , quinientos no-
wenta y dos mil trescientos y doce. Con igual
facilidad se podrén escribir qualesquiera nii-
meros que se pidan.

8 Se ve pues, que un nimero se hace
diez veces mayor por cada lugar que se le
adelanta acia la izquierda; es decir , que cada
unidad de una cifra qualquiera vale diez uni-
dades de la que se le sigue 4cia la derecha;
pues una decena vale diez unidades, una cen-
tena diez decenas, un millar diez centenas,
y asi de los demas.
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€ALCULO DE LOS NUMERQS ENTEROS.
Adicton, ‘

9 El sumar los nameros enteros que se
reduce 4 juntar en uno solo todos los que sg
dan para sumar, ¢s muy facil quando no pa-
san de g ; pues sin reglas se sabz que 4y 8
son 12, 7y g son 16, o

Para sumar los nimeros dé mas cifras, 1.*
»»s€ escriben de manera que las unidades de
~ plos unos caigan bajo de las de los otros, las
s»decenas bajo de las decenas, las centenas,
sy millares y demas partes bajo de sus corres
» pondientes. o

2.° ;, Despues se suman todas las uniday
»des, ¥y se escribe la suma bajo de una raya
pque sé tira para evitar confusion ; se suman
‘wigualmente las decenas , y s¢ pone su suma
»junto a la de las unidades; y lo mismo sg
» practica con las centenas, millares &c. ad-
» virtienda que si alguna de dichas sumas con-
ptiene decenas y unidades, se escriben estas
"'y bajo de la columna que se suma ; .6 cero si
'y contiene solo decenas, y las decenas se jun-
»»tan con las notas de la columna inmediata.
De este modo resultard la suma que e bus-
ca, 6 un nimera que contendra todas las
unidades, decenas, cent¢nas &c. de los que
se han dado para sumat,
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Si se nos preguntase el nimero de afios
que han pasado desde la Creacion del mundo
hasta nuestros dias diriamos

Egemplo I.

Desde la Creacion al Diluvio pasaron. 1656
Desde este d la Vocacion de Abrahan. 427
Desde esta al paso del mar Bermejo. 430
Alacdificaciondel Templode Jerusalen. 81
Deeste al principio del Imperiode Cyro. 479
Desde Cyrohastala Era de Seleucides. 224
Desde esta hastalaEra christiana. . . 312
Desde Jesu-Christo hastanuestros dias. 1792

|

|

Escritos los niimeros con el orden que se ve,
sumo las unidades, y para escribirlo en cifra
usaré del signo + que quiere decir mas , y
del = que significa fgual d: En lugar pues,
~de decir 6y 7 suman 13, y I son I4 &c.
diré mas breve 6 +7=—13, +~I1=14,+
g=—123, -+ 4==27, +2==29, +2==3I:
Y por quanto 3I contiene tres decenas y una
unidad 5 pongo I bajo de las unidades, y
junto las 3 con las decenas asi: 3+§=S§,
+2=—10,+3=13, +8=—21,+7=
28, 4+-2. == 30, +I==31, +9 =40, que
son quatro decenas sin unidades; con que es-
cribiré cero bajo de fa columna que sumo, .
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yllevo 44 1a siguiente : 4+6 =10, + 4
=14, +4—18, +§==23, +4=127,
#2429, 3233, 4= 3g: esctibo g -
Y levo 8: gakr =4, 41 == ¢ : escribo el
§, Yy tendré que han pasado hast

a ahora ggor

aiios d:sde &l p-incipio del mundo.
1o "Los otrog

e“getﬁplbs se ponen 11
para égercitarse en . o oL
esia operadion. Y 5{ han de } 8og 164
s¢ ha de advertir  iumar. . 34921
que quando en ellos 34 395210
6 en otros ‘qua.les'- Suma. .. 5§ 23§33 §
quicra se quizra —
exdminar si ha ha-
bido alguna equi- o
Vocacion, se podrdd = 1r, -
volver 4 siithiar los SR
hlimieros comenzan- § 90899r-
do por ubajo ;5 pues _ 59876
si sale la misma su- .3 0o400%
ma es suficiénte 937804

rueba de que estd Suma. . . 10670
Eien' sacetclaf1 2 9, 73

Substraccion. l

A1 Restar un htiméro de otro s averi--
gur la diferencia qué hay entre los dos:: res-
tr por egemplo 7 dé § & encontrar ¥l nitnere
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2 el que el g excede 4 7. Esto se esprssa mas
‘lerVemente ast} g——7==12; y se lee nueve
menos siete es igual & dos: 10 — 6 == 4 quie-
1¢ decir diez memos sets vs fgual d quatro.
, 12 LEds nlimeros de una cifra sz restan
facilisimamente. Para restar los que ticnen
mas, 1.°,,se escribe el menor que se llama
wibtrahendo , bajo del mayor 6 minuendo,
woon la correspondencia de unidades , dece-
D2, centenas &¢: 2.° Se resta la cifra infe-
wiior dé la3 unidades , de la superior, y s¢
nescribe debajo la diferencia. 3.° Quando las
ndos cifras son iguales se estribe cero, ysila
winferior es mayor que la superior se afiaden
niesta 10; tomando para ello una unidad
»de la nota anterior , que quedara con una
yunidad menos, y se egecuta despues la resta.¢’
1 el caso de ser cero la nota 0 notas ante-
cedentes ; sz toma la unidad de la primera
que no lo sea; y €éntoncés en cada cero ques
daun ¢ ; como se vera en el egemplo 1.°
4.° Lo mistho que con las unidades se:
egecuta con las decenas, centenas &e. .y en’
habiendo sacado la‘diférencia de todas las par-
ts dz los dos nfimeros se tendrd forzosamen-
% la de dichos nGmeros qué se busca.

s
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Un Egército de Egemplo 1.
4358552 Soldados E
logré de los despo- De.v v oot 98004639
jos de una batalla Sehaderestar. 438552
98004639 doblo-  Diferencia. . 97566087
nes; se di6 a cada —_—
Soldado un dablon, ] ) S
yse pregunta quin-. De. ..., . §600312a
tos ql(l{e_dar(l;n. Des- Restando. .. . 1968502

ues de haber escri- . 618
ro los niimeros co- Quedan, .- w’
mo muestra el _pri- C N
mer egemplo,, Pco- oL
menzaré  diciendo, Iggoooog
restando 2 de g que- 05090979
dany,69—2=7 6799024
que escribo bajo de '
Ja raya; y porque de 3 no se pueden restar
§. tomaré I del 6; y juntando con 3, 10 que
vale, tendré 13, de donde quitando § que-
dan 8, qu¢ pongo debajo junto 473 §—
§==o0 que ¢scribixé seguido al 8. De 4 tam-
poco pueda restar 8, con que tomo 10 de
una unidad de 8 que .vale 1000 de las del 4
(8), y restando de 14, 8 pondré debaje 6
que quedan. .Los ggo que con Io componjan.
la unidad del 8, ocipan el lugar de los dos
ceros, y asi diré g—3=—6, 9g—4==§:
cscribo ‘estas restas y despues 7 y 9 de donde
nada hay que restar, y tendré 97566087
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por €] nimero de doblones que quedan. Ea
los demas ggemplos no habra en que trope-
aar bien entendido este, ‘ ,

13 Como el residio 6 diferencia es el
exceso que el niimero mayor Heva al menor,
¢s claro que en afiadiéndoselo al menor ha
de resultar el mayor, Si 8 excede a 6 en 2,
2y 6 han de componer 8; luego siempre
que sumando la diferencia con el subtrahen-
do resulte ¢l minuendo , estara bien hecha la
resta '

Multiplicacion,

14 Multiplicar un nlimero 8 por ¢ es
duplicar 6 tomar dos vecesal 8: el 16 que
resulta se llama producto, el 8 multiplicando,
o2 mubtiplicador , y €l 8 y 2 factores de 16.
Multiplicar 8 por 3 es triplicar 6 tomar tres
Veces @ 8 ; multiplicar 7 por 6 es tomar seis
Veces & 7 3 y en general multiplicar un ni-
mero por otro es tomar al multiplicando tan-
tas veces coma unidades tiene el multiplica-
dor, ¢ es sumar un niimero con ¢l mismo
terto nfimero de veces. De consiguiente si
¢l multiplicador es 1 saldr4 de producto’ el
mismo multiplicando :: y si el multiplicador
& cero, serd tambien cert el producto,

1§ Pues que el multiplicador sirve solo
de indicar las veces que se¢ ha de tomar al
multiplicando y debera ser el producto de la
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mism4 especie que el muoltiplicando. Y quans
do el multiplicador sea un néimero que ex-
prese cierta especie dé cos#s , como si se hu=
biese de averiguar el importe de 6 varas 4 g
reales cada vara; para multiplicar g por 6 ha-
bra qué desnudar al 6 del concepto de varas,
y considerarle inicamente como représentan-
do 6 unidades 6 como numero abstracto.

16 Para la practica de multiplicar se ne-
tesita tener- bien sabidos los preductos de los
nueve primeros nimeros ; de los quales pon-
dremos aqtu los mas dificiles ;, usando del sig-
no x que significa multiplicado por: 4x6 =
4 qulere ecir 4 multtplicado por 6 es igual
d 24

8x3=9, 3x4=11, $x§=14, 3><6_18 37=2®
3x8=24, 3%9=27,4%4=16,4x§=20, 4<6=214
4><7-*28 4%8=32, 4><9 36, 5x§=w25
§x6=30, sx7=3¢, §x8=40, §x9=4§
6x6=36, 6x7=42, 6x8=48, 6x9=434
 7x7=49,7x8=56,7x9=63
8x8=64, 8xg=7s
9x9=81I. '

17 ,,Quando el multiplicador tiene una
yssola cifra, se multiplican por ella todas las
»»del multiplicando comenzand> por las uni-
,,d’udes , y se escribe debajo cada -producto,
»si es de una sola cifra, y si es de dos, se
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pjunta la de las decenas con el producto si-
» guiente. ¢

Para saber lgs
arrobas deagna que

en‘6 djas arrofa el Multiplicando 90785
aiio de un pilar Multiplicador 6

que cada dia echa —_—
90785 arrobas; co- Producto 470

locaré” 6 bajo de

90785 , y diré 6 veces § son 30, 6 mas bre-
¥e 6x §=30, escribo por bajo cero y guar-
do las 3 decenas para juntarlas con €l pro-
ducto signiente’; 6x8==48 y las 3 son §1;
escribo ¥ y llevo §: 6x7==42,+§=47,
pongo 7 y guardo 4 : 6xo=o0, en cuyo lu-
gu pondxé 4 que llevaba: 6x9=—44, pon-
g0 4 y despues g : y tendré que en 6 dias
arroja el cano §44710 arrobas de agua.

18 ,,Quando el multiplicador tiege n3s
»hotas , se practica con cada una lo que econ
»la primera, cuidando de empezar 4 escri-
pbir cada producto bajo de la cifra que
pmultiplica, y de sumar despugs todos log
pproductos que resulten. «

Egemplo 1.
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‘ II‘
Moultiplicando 8034009t
Multiplicador 704
Producto por 4. 40170048%
Producto por 0. o0coocoooa
Producto por 7. §62380637

Producto total  §6639764155

Si se pidiese el valor de 86340091 arro-

bas 4 razon de 704 mrs. cada una; escritos

los dos niimeros como se ve, multiplicaré
como en el egemplo anterior todas las cifras

8,0,3,450,0,9, 1 porlaprimera §: mul- |

tiplicaré despues las mismas cifras por cero

“escribiendo el primer producto 1xo=—=o ba-
jo del ceto que multiplica, esto es, en el
segundo sitio : pasaré luego a multiplicar las
dichas cifras por 7 poniendo el primer pro-

‘ducto 1x7=—7 e¢n el tercer lugar; y su-"

mando despues log tres productos ; resultara
el total 56639764154 maravedises que im-

»portan 80340091 arrobas. 111,
- El nfimero de minutos que 3790
componen 10 afios, 4 meses y 1440

20 dias, se averigua reducien, — S

do primero 10 afios 4 3640
dias, producto de 10 multipli- 53 ;g°
cado por 365 dias que tiene 3;90

el afio; y 4 meses & 120 dias o
54570co

l
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producto de 4 x 30 dias de un

mes : sumando despues 3650 IV.

y 120 dias con 20, y multi-

plicando por ltimo L suma gggg's
3790 por 1440 ; de que re- 31—748—3-

sulta 600, niimero de )
minut<§s4 (iZe se pide. o 172494

19 Enel 4.° egemplo se 1725457482
omite la multiplicacion porlos =~
tres ceros ; cuidando solo de
escribir el producto por 3 ba- V.
jo del 3. Quando los ceros -
etin al fin de los nGmeros 85900
como en el §.° egemplo, se __3599°
multiplican las demas cifras 42§

§ por 34, y al producto 253

297§ se aflade el niimero de 297 §000000
ceros que hay, que al presen+ —————
te son seis. . -

20 Ultimamente, pard multiplicar un nii-
mero qualquiera 78 por 10, se le afiade un
cero asf, 780 ¢ para multiplicarle pot 100, se
leafiaden dos ceros y producen 7800 su pro-
ducto por 1000 €s 78000 poniéndole tres
ceros &e,

21 Para vet si estd bien hecha la multi-
plicacion se repite tomando al multiplicador
por multiplicando y 4 este por multiplicador;
pues el producto debe ser el mismo. En efec-
©, lo mismo ¢ temar 4 3790 (Eg.3.%)



16 ELEMENTOS |
1440 veces que & 1440, 3790 Vecess por;
gue en ambos casos se toman las cifras del un
plimero tantas yeces como unidades hay ea
cada una de las cifras del otro: y en esto es-
triba tambien lg demostracion de esta opera-
sion, ' T
Division,
22 Para averiguar las veces que un nf-
mero qualquiera 2 se puede restar de otro 8,
6 las weces que se contiene en 8, habria que
bacer quatro restas, y muchas mas si los ni-
meros fueran mayorgs. Para egecytar esto con
mas facdidad se invent6 la Division , operas
cion por la que se gverigua las veces que um
niimero que se llamg divisor, se gontiene ep
otro gue es el dividendo, L0 que resulta so
- lama’ cociente , nlimero abstractp ep el qual
solo se consideran tantas unidades como veces
el diyisor cabe ¢n el diyidendo; de suerte,
gque si se multiplica el divisor por €l cocien-
te, gl producto debe ser ¢l dividendo; es
.decir, si 4 cabe en 8, 2 veces, 2 yeces el 4
. .ba de componer 8. De consiguiente qual-
quiera cantidad 7 dividida por si'dara 1 de
sociente , y dividida por 1 darj el fnismo 7.
23, Para pracnicar la division, escrito
»el givisor al 1;!50 del dividendo 1.° se to-
s»man de la izquierda de este las cifras que
» basten 4 contensr al divisor , y averigua_nq_o
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»qué nfimero de veces le contienen , se es-
»cribe ° aparte por cociente.

2.°,, Se multiplica este cociente por el di-
nVisor, y restando el - producto -de las cifras
nseparadas , ‘se juntard 4 la resta la nota que
nse les sigue para tener un nuevo dividendo.
3.2 ,, Vuelvase 4 ver las veces que con-
ntiene al divisor , y escribase en €l cociente
pjunto a la otra Ia "nota que salga, la qual
»s¢ multiplica por ¢l divisor y su producto
y 58 resta del dmdendo ‘
°»Ale que sobra sé "afiade }a neta si-

,, gmente , ¥ despues todas las-demas, prac-
wticando' lo que llevamos dicho siempre- que
»% baje alguna a no ser que el divisor no
»quepa en ¢l dividende , en cuyocase gada
»ias se hace que poner cero en ¢l cocignte.«

Egemp[oI A
Dimdmdo 24.,528 } 7 Diuisor.
2-1 " ;‘35@4 Qo;zent:.
3s.
35
T o028 . ..
- 28, RRRE

o v . P P ‘/;

Para averiguar el nimero’ de varas que han
in portado 24428 pesos 4 razoa de-7: pesos la
B
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vara, 6 las veces que 7, cabe en 24528 es-
cribo 4 su lado €l 7, y como no cabe en la .
primerg cifra 2, diré 7 en 24 cabe 3 veces,
escriba 3 en el cociente ; multiplico despues
8 por el divisor 7, y restando el producto 21
de 24 me quedan 3. Junto 4 3 el § quesigue
424, y digo 7 en 35 cabe § veces justas que
escribiré junto a 3 en el cociente. Bajo la ci-
frasiguiente 2, y como no conticne 4 7., pon-
go <ero cn el cociente, y bajo el 8: 2§ con-
tiene 4 7 , 4 veces justas que escribo junto al
cero: y tendré que 7 cabe en 24528, 3504
veces ; niimgro de varas que se busca. Y co-
mo digimos (22) que ¢l divisor multiplicado
por ¢l cociente , debe dar el dividendo; sera
Ja prueba de estar bien hecha esta division
que 3504 x<7==244528.

Si se pidiese el nume-
ro de reales que compo- II.
pen 20672 maravedises, 206,72 ’ 34
6 las veces que 34 mrs, | —
que hacen un real, caben - 204 608
en 20672 ; por no caber 272

34 en 2 ni en 20, diré _ 272

34 en 2006 cabe 6 veces, - , o

que escribo en el cociente, — ,
multiplicé 34 por 6 y restando su producto
204 de 206 quedan 2, al que juntaré la
ROta siguiente 7: y comQ 34 no cabe en 27
pongo ceto en ¢l cocients : bajo el 2, y djvi-
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diendo 272 entre 34 encontraré 8 sin resta:
de consigniente 20672 mrs. equivalen a 608
reales. Efectivamente, 608x 34=—=20672.

24 Quando el divisor tiene muchas ci-
fras, en cuyo caso es dificil conocer las veces
que cabe en cada parte del dividendo, nos
tontentamos con averiguar las veces que la 1.2
dfra del uno cabe en la 1.2 del otro, y para
mayor segyridad se hace la misma diligencia
conla 2.3 y 3.# Sin embargo, conoceremos
que el cociente es mayor que el verdadero , si
resulta mayor que el dividendo el producto
del divisor por el gociente, y entonces se de-
be corregir disminuyéndole. Por el contrario,
seri pequefio el cociente y se deberd aumen-
tar, sj resulta de resta una cantidad mayor 6
igual al divisor.. -

Hableado de re- . IIL
partir 9639475 15, 0630 47 8
entre 2789 perso- g 29 475 |i7_z7ﬁ_
ms; en lugar de 0357 345045
averiguar las veces 12724
que 2789 cabenen 11156
9639, veré quan- 5687
tas veces ‘la 1.8 ci- 13945
fra2 cabgenla 1.2~ "T—';s—
9: y aufique soh 4 124

b 1 734

y so rg , COMO 1A et e
2.2 7 16 cabe 4 ve- 691

& en ja ».' 6 que

Ba
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con el sobrante 1 compone 16, pondré sole
3 en el cociente. Multiplico y resto y me re-
sultan”con el 4 que bajo, 13724. Eximino
ahora quantas veces el 2 cabe en 12: (en es-
te caso, esto es, siempre que el dividendo
“tenga ung cifra mas que el divisor, se toman
1as dos primeras cifras por 1.t) Aunque 2 ca-
be en 12, 6 veces, no se le puede poner mas
que 2 4, porque la 2.2 cifra 7 solo cabe una
vez en la 2.2 del dividendo ¢ hecha la multi-
-plicacion y la resta afiado al residuo 1563 el
7,y parto I§ entre 2 ,.y como la 2.2 ¢ifra 7
no cabe ni aun 6 veces en la otra 2. escribo
5 de cociente , multiplico y resto y pongo -al
residuo la tiltima cifra §: y porque el 7 no
calfe ni 7 veces en la 2. del dividendo pongo-
le 6 y tendré de diltimo residpo 691.

25 Esta y qualquiera otra resta de la di-
vision que no es cabal, se escribe al ‘lado del
cociente sobre una ra{a con el divisor por

“bajo ast, 3456 %5 ¢ lo qual significa que el
691 esta partido por 2789 ; porque una raya
puesta eatre dos nameros indica que el de ar-
riba esta dividido por el de abajo : 22 quiere
decir 60 partido por 20 : $L es Jo mismo que
365 partido por 15 &c. :

26 Noétese que nunca puede pasar de g
1a nota del cociente ; pues sia la mayor resta
que es uno menos que el divisor, se le junta

- 9 que es la mayor cifra que puede bajarss,
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falta 1 todavia para que el divisor quepa 10
veces en el dividendo que resulta: 19 entre 2
por egemplo, I99 entre 20, 239 entre 24
&c. nunca les cabe a 10.

27 Para sacar la mitad de un namero, se
le divide por-2, para sacar el #ercio por 3;
para sacar el guarto se parte por 4 &c. El ter-
code 15 es —i=5 el séptimo de 42 es %> =6:
¢l octavo de 96 es2=12 &c.

a8 Siendo —% £2=6o0.... esto es, sien-
do todo namero dividido por 1 el mismo na-
mero; es claro que quando el divisor sea al-
guno de los niimeros 10, 100, 1000 &c. se
hara la division separando de la derecha del
dividendo tantas cifras como ceros tenga el di-
visor : las que queden 4 la izquierda compo-
nen el cociente, y las separadas el residuo que
se pondra sobre una raya con el divisor por
bajo. Para dividir 16578 por Io, separado el
8, serd el cociente 1657 = 16578 partide
por 100 es, separando 78, 16 § Tos i Tomt €5,

separando §78, 16 223 &c. De consiguiente
quando al fin de un divisor hubiese ceros, se
separan de la derecha del dividendo otras tan-
tas cifras, que se afiadirdn 4 lo que quede des-
pues de practicar la division. En 675469 que
se ha de dividir por §400, separo 69 y divi-
diendo 6754 entre §4, tendré 125 de coc1cn~
te con 4 de sobra: es decir, que les toca 4

469
: 125 s400°
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29 Si qualesquiera dividendo y divisor se
multiplican o parten ambos por un niimero sea-
el que fuere , daran el mismo caciente que an-
tes de haberlos multiplicado 6 partido : por-
que repitiéndose ambos un niismo numero de
veces por la multiplicacion ; y disminuyéndo-
se igualmente por ld division no debe alterar-
se su cociente. En efecto; 20 partido por 4,.
20x6 partido por 4% 6, y 3> partido por £ dan
todos un misno cociente g#. D¢ lo queé sein-
fiere que si-al fin de dividendo y divisor hu~
biese algunos céros , se puede abreviar la di-
vision quitarido de ambas partes igual niimere
de ellos. Sise tuviese que dividir 6400 por
400 se dividira 64 por 4,y el cociente 16 se~
ra el de 6400 por 400 ; .pues haberles quitas
do los dos ceros es haberlos partido ambos
por 100, - .- . ' ,

30 La demostracion del método de divi-
dir consta de las‘mismas reglas ; pues por cllas
se averigua las veces que. el divisor cabe en
cada una de las partes del dividendo. La prue-
ba se hace como digimos ya (22), cuidando
de afiadir al “producto del divisor por el co-
ciente qualquier sobrante que resulte quando
la division no es cabal. Si en los nimeros del
3.F egemplo se multiplica el divisor. 2789 por
el cociente 3456, y al producto 9638784 se
afiade 691 que Sobrd, saldra el .dividendo
9639475- o
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Diviseres de los Niimeros.

31 Entendemos aquf por divisor de un
nimero el que le divide sin resta : como 4 que
divide.2 12,y § 4 14. Para encontrar todos
los divisores de un niimero, 23 10 por egemplo,
se le divide por 1y el cociente 115 que ya
10 puede volverse & partir justamente por 2,
se divide por 3 : el resultado 38¢ partolo por
$, y dividiendo el cociente 7 por 7 , tendré
11 que le partiré por el mismo 11 para sacar
ol dltima caciente . '

Multiplico ahora de dos err dos, de tres
en tres, de quatro en quatra y de cinco en cin-
clos divisores simples 2, 3,5, 7, 1T que
me han servido, asi: 2x3=6, 2x§=1o,
BP==14, PXI1==222 , Jx§==I§ , Jx7=m2I,
IX11=33, §x7==38§, §x<II1=§§, 7<XI11=77:
3x3=QI=30, 2xX3KF=42, 2x3x1 1=06, 25x§x7 -
=70, 2XEXEITI10, 2XIREI=1§4, Jx§x7
=108, 3x§xII1==164, JxyxII=231, §x7
x1 1=2384: 2%3xgx7=2210,, 2:3%4x1 1330,
%371 12402, 2X§xIx 1 E==770; Fx§=T®I I
==11§§y 2%3x§x7x11=2%10. Junto ahora-
los divisores que han resultado con 1 y con los
qae habia , y ‘tendré todos: los del atmeto,
que son 1,24 3,-§,6,%,30, 15, 13, F§,"
21, 22430, 33,35, 42 §5; 66, 70, 77, Iog,"
110, I§4y 165, 210,°331, 330,383, 461,
770, 11§§,2316. -
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32 Para encontrar la comun medéda , 6 el

. .mayor divisor comun de dos nlimeros, esto e,
“el mayor nimero que los divida sin resta ; ‘se
divide el mayor por el menor ; y si sobra algo
se divide el menor por el sobrante ; si vuelve
4 sobrar, se parte el primer residuo por el se-
gundo ; y si aun sobra se continfia dividiendo
siempre por el Giltimo residuo el anterior: y si
se llega 4 una division cabal, el nimero que
en ella haya hecho de divisor , serd el que se
busca ; pero si sobra 1. enla Gltima division,
* no tienen divisor comun los dos nimeros y sé

lkgmn nipmeros primeras.
s

. .

\Si se pidiese el divisor comun de 341 y
go2; pdttiré este por 341, y despues 341 por.
161 que sobran: el residuo es .19 que ha de.
ser. divisor de 161, y, porque aun,sobran g,
parto 19 por 9, y como me sobra I, conclu-
yo que 341y §02 no tienen divisor comun.
Si se pidiese el de 438 y 102, dividiria gl 1.
pbr el 2.° y este. por 30 que sobran, partiria-
30 primer residuo por.el 2.° 12, y Gltima-
mente el 12 por.laresta 6; y_como: la- divi~-
sion ¢s cabal , sera 6 divisor comun d¢ 438 y
102, - . S ey .

. 33 Wltimamente ¢l divisor de 1729 y-.
1234 se encontrara dividiendo uno, por otro,
~ y despues 123§ por la resta 494; de esta
division sobran 247 que ha'de ser Jivisor de.
494, y saliendo cabal la particion ; serd 247~
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comun divisor de 1729 y 1234. Efectivamen-
te; por dividir 247 4 494 ,. divide tambien &
494 <2 + 247 ==123§ nimero menor, y de
consiguiente al mayor 1729 que se componé
de 1235+ 494 ; luego ®s el divisor comun;
por otra parte es el mayor, porque si hubie-
12 otro mayor que 247 que los dividiese, di-
vidiria tambien 4 247 menor que él, lo qual.
no puede ser. .

44 - Quando hay que buscar el divisor
comun de tres niimeros, se busca el de dos,
y despues el de este y del tercer aimero. Se.
halla por egemplo, el divisor de 140, 70 y-
§6, buscando primero el de 140 que es 14,y
- despues el de 14 y 56 que es el 7, el qual lo.

seride 140, 70 y §6. Lo mismo se practica,
quando los niimeros son quatro, cinco 6 mas. .

35 A veces se distinguen sin trabajo los-
divisores de un niimero. Por egemplo, serd;
divisible por 2 siempre que su iiltimo guaris-.
mo es par. Quando su nota Gltima es §, es.
divisible por 5,y por § y 10 quando se acaba
en cero. Ultimamente, si sumando como uni-.
dades simples las cifras de un niimero , resulta,
cantidad divisible por 3 6 poryg, dicho ni-:
mero es divisible por 3 6 por g. Asi sucede
ea 21 cuyas cifras a-+I suman 3, y-por tanto.
es divisible por 3: 80211 lo es tambien, por--
que sus cifras:8, 2, 1, y I suman 12 que es.
partible por'3. Finalmente, 60344 se puede:
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dividir cabalmente por 3 6 por 9, porque 6
+3+4~+§ suman 18, cantidad divisible por. 3 -
yporg.

DE LOS QUEBRADOS.

36 Como un real se compone de 34 ma-
ravedises , un pie de 12 pulgadas, una arroba
de 2¢ libras &c. las pulgadas, las libras y los.
maravedises seran partes 6 quebrados del pie, .
dela arroba y del real. Pero como la unidad
puede dividirse en infinidad de partes que ni-
tienen nombre ni uso ¢n la vida civil; hasido:
preciso inventar un método general para re- -
presentar los quebrados , niuneros que expre-
san una 6 muchas de las partes en que se pue-
de concebir dividida la unidad. Si esta por
egemplo, se hace tres partes, y se toman dos,
tendré el quebrado dos tercios que se escribe
asi, 3. Sobre la raya se pone el niimero de.
partes del quebrado que se llama numerador,
y por bajo &l niimero de partes en que se di- .
vide la unidad, y se llama denominador : el.
qual viene & ser la unidad hecha partes, 6 el-
que determina la especie 6 tamaiio de las par- -
tes.del quebrado ; pues serdn tanto mayores 6
menores , quanto en menos 6 mas partes e
divida la unidad. Segun esta doctrina el que--
brado £ de real, que se lee quatro quintos,
significard quatro partes de um real dividido
en cinco partes: 5 O sefs octavos de vara, ex-
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presara seis partes de una vara hecha ocho
partes. _

37 Los quebrados I, £, £, Z, = &c. sé
leen, un medio, tres quartos, cinco séptimos,
siete novenos , dos décimos : pero en los que-
brados cuyo denominador pasa de 10 se for-
man sus nombres con la terminacion avos : %
bon quatro quinzavos : 5, diez y seis veinta-
s: Y 2% orhenta y seis ciento sesenta y sie-
tavos. Al numerador y denominadot llama-
Xmos tambien términos del quebrado.

38  DeJosguelyados de un mismo deno-
minador, 6 de una“misma especie de partes
como £y £; es mayor £ que tiene mas partes,
6 mayor numerador: y al contrario, de dos
queébrados 2 £ de un mismo numerador 6 de
igual nghero de partes es mayor 2, cuyas par-
tes soh mayores, esto es; el de menor denomi-
tador. Si los quebrados tienen numeradores
¥ denominadores diferentes, se reducen 4 un
mismo denominador para averiguar qual es
mayor.. - . .
39 Todo quebrado puede considerarse
‘o el "cociente del numerador partido por
e denominador ; porque lo mismo es en & dé
real, considerar un real dividido en 34 partes
ytomar 8, que considerar 8 rs. divididos en-
tre 34. Liego si no se altera un cocieiite por
multiplicar © partir dividendo y divisor por
mn mismo humero (29) ; tampoco se mudard
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el valor de un quebrado , aunque se multipli-
quen 6 partan su numerador y denominador
por un mismo nizmero. Si se multiplicanel 2y
el 5 de 3 por 10, el producto 22 sera del mismo
valor que ;1 y si se dividen s0 y g0 de 3% por

20

, el cociente ;% valdra lo mismo que 3% y que
;- Por esta regla se tendrd multiplicando su-
cesivamente por 2, ;=:=3%=2% &c. pues lo:
mismo es una parte del real dividido en dos,
que dos partes del real hecho quatro, que
quatro partes del real dividido en ocho partes:
multiplicando por 3, $=2= =gy &c. mul-
tiplicando por 4, f=13=7% =55 &c.

40 De consiguiente si dado un quebrado, se
pide otro de igual valor y mas sencillo; se bus-
cara el divisor comun de su numerador y de-
nominador (32), y dividiéndolos ambos por
él, sera el cociente €l quebrado reducido.
Hayase de reducir 4 expresion mas sencilla el
quebrado 332 : busco primero el divisor co-
mun de 1729 y 1234 .que es 247 (83), y di-
. vidiendo por €l ambos términos tendré.de co-
Cclente =322 . RO
41 Pero sin acudir 4 esta operacion pesa-
~ da de buscar el divisor comun, se pueden re-
ducir muchos quebrados’, dividiendo sus dos
términos por 2, todas las veces que se pueda
hacer sin resta ; quando ya no se puede, se di-
viden por 3, por §, por 7, por 9 &c. Para
reducir por este método & menores- términos
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6a8

el quebrado 222, dividiré por 2 su numera-

dor y denominador y tendré $22: repetiré aun

o
dos veces la division por 2 y me resultard =
ayos dos términos partiré por g por BO po-
derse ya por 2; el cociente es %, que me da
por Gltimo-%, dividiendo por 3, cl 9.y 14,
42 Quando sea menester poner un ente-
10 8 en forma de quebrado, se le escribe por
denominador 1 asi, .- Pero si hay: que yedu-
drle 4 alguna especie.de quebrados eomo por
egemplo, a guintos; como cada upnidad tiene
cnco quintos, se multiplicara 8 por § , y seia
lo mismo 8 que*’, Para reducir xx 4 sépti-
‘mos multiplicaré 11 por 7 y tendré ZZ=11: en
general , s¢ ha de multiplicar el entero por el
denominador de la especie que se pide,y po-
ner despues kajo del producte dicho denomi-
sador. . o o ]
Si.al entero acompafia algin- quebrado,
epmo si se ha de reducir 4 un solo quebrado
10 §, reduciré primero 10 4 32, y anadiendo
despues los tres octavos, tendré £=10%: 28
< es lo mismo que L. .

43 Los quebrados 2, ZZ &c. que son ma-
yores que 1, y lomismo £,2, 22, 3£2 &c. que
vale cada uno 1; se llaman quebrados impro-
pies, 4 diferencia de los proptos $, 3% cuyo nu-
merador es menor que el denominador, y de
ansiguiente son menores que 1. De dichos

quebrados impropios se sacan las unidades que
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contienen, dividiendo su numerador por el de-
nominador ; y asi partiendo 77 por 7 resultan
11 4 que equivale 2% ; dividiendo 83 por 8 sa-
len 103, que son 3%, : ‘

Sumar., restar , multiplicar y partir
- Quebrados, e

44 En algunas de estas operaciones se
necesita reducir los quebrados de distintos de-
nominadores 4 otros de igual valor y de un
misme denominador ; lo qual se egecuta guan-
do los quebrados son dos , mult@lz'mndo.v’tnu.;
merador y denominador dr cada uno por el
denominador del otro. Para reducir Sysde
‘distintos denominadores 4 uno mismo , multi«
‘plicaré el 3y el 4 de por 9 de este ‘modo,
‘i%:}g; y desPues el 2 y'el 9 de 2 por 4 asi,
3:—::-};; y tendré los dos puevos quebrados
5% wiguales 42,2 (39) y de un mismo de-
nominador, 6 de unawysma especie de partes:

Quando son tres 6 mras.Jos quebrados que
se han de reducir , se muitsplican los dos tép-
minos de cada quebrado por ¢l producto de los
denominadores de los otres qu;ﬁados iy
$» se reducirdn multiplicando el 1 y el 2 de-Z
?? 2
por 35, producto de §x7 asi, :—:—ji—.—_-j—j ; des-
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pues se multiplica el 3y 5 de 2 por 14, pro-

x1

iy SRy

tlimamente multiplicando el 4y 7 de £ por

1@

;:w =23 : luego
los quebrados £, §, £ se reducen  sus iguales
72, % de un mismo denominador.

45 Esto supuesto, para sumar los quebra,
dos s hacen de una misma especie ¢ de un
mismo denominador sile tienen diverso, se su-
man los numeradores, y se pone d ia suma ¢l
denominador comun. La suma defy 2 es su-
mando 3 y 2, 3=1: la de 3 y £ que reducidos

4 un mismo denominadorson £ y &, es22: ]p

de;,Z, % esto esx;zg, for3e es:‘xioﬁ: 1‘;:—:(43):

ﬁlumamentzlgg Y256 1355y 2% sumag

155=15:(41).

46  Para restar los quebrados, kechos- de
una misma especie 6 de un mismo denominades
si no Jo son, se restan los numeradores y se
pone aj residuo ¢l denominator comun. La di-
ferencia de -y 5-es 3, restando de 7, 3, y po-

nendp al residuo 4 el denominader 9:lade &
Y7 que reducidos son gy 3, es4=% : la de

ducto de 27, de que resulta

1o producto de 2x§, sale

‘ i 33 8 g
§7745,est0oes,desiy s, e 13

=12 Para restar -de § s¢ toma de 5,1,y
rducido @ 2 (42) , se resta de 42—:-, <Y que-
g 3. Sisebaderesardey 3, 4, por ser -
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4 mayor que -, se toma I de 7, y juntando 2

que vale con-, habra que restar - de 6 5, que

dan de diferencia 6 3;=6 %. Del mismo mo-
do se hallarj que restando de 10-£, 4%, este
es, de 9 3, 4 - quedan § 32. ' .

47 Unquebrado qualquiera § se hara tres
veces mayor 6 se multiplicara por 3, hacien-
do 3 veces mayor el nimero. 2 de sus partes,
6 multjplicando por 3 su numerador 2., de

que resulta -’-’;‘-—3:-:—: para hacerle 8 veces

mayor 6 multiplicarle por 8, multiplicaré 2
por 8 asi: ’—;‘—8:'—,‘-‘; luzgo un quebrado se mul-
tiplica_por un niimero entero 6 un entero” por.
un quebrado, multiplicando por el eniero el nu-
merador sin tocar al denominador ; de suerte
queixg=":ox1I=7%E &

4§ Par-el contrario, para dividir un que-
brado £ por un éntero 3, se debe partir por 6}
el numerador, y serael cociente {: y para
que se pueda,.quando el cociente no es exicto
como en la division de £ por 4, multiplicaré
numerador y denominador por 4, y conver-

tide £ en ;%:-i: partiré de;pqes el numerador

por 4 y tendré el cociente -~ De Io que se
dalicre gue para dividir un gucbrado por un
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mero e multiplica por e} d}nommadar dejan-
do instacto al mumetador : % pamdos por 6
son 9_;—6:;1 i partldos por 8 son 3.
Luego si habxendo de mulupllcar un
que rado 2 por otro 2 mulnpltco Por 4 que

¢ 7 veces maypr que £, %l producto 1’53

habr4 ‘que dmdlrle por 7 para sacar el very
3—:‘; iy de cpnsxgmente s¢ multj-
plicardn dos quebrados entre si, multiplican-
do sus numeradoves y despuss sys denomipa-
dores para tener- el numeradar y(‘dmomma-
dor del producto £ por egemplﬁ, muluplxca-

do’ por :Produtlran;x‘ —is3 L T

bout T haatY 34 oxzo—-_

dadero

221 65%336 8 x¥ —*’"-‘-m-ﬁz:nx Lo
c ¢d Si se hublesen de pamr £ por 2.los
reduciré a 13-y 3 ” dé¢ un niismo- ‘denomina-
dar )Y serd su cociente el de sus. numerado-

5(29) s y como estos resultap en dicha
teduccwn de multiplicar en cruz los términos
de los quebrados, esto es, el 2 porel g, y
ef 3 poiel 4, tendremos que dos gkcbrados
s¢ parten muliplicando sus térmipos en cruzi
es decir el numeérador del dividendo por et
denominador - del divisar, y el denominador
del dividendo 'por el numerador del divisor,-
widando de pomer el 1.f producto por nu-

\l
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merador y €l 2.° por denominador del co-

ciente. El de Zdividido por.2, es multiplican-

do 1 por 7 y 2 por 3, %: el de; partidos por

Z es X% =5%: filtimamente el de 6 £ dividi-
11 . ~ .

. 7 .
dos por 4 %6 de ¥ por 7, s 3%, Parg.divi-
dir un entero por' un quebrado, se pone al
entero I por-denominador, y se divide des-
pues: 605 divididos por §, danF=9g.

g1 Sise pidiese reducir un quebrado £ &
otro igual que tenga un denominador dado
10, multiplicaré el numerador 3 por 10,y
al producto 30 dividido por el denominador.

que da 6, pondré 10 por denominador, y
resultard el quebrado 5 con el denominadox
10, y del mismo valor que $; pues se ha
multiplicado su numerador y denominador por
un mismo niimero 10 (39). Quando e} pro-
ducto del numerador por el niimero dado no
se puede dividir exActamente , es impracti-
cable la operacion. Si se hubiese de reducir el
quebrado 2 4 otro con un denominador 7, re-

.. 14 . .
. sultaria ",_:‘ » KR '

- g2 Por esta operacion se averigua ¢l va-
lor de un.quebrado qualquiera; por egem-
plo, £ de hora en minutos: pues multipli-
cando el numerador 3 por 60, nimero de.
minutos que hacen una horg, y dividiendo el
producto 180, por el denominador 4, tendré
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45 minutos ; Jo qual viene & ser reducir el
quebrado £ 3 otro igual 2 con el denomina-
dor 6o. Para averiguar los reales 4 que equi-
valen { de peso, multplicaré 3 por 15, ni1-
mero de reales de un peso, y'su producto 4§
dividido por § dard ¢ reales , valor de £ de
peso. o .

53 Si se considera 4 un quebrado dividi-’
do en qualquiera nimero de partes iguales,
una 6 muchas de estas partes seran un quebra-~
do de quebrado ; como 2 de £, que son dos
partes de £ dividido en tres partes. Y como
para dividir £ por 3 se myltiplica 4 por 3 (48),

y para tomar el cociente % dos veces hay que

multiplicar § por 2 (47), seran 3 de £, $x<
=X; es decir, que un quebrado de quebrado
s¢ reduce @ quebrado sencillo , muln}:h’mndo
entre si los quebrades de que se compome. Y
aiide?,serd x2=7%; §de%de ], que quie-
re decir , seis quintas partes de los dos ter-

147 s
b 4

dos de um tercio, sera 3x3x3;=3;. De esta
misma naturaleza es el 'q’Uefna.do sdeZdey,
y equivale & £x3x7=1;. Quando en los cal-
culos ocurre algun quebrado de quebrado, se
le reduce 2 sexxillo.

QUEBRADOGS DECIMALES.
Abrevia fotablemente el cdlculo de

los queL rados el egecutarlo con los que sella-
C2
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man decémales , que son aquellos que fienen
por denominador 10, 100, 1000-&c. L fa-~
cilidad de calcular estos quebrados nace de
que cada una de sus cifras es 10 veces ma-
yor que la signiente como en los nfimeros
enteros; y por eso se escriben como ellos sin
denominador , €l qual se colige- del sitio que
ocupan las cifras de su npmerador, cuyo. or- -
den es el siguiente. VR

' Desputs de una coma que separadas
decimales de los gnteros, 6 de un cero sing
los hay, tienen su lugar las désimas , partes
diez veces menores que las unidades, y cuyo -
denominador es 10. En el 2° lugar se ponen -
las centésimas , ciué son diez veces menores
que las décimas, y cuyo denominador es 100..
En el 3.* lugar las milésimas, diez veces me-
“nores que las centésimas , y con el denomina-
" dor 1900. En‘el 4.° las diez midésimas: en el
5.° las cien milésimas: en el 6.° las millonési-
mas ; en el 7.° las diez miljonésimas &c. con-
tinuando asi cada clase de partes dicz veces
menor que la anterior. - '
§6  En la cantidad decimal g4,965, ¢l 9 -

que la coma separa del entero §4, son g dé-
cimas6 Z: el 6, seis centésimas 6 =, y el §,

s_. 10 < son 22 _° son =SS
Tooo ° /y C?mo X0 son X000 (3.9)’ Y 100 son :u:ooﬁ
se leera dicho niimero §4 unidades y novecien-
tas sesenta y cinco milésimass y si los enterps

se reducen tambien 4 milésimas, se tendrd
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$4,9068 =84 28 =$22°  En 1,08, que son
un entero y ocho cemtésimas , manifiesta el cero
que no hay décimds : 6,0307 exprésan sres-
centas y sicte diez ‘milésimas. « '
47 De lo dicho se infiere lo 1.° que log
decimales se leen comto i fueran enteros, afia-
diendo al fin ¢l nombre dé 14 especie de la al-
tima cifra, que se puede eicontrar recorrién+
dolas todas de‘sfge‘ la coma diciendo, décimas,
centésimas , milesimas &e. Pero para leerlas y.
escribirlas es mas facil valerse de esta impor~
tante adverteticia, que se coligé de lo que
llevamos “dicho , que todo quebrads decimal
tlene por denominador d 1 con tantos ceros,
omo notas decimales hay en su numerador. Y
asi 0,0340087 que debe tener por denomi-
nador 4 1 con siete ceros, se leerd #rescientos’
quarenta mil ochenta y siete diez millonésimas:’
y pata escribit trescientas mil novecientas y.
dos cien millonésimas , cuyo denominador ha
de tener ocho teros , debéré poner dos ceros’
antes de las seis cifras 300902 del numerador”
para qué resulte 0,00300902, que es ¢l que-’
brado pedido. o )

8 Lo 2.* que los decimales no mudan
de valor aunque s¢ afiadan 6 quiten ceros &
" su derecha ; porque como & por egempl?, es
lo mismo que 2%, que 22~ &c. (39), serd po-
niéndolos sin' denominadot, o, §, lo mismo que -
0, §0 y que 0, §vo &¢.
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g9 El reducir un quebrado comun a &e;
cimal viene & ser averiguar el valor de un
quebrado en décimas ; centésifiias &c. confor-
me digimos (£2) :"y como cada unidad tiene
diez décimas, cada décima diez centésimas,

o . . . A . g, .
y asi de las dentias ; se efectuara la reduccion
multiplicando ¢l fiumerador y todas las demas
restas por I0; y dividiendo el producto por.
el denominadot. . .
Pari reducir 24 quebrads decimal, multi-

plicaré t por fo, y dividiendo por 4, tendré,
el cociente 2 que Sergn décimas; volveré &
multiplicar por 16, 2 ghe sobraront ; y § par-
tir 20 por 4, y juntando el cociente cabal § .
centésimas al 2 ; tendré o,24=% ‘Gomo las’
restas de las divisiones son quebrados , s¢ re-
duceri dé este modo 4 decimales, como se pue- |
de ver (64) eri el eg. .1.° "

PO

- 83 Los quebrados caya Giltima cifra del-
denomiriddor sea i, 3,7, 9 no se pueden re- -
ducir exdctamenté 4 decimales: como 2 que es”
0,44444 &c. dorde dividiendo 40 por g, les.
cabe 4 4 y 3obrai siempre 4 ¢ y £ que equi- |
vale 2 6,428§71438$7143 &e. cuyas seis pri- -
meras ¢ifras vielyen a salir conlo se cofitinfie
la reduccion. En estos caso$ y en los demas

en queé 3¢ usa dé decimales, basta tomar las
tres primeras cifraé del quebrado, y las qua-
tro 6 cico primeras §i el calculo prde mucha
exictitud ; dedpreciando Jas detngs piar de po=’

I
18
'

)
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ca entidad. En el quebrado 0,39474 se pue-
den despreciar en un cilculo regular sin error
sensible el 7 y 4, usando solo del quebrado
0,395. Pero conviene advertir que quando
la primera de las cifras que se desprecian pa-
sade § se afiade 1 4 la Gltima de las que que-
dan; y asi en el quebrado propuesto en lugar
de 0,394 se ha de tomar 0,396, que se acer-
@ mas 4 0,39574 que 0,395. En el quebra-
d00,70654 podremos tomar 0,706 6 0,707.

Simar , restar, multiplicar y partir Québra-
dos decimales.

61 Estos que- Sehandesumar 30%,0078

brados se suman. 2,98

por las mismas re- . 34,069 -
glas que los nfi- : 0,001§ .
Ineros enteros, co- gumg, . . . . . -.m
mo se ve enel - - - —————
egemplo. .

-62 Tambiewr €L

% restan como De....... 8,4600

los enteros, pe- Restando. . 3,0543 .
1o conviene be~Quedan. .. ¢,40

e st Quedan. . . 54057

mero de decima- NE ¢ A

les en minuendo De. . ... 683,0000

Y subtrahendo, Restando. 16,6402

diadiendo ceros Quedan. . 666,398
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al que tenga menos (58)..En cl privhef agom-
plc(),l se har;g:ﬁadido (dos).cetos al minue:dgo., y
en el segnndo quatro al entero 683. .
+ 63 Las decimales se maltiplican como si
Suesen entevos , y despues se.separan de la de-.
recha del producta con la coma para decima-:
Fes -tantas cifras como wotas decimales kay.
on -mulsiplicando y multiplicador : y 'si en di-
c¢ho producto no hay tantas, se afiaden 4 su
izquierda en ceros las que faltan. B
Si se pidiese el importe de 4,8 waras, &
razon d¢ 35,67 reales, cada vara : despues da
haber multiplicado 3567 por 48 considersn-
dolos sin coma, se separan de la derecha del
pioducto 171216 las tres cifras 216 pira-de-
cimales, .por tener dos ¢l mulsiplicando ¥ una.
el multiplicador. La . o -
Tazon es porque 3§, :
67>4.8 eslo mismo . ... - L "z
.2.171,216 i la qual Multiplicando 35,67

demostracion es facil M“h?l”ﬂ:..iﬁ_
aplicar & otro-qual... -~ . 28§36
quier e§emplo. Co- .. __ 14268 .
moenél2.° hayque  Produsto 171,216
separarseis cifras ;- y ' e———

714 tiene solo trss, se

afiaden 4 su izquier-. . - .
da tres ceros. ‘Enel - :
3.7eg. seaveriguael . .. . ... ;
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valor de 0,554 de II. -

peso en reales, mul-- Multiplicando . 0,034

nphcando 0,554 por Mulsiplicador . o,021 -
15, aimero de rea- SR

les de un peso: de - 34
que resultan 8 rs. -y’ ___ﬁ__
631 de real. Si se mul- Prodssto, i 0,000714. -
tiplica o, 31 por 34, -

tendré 10 mrs. y me- qIT

dio poco mas. - °“5' $4
64 . Para dividir - ig

estos quebrados , s¢ . - —

hacn dividendo y di- - - 2770

visor 46 una misma _s.iﬁ. ;

especic ,, esto €5, de 8,310

ul mism6 rniimero

de hotds decimales; poniendo ceros al que
tenga menos (§8), y gredard reducida la
operacion. & dwzdtrlo: como enteros. Porque
hechos de tyid Misma especie debe caber el
divisor ¢n el dividendo las mismas veces que
si fugran enteros. Sila division no>es exac-
t:l se reduce a_decxmal el quebrado que re:
shite.
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En el'1.f egemplo se - L ’

dividen 171,216 reales im- 0

porte dé4?8 varas, afiadien- 171"21’6 ]4’800

da 4 ‘este ‘divisor dos ceros 14499 - ?_’5"67

para que tenga como el di- 2721 '

videndo tres cifras decima- 24@00”

les: y resulta de eociente ~ 33160 -

no haciendo cuenta conla  g88oo

coma, 3§ y 335, quebra- e

: . - 33600
do ¢omun “que reducido 4 33900
decimal (59‘1), es 0,67 que 33600 .
con’34.compone el valer @ - )
de fa vdira 34,67. Por el -
2.° eg. e averigualaparte . I,

decimal que sonde peso 8, o .. ,
3x‘reales?dividiéndolos por 8,310 lﬁi’. ‘
¥§, nimero de réales de 7500 0,554
vB peso: pard lo qual s 8roo

daden dos ceras & 555y 7500

oma eatonces no cabe el rgr=—

divisar an el dividendo, se vy

tigne ds cociente 2%, qUE e
sedugide 4 decimal es 0, . °

§54 , parte de peso que se

busca.

Si se hubiera preguntado qué parte deci-
mal son de peso 6rs. y 20 mrs. 2’32 reduci<
rian primero 4 234 mrs. que son 224 de peso,
por componerse este de §10 mrs.; y hecho
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decimal este quebrado, resultarfa
#5908, parte pedida cop poca diferencia.

‘ . .NUMEROS COMPLEJOS.

65 = Se llaman asi los que contienen difes
Tentes especies ¢ como varas, pies y pulgadas;
pesos, reales y maravédises. Vease una tabla
de los mas comunes con las Sefiales que los
represéntan 4 14 derecha, y 4 la izquierda lps
especies inferiores de que cada una dedgg sy-
periores se compone, '

‘MoNZDAS

34~. Rfﬂ’...-.'...t.....-..':._v(?'l‘)

\34.? 10 |Escudo. . .. .. ceraa Cese.)

dmtel | sttt

rd

Tgxg. 15 t% 1% Pmr,v(pe)

2040 | 60 | 6 4% ﬁj’boblon.(dogt.)
— s

© e et - at — e <=

’374 11 |15 |Ducado. . ... ~(due.) .

-



A s srmumvros™

. D, -
PESOS. ks
Grano. . .co.ivioiivaain . Cer)
-| 24 |Esoripubo. . . .. . sdeiens (eser)

.72 | 3 Adarme - .. . (4d}
1576 |24 (8 |Onza.. .., _.'.4.(0.)'
4698 1o "64: '8 Mdrto (M.)f
9216 | 384/ 128 16 | 2 (Libra. . (Izb)

1.
¢ MEDib4s. .
Punto, ... ceereeenn (%)
10 JLimea ol )
1'4; 2 |Pulgada. . . ... . .. (e
11728144 _uJPie. Vi CP)i
) 8484 | 432 311.]3 Vata..*r(f[.}
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,'i'I,EL{Pi_)f e

Ry
60 |Segumdo.. .. e (Y

-

Tﬂ"'ﬂ'm LR A R N I

. 3600 ‘_‘60 w”“to' et ;‘. .:; . (I) .
| 16000 36001 60 |Hora. ., . (k"

a

AN
2

184000]86460| 1440 | 24 {Dia.. ()"
15t 40| 1440 | 24 [Dia. . (4

-

Simar ; ristar , muliiplicar y partiv log

. Nimeros complejos, ‘
].56. ‘Paca sumar- e haide sumar,
05s¢ escriben enco- | goan g B el
hunnas sus diferen 4336 T3 s
5 especies, se U= y503....,,..28........39. .
man todas empezan- 'Y ST PR 30"
do por la infegi’or, . e———— -
scando de la'suma 5398 4. ghl.. 8/

& cada una las uni- — e
dudes que componga de la especie superior |
mediata, con la que se juntan, poniendo ba-
}o de Ia columna lo que sobre, 6 cero sinas
sobra. SRR
La syma de la primera columna del eg.
Gntiene 2 4. y §', pongo estos por bajo, y junte -
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2 h. conlas de la segunda columna que su-
man §3 k. 'de las que ‘escribo § que sobran,
sa&ané\o ue -componen -3 4. 4 los quales
{untare por ultuno con los de la uhrma'“cq-
umm' .........

67 Enla I"' o i
restade esttis * De 648' pe.ta rs1g mrs,
bep _los dos Rest 585 14...“..15 :

niieros con :
la gorrespon- - Que, ucdan 62 pe g 75 4mrs,
s

denxig en fas " . T
especies , y II
comenzando De | jog4' Trees o P -
- 5P -
poi’ las me-- Rm‘ a 84 ............. N ¢
nores, se res- s e
tael numero Qucdan 19"':'f':’9 ........ 7 N
infetidy e} St mame <

suietior juntandd 4 @e, gaando es mendr,
una - unided de la &ypecie Timediata, Sacada
enel 15 eg- la difseercia 4 de 10§ mrs. | se
afidde & lo§ 13 rs de dondf 1o se pueden
restar 1.4 emtrz.e cotmna, 1 2. hecho .
y réstando de 27 rs. que resultan fos 14, tén-,
c6lre i3,y desPues Se Paszt 4 restar ¢85 de'

8.

68 La miultiplicacion de 1o¢ nfimeros com-*
pléjos puede haceise reduciendo maldplican-'
do y multiplicador 4 quebrados. de la esPeme‘?
superior, y mulfiplicindolos despues segun
adjun.os aicho (49). Sisc pidieso por eg. el‘
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importe d¢ 4 0.y 2 P. 4razonde 8 7.y 4
mrs. la vara; reduciré 4v. 2 P. 4 ‘14 P. quo
son=*devara; y 8rs. gmfs. 4 276 mrs. que
son - de real : multiplicaré despuds 2% por
2, y el producto S+ que equivale 4 37 rs:
y 30mzs. sera el importe que se pide. E}
qual: se: saca tambien ‘reduciendo los dos ni~
meros 2 8,117 rs. 'y 4,666 var.; pues s

producto 37,873922, es el mismo que ¢} ans
ferior con poca diferencia. SR

69 Busquemos aliora por otro método
mas breve y conmodo e} niimero de varas
que tiene un circulo maximo de nuestro glo-
bo, esto es; uma linea que le redee todo,
en la suposicion de que cada grado de los
360 en que se divide, tiene 57195 ¥, 8:{ 4l
Comienzo 4 multiplicar 360 por 4,y el pro-
ducto 1440 /. reducido & pulgadas dark 120.
Multiplico despunes 360 por 8 p. .y tendré
2880 p. que con las 120 s0m 3008, 6 83 7.
Yy 1 P. multiplico. iiltimamenge §72¢§ por
360, y afiadiendo al products 20626200,
33y 5 P. tendré.que sl chrulo maximo de
d la tierra tiene 2062678 8¢ w v & P.
»Luego un niimero complejo se mukiplica por
»0tro incomplejo 6 de una sola especie, mulki-
»plicando sucesivamente por este todas kas es-
wpecies del primero comensamdo por la mignoy,.
»Y reduciendo su producto 3 la superior, ¢
70 Quando ambos sen complaoes, como

|
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si se-pidiese el imports de 16 v; 2Pry-6p.
4 razén:de ;3 Pe. 8 re..y 15 mrs. lavara; res
ducido este valor &i8x7 s, y dividido per 36,
piimero de pulgadas que tiene una vara; serd
¢l cogiente 2232 el. valor d¢ una pulgada :mul-
tipliquese este yalor por el niimero de pulga-
das que tiegen J6v. 2 Py 6 p. que son 606,
¥ el preducto 30586 & mrs. que hacen 59 pe.
1475 Y po $mrs, serd el que sehusca.”
ﬁ:ego para multiplicar dos nfimeros
»Complejos, se hg de dividir el mulnphcando
,reduc 4 sus menores partes , por.el nfi-
»mero de -aspecies infexiores del: mulnglma-'
»dar que hacen una superior, y multiplicar
»despuesiel cociente por dicho muktiplicidor
»tedydide 2 su menor especie. El:producto |
pesulta eq especies inforiores del multiplican- |
»do: que-habra que reducir 4 supeuores €0+
»mo en ¢l egemplo anterior. ° . ay
71 (Ferose previene lo pnmero que en |
mtos casos en-que Jos.dos: nmeros se suponen
de especies: diferentes ; st: -toma por multipli-
cando al que sea de la misma especie con el
producto :. cgh@e practico en el egemplo,,
tomando '@ los pesos, reales y maravedises.
por multipicando: Lo segundo , que quando-
se han de multiplicar-nmeros que -expresen.
ambos medidas de-longitud , como.3.w. x P..
y 2p. por2w. 2Py 6p. se reduceu uno y.
otre a 12§ p. y 1oz p: que es su menor es-
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pecie, y multiplicando despues 1221)0: 103,

su producto 12444p. es el que se busca, y

#Xpresy una superficie como veremps en la
Geomerrja, - o

12rs. 28 mes,

302. 1P.8.p.

. 30F.x127s,.360r5.00 an;.:
30 V. x28mrs.. 24.....24

1P4-8 p.XT2 rsit a8 mrs.,. T4

PR

' - 391rs.28%mrs,

(m—

En el antecedente egemplp en que es cre-.
ddo el niimero 30 v, de las especiés superio-
res del multiplicador, se abrevia la operaciog
multiplicando por €l selo todo el multipli-
ando-t de que resulta gox 12 rs.= 360 £y.
3ox18 mrs. T=840 mrs. s=2q 1. y 24 mrs.
aultiplicando despues por la regla anterior-
Iars.y 28 mrs. por 1 P.y8p. Jo ?,ue da
715,y 42 mrs. y sacando la suma de las tres,
g;rtidas que da el producto total 39175, y

mrs. * ' :
.73 . 3, Para dividir us nmero cpmplejo
npor in incomplejo se dividen por &l sucesi-
wvamepge todas las especies del complejo: y
nquando bay alguna resta. se reduce 4 la es-
vpecie inferior inmediata.<. Para syerignar el
wlor de ana arroba, en el supuesto de que
D
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68 arrobashan costado 864 pe. 14 rs. y 13mes.
partiré primero 864 por 68,% tendré de co-
ciente 12 pe. con 48-de resta, que reducidos
a reales y juntos con 12, componen 733 rs.
partolos por 68 y salen 10 rs. con §2 de te-
sidue : reddzcolos 4 mrs. , jlintolos con I3,
y dividiendo la suma 1781 por 68, tendré
26 23 mrs.: luego 12 pe. 10 rs. y 26 35 mrs.
¢s el valor de la arroba. :

73. Supengamos ahora que 127. 1 P.y
% p. han costado 22§ £ pe. y que se pide el
valor de 12 vara. Averiguo primero el niime-
to de varas’ que hay en el divisor 12 v. 1
P. y7p. reduciéndolo @ 451 p. y partiéndo-
lo por. 36, namero de pulgadas de una vara;
parto despues por -, nimefo de varas que
zesultan, el dividendo 225 £; y tendré de co-
clente 18, valor de cada vara..

Asimismo si 16v. 2 P. y 6 p. han cos-
tado o pe. 14rs. y 26 3mrs. 'y se pide el |
valor de la vara 3 averiguaré primero el nf-
mero de varas del divisor 16v. 2 P. 6p &
de.606.p; dividiéndok por 36.: partiré des-
pues §gpe. 14rs. 26 3mrs. 6 12387 d¢ e,
por % nfmero de varas; y tendré de co-
ciente- 1817 mrs. 6 3 pe. B rs. y 1§ mrs, va-
Jor. de la. vara. g

Sﬂmbmj pues la regla general siguien-
te para dividir un niimero incompléjgam;ow
otro complejo ; 6 un complejo-por olre soms.
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plejo': ;i Partase el divisor redncido 4 su me-
;nor esperie; por el niimero de estas que ha-
jiceni una superior, y dividiendo despues por
silo que resulte, al dividendo reducido tam-
nbien a sps mengres partes; saldré el cocien-
nte deseado.« :

74 Tambien se pueden dividit los com-
plejos reducieqdo divisor y dividendo 4 que-
brados ; como se dijo en la multiplicucion, y
dividiesrdo despues (68). El cociente de 37 #5:
Y 30 mrs. partidos por 4 v. y 2 P. que vie-
Ten & ger X522, 2*; es dividiendo estos dos
quebrados ; %‘gﬁ: que equivale 2 8rs. y gmrs.
el qtial s pudo tambien sacar reduciends di-
chas dos cantidades 4 decimales y dividi¢ndo-
ls despues. : ‘

7§ Los complejos de una misma especie,
comio 16 pe. 27s. amrs. y 3 pe. 3rs. 14mrs.
& dividerr reduciendo ambos & su ménor es-
pecie ; y dividtendo despues 8230 mrs. y
1646 mrs. que resultan : el cociente § indica
ls veces que el uno cabe en el otro, que es
zlo que se reduce este género-de- division.

s
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ELEMENTOS
DE ALGEBRA.

©6 ueriendo los Matematicos demostrar
de un modo general las verdades que la Arit-
* mérica demuestra solo en casos particulares,
para elevarse 4 superiores conocimientos ; subs-
tituyeron & los nfimeros, cuyo valor es siem-
pre determinado , cantidades generales repre-
sentadas con las letras 4, b, ¢, d &c 4.l alfa-
beto. De esta manera formaron una Aritmé-
tica universal que se llama Algebra, que por
medio de cantidades generales é indeterming-
das no solo demuestra generalmente sus pro-
posiciones , sino que expresando con singular
sencillez y laconismo las_ideas que maneja,
<onduce a resultados que la Aritmética no lo-
gra sin mucho rodeo, tanteos y trabajos, ade-
mas de resolver infinitos problemas 4 que ne
alcanzan sus reglas, y de subministrarla mé-
~todos para facilitar sus operaciones compli-
caday. \
» 77 Cada'una de las cantidades 4, b,
 dagn, se llama incomplexd, término y monomio:
la que tiene dos términos como a+b, dt—r,
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binomio : trinomio la que tiene tres, y en ge-
veral complexd y polinemio la que consta de
muchos. '
" 78  Los signos +, — puestos 4 las cantida-
des significan el sentido en que se han de to-
mar : las que tienen el — que se llaman sne-
fativas , se toman en sentido contrario 4 las
positivas que ticnen el + 6 estan al principio
sinsigno : de manera que si +20 con el signo
+represénta’ el caudal de una persona, —20
representara igual cantidad de deudas si+b
esel camino que se ha corrido acia el Orien-
te, —b sera el corrido- acia el Ocidente : si
aes el valor de una fuerza que obra de dere-
cha 2 izquierda; —-4 sera la misma fuerza
ébrando de la izquierda dcia la derecha.

79 En lugar de 4a se escribe para abre-
viar a*, en lugar de bbb se pone b3, en lugar
de ccec, c*: ahorrando con los nlimeros 2, 3, 4,
que se llaman exponemtes, la repeticion de las
letras : en a, bc, dtm, es el exponente 1. a%¢*
cquivale & gaace s y b*ed* i bbedddd. Tam-
bien se escribe en lugar de ab+ab, 2ab; en
vez de 2ab+ab, 3ab; en lugar de 2ab+3ab,
§ab. A los niimeros 2, 3, §, llamamos cocfs-
tentes , 'y exptesan las veces que se ha de to:
mar la cantidad #b 4 quien preceden ; es de-

cir'que la multiplican; El coeficiente de ab,

m,cde, es 1. :

80 Asimismo, en lugar de —b—& se es-

N
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cribe mas breve —2b; en vez de =3be=vqbs
se pone —7bc: en general los términos que
tienen unas mismas letras y exponentes , que
se llaman semejantes, se reducen 3 uno solg
sumando sus cosficientes o si ticngn un mismo
signo s y quanda los signos son difefentes co:
mo 3ab—aby, s¢ restan los soefictentes 3 ¢ 1,
yd la diferencia 2ab se e pone ¢l signo + del
#rmino viayor 3ab. Las términos b*c+4b°c e
reducen 4 —~3b%, restando I de 4, y ponien-
do 4 la diferencia el signg — de la cantidad.
mayor <<4b*c. Tanibien 3c*de-gabisn2c*d—
ab’ equivale 4 §¢°dr-qab’ y spmando 3y 2
~y restando I de § : {ltimamente d_b"vgiLg
a*b—3cd7btd—cd—3b"d, te reduce sumap-
do los coeficientes =<§—2—1 , y restando 3 de.
7, 4'gb’—8ecdra’bonsb’d: ab® y a*h nq son
semefantes.  Las términos a—a, —2cd’+20d?,
"3b%c-3b% y demas sermejantes iguales y de
signos contrarios ee reducen 4 cero,

. Sumar y restar oamtidades algébricas. .

- 81 Estas cantidades s6 suman pondéndo-
las unas despues de otras éom sus propsas
signos , y reductendo Jas que haya seancjantes.
Lasuma de ay b es arb's 1a de o*d, ab y.~
3c*d es c*dvab—3ctd G ab—3c*d, redutien-
do, ¢’dy —3c°4. L ‘

82 Para reyarlas. s¢ psersbe of ndgucndp y
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funtod ¢l el sultrahendo mudandolos signos
de sus términps el o en — y el e en 4. La
antidad & se resta de 4 escribiendo a—b: pare
restar Je ab, c—d pondré ab—c-+d; asimisma
la difergncia entre Grd—a’b*d y 3cd—sqa*b*d
—az es 6cd—a’h’d~3cd+rqa* b dvax, Q%
s redyce 4 3cd-+3a* b dweax,

. 83 Se mudan en sus contyarios los signos
del subtrahendo, porque asi como la diferets
ca entre Joy 8 es 10 disminuido de 8 4§
lo~§, @y tambien la diferencia‘antse la cane
tlad 4 y & sera @ dismignide de b 6 a=xb,
Pero_como entie po. que tiene 10 doblones
y oro.que debe-8, cuyo baber es —8 (78),
layde diferencia or8, tambien gntee 4 'y 4
habri- de diferencia a=-b. S
84, De lo qual y de lo dicho ‘en la jama
s infigre que las captidades negativas diss
minuyen las positivas quando. se sumaa con
ellas, y las aumeptan quando se restan. Cou
efecto , afiadir deudas.es disminuir caudal , y
quitarlas es aumeptarle : asi, no se debe equis
vocar. el sumar con abadir y el xesar con digs

| Mubiphicacias, . |

85 Para practicar_esta operacion con la
antidades monomias , se¢ multiplican sus coefi-
Gientes , se jumtan despues 4 las dotras , y
las hay semejantes., se escribe una sola con
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la suma de sus cxponentes 579): idtimamens.
te, se poné al producio el signo =+ st los facto-
res tienen ambos un mismg sigho, y el — si
e tienen diverso, S :

El producto de «ax-b es+ab}i ¢l de
®*bxasdd es a’bac’d, § #3be3d , escribiends
una vez la 4 y sobre ella la sishd 3 de siss ex<
_ ponentes : para multiplicar +~24b por —3ac¢,
diré s~ da = (usamas do+'y — en lugar dé
cantidad pisitiva y negativa): 3x3e36, y
juntandb la 1étras tendré de ptoducto <-6abac
6 —6a*b¢  tambien sacaré- €l produtto dd
—34°b3cx—~6bzx niultiplicattdo — por’' — queé
- da—+; despues 3 pot 6 que es 18; y jilritando
lasletras, de que resulta- 184%b%c*x + (ititha:
© inente —§m>gx4amq* produce 2284mig3. - -
~ * ‘86 FEsta regla tpie’ se -pertibe facilméntd
por 16 que toea 4 los coeficientes, ha sido ert
.-Quanto & juntar lag letra¢ una mera tonven+
<ion de los matematices. En quanto a los sig-
tos es evidérite que multiplicar una cantidad
positiva %2 6 negativa—b pototra positiva 3
e$tomar s §-h tres véces 1 lnego en-el pri-
mer caso serd el producto +34 y en elsegun:
do —3a, y ek =xd=—, Asimismo,
multiplicar 44 cantidad positiva 6 —b negati-
. ¥4 por'—3 6¢ tomar -+a 6 —b tres vedés, pero
al contrario de como se tomarfan si el multi-
plicador fuéra +3 ; luego si en este caso serian
- los productos -+34, —=3#, deben ser en el pre-
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. Bite —32 Y +3b: y 4x—=—, S
conforitie lo digimos en la regla. Si en lugar
de 3 de que hemos usado para mayor clari»
dad, ponemos ¢; quedara la demostracion mis
eeral. - - '

87 Un polinoio s¢ multiplica por un mo-
wmio, multiplicando por-este todos los 1érmi-
w dil primeio. Eriel 1. &g, se multplicy
P:b “*44*bc o tres términos de 3bv°—g5a%h
=9 ¢ :

8bcd—3a3b—b*c Multlplicands
—48°bCurersernsinive. Multiplicader

[ TN
~124%5*234~2045 b* 44 a*b3c*® Producto. -
[ ; i i e - L A -

88 Quando ambes son polinomies, se mul.
tijtiedn como en los niimeros todos los términog
dil miltiplicando por cida término del multi-
Plieadsss y aungue es indiferénte comenzar
Prlaizquierda 6 por Ja derecha, esto filti-.
206 lo mas comun, i o

B 'gm-'-élti~+44’ Md[ﬁ;ﬂf:aﬂdo

o 3di—n  Mulsiplicador
15d*m—3bd*t+124°d*

T gemnrebent—4a’en

Uu—3bd*t-12a%d> —§emnibiont—4a’en Prod,
\ -
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3be*~~ga*b—b*d,.... Multiplicas
, 2bc*—m3atb-mab® d ey Mulnplu'aa
1. 'Prod # Gb*ct——10ab et —3b3c'd :
2.% e Qa2 b *15441;’-»34'534
3 ittt eninnensgeen 12030 deme20a%b3d—g b

Total wﬂ.-rga’b’; 4-10;31,"&11-! 5445--;.:74’1:34-41:4
—————r Tar o N “"‘-* “

En el 2.° eg. semultiplica coma en el x,
todo ! ‘multip cgado por 34*; y- luego se
mulglplgca del mismo modo Ppor —#, suman-
do.despues.los dos productas que resultan.’ Y.
esto ‘mismo se egecuta en el 35.€g. Lon sola
la ehfefenewde qum;oducoa«ea kma—al-
gunos términos semejantes. - N

8¢  Sugle noser pecesariq ¢fectuar lamul-
ttphcacxon 5y eatonces se indica incluyando,
< enus paségesis 6 bajo de una raya los facto-

' fés polindmios. a+bxr 6 “a+b)c exprgsan el
producto de a5 mulnphcado par ¢: ¥ (a+b)

,  (¢~bd+3).6 bxi—bd+3 el de a+b y c—
.. bd+3. e
. Division. .

. 9o Como 4a3br- multlphcado por 3a*b
~ dade producto 124%b*z,7i se divide T225b%¢
. por 34°b ‘ha de ser su cociente 4431:: Para
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esto se sacail=4, yse quitan 4'5 qne hay
comunes en dividendo y divisor , asi como en
la multiplicacion se juntaron 43b¢ con 4°b, y
resulta 4a3bc; gsimismo para partir 6a*be por
4ad , se reduce £4 £, y quitando @ comun,

queda de cociente el quebradp ig—‘! iltima-
mente, el cociente de §¢d dividide por 1§4°c'4
.deb‘e kvl reduciende £ 4 §, quitandode

1

‘3
ambas partes ¢4 comun , y poniendo ¥ en el
pumerador que queda sin gameros y legras.

Luego generalmente ,, las cantidades mo-.

pnomias se dividen 1.¢ hacjendo de dividens
»80 ¥ divisgr un quebrada que e reduce 4
peateros 6.4 térmigos mas sencillos quando, -
nse puede..2.? quitanda las letras comunes §
adenariinador y numerador, poniendg en ey
nte I si queda sin letras y niimeros. 3.° Co-
wmo. &l Cociente multiplicado- por el divisor
nha de dar el dividendo ; si este y el divisor
s tienen un mismo signo , se pone al cociente
ntl 4, y —= quando le tienen diverso.*

) N . . i . N ‘ . .
El caciente de @ partido por b &5 7 que

1 admite réduccion;; el de §a*bd partido
por—4a'd es .§_‘_’i:_, que se reduce asi: o

-

f@ﬁdo por — ¢;+: 8 par;ic_iq pot 4 es.23,
qito 4*d comun § lgs dos términes y reswlta
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por fltimo —3b. El cociente de 3m* partxda

2
por 15a°m* ¢ -;——’—"-4- » que reduciendo = 4

%, ¥ quitando m* comun, queda en ;--'-'-nn el

de ~—243)°z dividido por —6ab’m que es
—-tathy

*—'—bg-* se reduce haciendo =3, y quitan-
- ) a*x ‘. )
do ‘ab* comun, 4 e 5 & este y al ante-

3 m

rior se hd puesto el sigho =+ por tener un mis
mo mgno dividendo y divisor: Ulnmamente

=2nig
rr— $¢ xcducea—-n .
znx 4 . . . R

g1 Las cantidades que se guitan por co-
munes 4 dividendo y divisor , forman sxemprc
1 quebrado 1gual a1 (43), que multlphca a

lo restante del cociente, cuya omision no varfa
8 bi

‘ N
su valor antes le sunphﬁca. ~;— Poregenr
a*
‘Blo [ lo nusmo que -.-—xln' . que se reduce
*

a’
a befo aIn', por ser -—,F_x.

Quando d;chas letras comunes son se-
‘ .

;e

melantes como sucede en —«;— , el quitar a’

que hay comun, es lo mismo que restar del
exponente 4 del dlvxdendo el 3 exponente del
divisor, para que resulte ¢l cociente 4**=a.
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Tambier se saca el de 4:&; que es ab, asi,
#-*b**'=ab &c. Sacando de esta manera el
cociente de—g-’- resulta 4™ ™=24%; y como -3%

e 1(43)5 serd a*==1 esto es, serd I toda
cantidad cuyo exponente es cero; de suerte
que == 1, d*==1, (awcd—b*)=1. -

93 Asimismo, si se resa en-‘—1~ , 4de 1
(92), sale de cociente 4*~*=4"*; y come

“ | | . 7 :
ol s quitando 4 comun, serd lo mismo

- 1 . . am
A3 que —-» Haciendo la resta en — se
4 I a3

. ‘ ' am .
29— — —
tiene g _d—’”, qultese en pr quees P

{85), #® compn, y'quedara ;—:-‘- : luego 4™
& lo mismo que ;%;— ¢ es deir , una cantidad
éon exponsnte negativo equivgle d 1 dividido

por dicha cimtidad con el mismo exponente po-

sitivo. De lo qual se deduce el modo de tras-
ldar nna cantidad del nno al otro término de -
un quebrado quedando el mismo ; pucs bas-

. , . . bd .
nmudar gl signo 4 sp exponente : oo por

i —ay—r, L0
¢gemplo, es lo mismo que dda™*™* ; 7
wquivale 4 £~ " 4 =ed " &e,
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g4 ~ Para dividir el polinomio 1 §m*s*—s-
gmn=+3n por el nfononio —3#u, se dividen por
€] sucesivamente los tres términos del divi-
dendo come s¢ ve entel 1.7 egemplo.

Egemﬂa L. |
Dividendo 1§m*n*<Gmn-+31 | ~3n Divisoy "
_—1§m*n* sm*n+3m-1 Cog
° ~gmn-~3n
'+g‘m_n’ L
o+3n

et L
- -

O

Egémplo. IL.
K. 3aNTGAbe31a b 558 ab3 i2 44 |B.s 4 < Fabighi D
C=1a'+3a%b—4a7b" - " a~gab-66% Ca
- Du~roadb+ayathi—~38abiiaqbt .
B e108%b--15a%2+20ab%
F...#124%07~18ab’+w24b*
6. siawbar8abloagh

) : O .
i i emeibemsss S

3 . s . ) .
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Egemplo III.

Divideiido x¢—z* |z—z Divisor
a—xta-xdz  x34gizraztpad
AT

T3zemzt
—x3z+a22%

2223z
sceylzlyg23

- xzdemgt
gzl

o
> Egemplo 1V.
Dividendo...x | 1—-a Divisor

| —I+a| I+a+aP a3+ be,

r]
Sava
a8
_ —atad

@%b

§¢ Ea la division de los polinomios o
shierva el mismo orden que en la de los nfa-
meros. Para dividir por B la cantidad A- del
3° egemplo , diré; 24% partido por 147 &
rnduciendo , #* que pondté en el cosientes .
nliiplico poi €} ¢l dhvispr,; y mudande les
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signos al producto C para restarle del divi-
dendo, tendré reduciendo los términos seme-
jantes , el residuo D ; que prosigo pargignda
asi: —r1oa’b partido por 24* es reduciendo
—3ab ; que pongo tambien en el cociente;
multiplico por él el divisor , resto el produc-
to E de D, y reduciendo D y E tendré de
diferencia F : gue dividiré fltimamente, di-
ciendo, 134%5* partido por 24% es 652, por
gquien multiplicaré el divisor, y restando su
producto G de F resulia cero y a2—gabar-Gp
de cociente. 4 5 ’

En el 3.F egemplo se parte z¢ porz, s¢
multiplica el cogignte x° por el divisor y res-
tando su producto del dividendo, resplta z4—
2*—z*1%2 que se reduce 4 z32+5*, que
s6.continfia partiendo del mismo modo. Las
cantidades del 4.° egemplo o tienen cociente
exicto y se puede coptinuar su diyision hastg
cl inﬁnjwa "

96 Para facilitar 1a division de Jos:poli~
pomios se ordendn dividéndg y divisor con re-
lacion & quulquiera letra que se halle en to-
dos 6 los mas de sus térmiros, escribiendo
primero en ambos aguel que cortenga e} ma-
yor exponente de dicha letra, despues el que,
contenga el mayor exponente de los que ques,
den, y asi de los demas. En las cantidades A y
B del 2.° ggemplo, ordenadas respecto de 1z
lewa 4, se hullaa* enel 1. térmuo del dir.
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videndo; en el 2.° a%, enel 3.° a* &c. el
primero del divisor tiene 2* y el segundo a.
Los términos en donde se halle la letra con un
mismo exponente se ordenan con respecto a

otra letra. . -
Quebrados literales.

97 Los quebrados literales se calculan
por las mismas reglas que los numéricos. Una
cantidad qualquiera 4 por egemplo, se redu-

. 24 « q0 o .

ce d = multiplicandola por el denominador
2 (42) : si se multiplica por m se reduce &
am . Aé‘ abc  abv—+ad
‘™ y b~ b d
y por b-+d._Luego si 4 todos estos quebrados
se qultan las letras comunes a2 su numerador

multipﬁcando' por be

am
Y denomimador se reducirin 4 a: —esa

' 4}—md fl~-+d)
.qultando m comun y r = =4

_qmtando de ambos términos b+d
98 Un entero con un quebrado b-+— se

reduce mulnplxcando b por 2 (42) %i

%— Ies mtﬂtlp'hcando -1 por m, 32"

m
cdl_v BUCEN . .’. dt-—-;dc—FCd
¥ 34— equ,lvale j O3 muln-
¢ SRS e BN N A = 2N
' E N
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. . A
plicando 32 por #—¢. Al contrario,
¢

se reduce dividiendo por ¢ el numerador, 4

b zcd—zd ’—-a-o-b :

a——:y — es, parnendo por
ﬁ——d 24L__T:t:£_
—d.’

c? -j; se redu-
cen 2 un mismo denominador multiplicando
-a'y b por el producto 25* de los etros deno- -
minadores: ¢ y 2 por b3 : dt y b* por 2b: y
Jldrd 2a4b® b wde i 34
AR = T awr y a—+h’
se reducen multiplicando por a5 los térmi-
nos del primer quebrado, y por 1+ los del se-
a’=h = 3430 d—c ds Lo
a—+b-rat—+bs A-+hrat-+be 95

99 Los quebrados -Z—,

gundo, 4

a b . "
quebrados —S-f—  —— que tienen un factor co-

‘mun # en sus denommadores , se reducen a
34c b
e, mt
coff multiplicar los dos términos del L. que-
brgdo por ¢ y los del 2,° por 2.

de un mlsmo denommador ;) solo

100 La suma de —?- 'y -l’- s, reducnén-

dolos 4 1640

dor, sumando sus mimeradores y poniendo

54b '
Y5 de un mismo denomina-
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274b

) .
a la suma el denominador comun,

ab .
ab-c-z—o-- Def nmismo modo se encuentra la

;ax 4.2 3ax -;-!Gc*m
» que es

: ylade

46 a
-z—y I que es

101 Sise restan los numeradores de
ab .
y — despues de hacerlos de un mismo de-
P _

nominador , 'y se pone a la diferencia el de-

S , liab . .
nommador comun, sera — Ia diferencia:
: !

5 s 6bcd mbz
6b¢d_zob’ ;cd—-vob l de I es
ab—z ’

z -
4d’
102 El producto de =— x —— es, mul-

npllcando numeradores y denommadores ,

12642 ud ’ —b 6a? _zb :
e b de ( —1 )x) e §5¢2 --5

yel de 3bx;—-—— es .‘multlphcando 3

por el numerador.

103 Ultimamente, multiplicando en cruz
)
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i ab d.
los términos de los quebrados b A

. h —a .
saldrd su cociente ~2— : ¢l de =% partido .
cdm ¢ .
3 2—2h—a(-+1b 7x% =t
2 —_— el de
por T & 3¢ ; a—b
7%t
, 6ah—6bh . ]
a—b por 64: y el de 4m* partido por £ serd
16m* ., W ' o
=gm4+—.
3 3 -
a. .. . Dividendo |b+d Divisor -+ -

cad - a. -ad ad®. - ad®

dividido por 6%, es »y multiplicando -

o4 Para mayor egercicio de estas reglas
convienc dividir cantidadés cuyo' cociente es
infinito , y se compone de quebrades; como
la del presente cgemplo en el que despues
de haber sacado-el primer término deél co-

ciente Z—, y multiplicado por €l el divisor, se

resta cel dividéndo 2 su producto a+1£-_-. El
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residuo es —-—':bi, que divididido por b, da

ab o st s .
— 7> 2.° término detl cociente , con el que

se practica lo que con el antecedente , conti-
nuando la operacion hasta conocer el ordea
que guardan dichos términos : en el presente
caso cada uno se forma del anterior multi-

e & d. .
plicado por al

Formacion de las Potencias y extraccion
de las Raices.

Tog Si una cantidad qualquiera a se
multiplica por si, el producto axa=a?, se
- Nlama cuadrado, 6, potencia segunda de a4:
(podremos llamar potencia primera al pro-
ducto de ax I que es la misma 4).. Si el cua-
drado 4* se multiplica por a4, su producto
a*xa=—a? se llama cubo 6 potencia tercera
de 2. Si se vuelve a multiplicar por 4 el cu-
bo a3, resulta a’x2=—a*, potencia quarta
de 2: a* multiplicado por 4 da su potencia
quinta a5 : y a’xa da a4, su potencia sesta:
a7 es la séptima de 4... 4™ su potenciam, y
4** su potencia 2¢. Los nimeros 1,2,3,4, 5,.
6,7....m, 2t expresan ¢l grado de la poten-
da, y se llaman sus esponentes: 2 del cua-
drado, 3 del cubo, m de la potencia m....
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Asimismo 7>y da 49 cuadrado de 7: 49x7
produce su cubo 343: 343x7==2401 es su
quarta potencia. Ultimamente,, multiplicando
3b% por 3b% se tendrd su cuadrado gb*%;
este multiplicado por 3b°¢ J)roduce su cubo
9b*c*x3b%c=27b%c% 5 y 27b°c3x3b%=8 158+
-€s su potencia quarta. :

106 - La cantidad # que.sirvié de multi-
plicador, se llama raiz, cuadrada de 2% ci-
bica de 43, quarta de 4*.... y raiz m de a™:
y, los nimeros 2, 3, 4....m expresan el grado
de la raiz. Tambien 7 es raiz cuadrada de
49, clibica de 343, quarta 'de 2401: 35%¢
es raiz cuadrada de gb*c*, chibica de 27 55
¢'3 &C.' : ) .o ’

" 107 Tendremos pues, que una cantidad
se subé-al cuadrado multiplicandola por sf
una vez} -se sube al cubo multiplicando dos
veces- por la cantidad; 4 la quarta potencia
multiplicando tres veces... y en general se
sube qualquier cantidad a qualquier. poten-
cia ,, multiplicando por-la cantidad tantas ve-
»yCes menos una .como unidades tiene el es-
» ponente’ de la potencia. .

108 Como en-el cuadrado de un. mono-
mio qualquiera #* es b-dos veces factor, en
el cubo b3:tres veces, ensu potencia quarta
b* quatro,“y en su petencia m que es a™ , m
de veces; s¢ podran elevar mas facilmente
# sus potenciis las cantidades monomias mul-
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tiplicando sus exponentes por los de las po-
tencias , elevando los coeficientes por la re-
gla general (107). ‘

‘109 Quando los monomios son positivos
lo son tambien rodas sus potencias , y.se les
pone el signo +; pero si son negativos serin
positivas sus potencias pares. 2.2 4.2 6.3 8.3....
4, y negativas las impares 3.25 27.39.3....
3™ : y asi se les ha de dar el signo —: como
se colige de la regla deda multiplicacion.

El cuadrado de afy es a™>?p3x*—=a’bh*:
el cubo de —3¢*d es —gx—3x—3x(2X34'%3
=—27¢%43 , la quinta potencia de 25%dt* es
32b3Xsd1XspaXs—32h*545¢'° ; y generalmen-
te la potencia m de #c* es #1Xm2Xm—ym;2m,

110 Los quebrados se elevan a sus po-
tencias subiendo & ellas por las reglas dadas
su numerador y denominadar. El quadrado
de ZesZxZ=33: la quarta p,otex}c_ia de s% &
IxExixi=2t el es 8.5,
$8ST s e 3m? 27m

. ab®  anpan
yla potencia n de byt

‘111 Luego para sacar la raiz de una po-

tencia qualquiera monomia s¢ dividird el es-
ponente de la cantidad por el de la raiz; es-
to es, por ¢l niimero que expresa su grado.

112 Enlos quebrados se saca la raiz de

~ sus dos términos : y sila cantidad tiene coefi-
ciente , se saca de €l la raiz por las reglas que
daremos despues.

3 el cubo de
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De a*b* por egemplo, se extraerd la raiz
cuadrada dividiendo los esponentes 2 y 4 por
2 4

el del cuadrado quees 2, yse tendra 4* 4*
2 ,3

. . 84%h
=ab* : la raiz clibica de —— es, sacando la

¢ L
de 8 que es 2, y dividiendo los esponentes
3 6

L s )
3y 6 por el de la potencia 3, "“:"3 — ’-‘:5 .
4 3

. b .
ki raiz quarta de —es—:y la raizm de

1 160
ambam  4h* "
es —-. ,
i3m0 g8 T ‘

113 Se pone el signo + 4 la raiz de la
potencia positiva si es impar ; pero si es par
se le dan a la raiz los dos signos =+; pues una
potencia par positiva 4* 6 vendra de axa, &
de —ax—a que ambos producen 2*. Si es
impar y negativa la potencia se pone 4 la
raiz el signo —. La raiz par de una potencia
negativa es imposible; pues toda potericia
par es positiva. Todo esto se colige de las
reglas de la multiplicacion de los signos.

114 Quando dividiendo el esponente de
la cantidad por el de la raiz no resulta co-
ciente exicto, como sucede sacando la raiz

. A
clibica de b5 que es b*; se deja en fraccion el

esponente,, y representa una raiz que esti
‘por sacar : b’ se llama cubo imperfecto, por-
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que no hay raiz que multiplicada por si dos
veces produzca b5 : 3 es cuadrado imperfec-
0, porque no hay cantidad que multiplica-
da por si produzca 3. Estas raices que se
laman frractonales , se suelen expresar po-
niendo las potencias bajo del signo v, que se
lama radical, y entre sus palos el nimero que

3

indique el grado de la raiz. V'3 6 V'3 repre-
s
seta la rasz cuadrada de 33V b5, la raiz

. o . )
dibica de b5 ; V:S—; expresa la raiz quarta
a4
¢ 32 " an . an
de Iy : y en general 1/—5—'— la raiz m de TR

11§ Tendremos pues, que la raizn de

4™ podrd expresarse de una de estas dos ma-

"
-— ” »

neras a® 61/ a :y diremos en general, que
una cantidad con un esponente Jfraceionario,
equivale d un radical cuyo esponente es ¢l
denominador -del quebrado , y el numeradm;

espomente de la cantidad. De suerte quesa‘
3

3 _{ 4 3 3
serd lo mismo que Va, b=V b3, a*b*=
4 4 2 5 g
Va3bs. Al contrario, Ved? =c*d*: Vi

]
an ‘
=—.
bs ‘ .

116  Los polinomios se elevan & sus po-
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tencias por la regla general (107). Por
egemplo, si se multiplica-a-+b por a+b, re-
sultard su cuadrado a®+-2a4b-+b” : este mnl-
tiplicado por a-+b dara su cubo 23+32*b+
3ab®+b? : este vuelto a multiplicar por a+b
" da su quarta potencia a*+4a’b+6a’b>+
4ab’+b* &c. Si se multiplica 2cd” —+am*
por si, dard su cuadrado 4c’d"——-6-%t—-+~°—

38

6am?* .
~+4acd’m® — +a*m*. Muchas veces

que no son necesarios los términos de las
potencias , nos, contentamos con indicarlas:
a+b)* representa el cuadrado de a+b<
a+b)? su cubo: (d°—b)* la quarta poten-
cia de d*—b... (d’—b)”' su potencia m. -
117 Las potencias de a-+b que acabamos
de sacar por la regla general nos pueden ser-
vir para facilitar esta practica, que es bastan-
te molesta especialmente en las cantidades de
muchos términos. Con efecto, el cuadrado
de qualqulera cantidad algebnca 6 numerlca,
monomia 6 polinomia, con ‘quebrados 6 sin
ellos, debe canstar de los mismos términos
que el de la cantidad general 4+b , que pue-
de representarlas todas. Consideremos pues,
este binomio dividido en dos partes, 2 prime-
ray b segunda, y veremos que su cuadrado
a’+2ab+b* se compone de a® ¢uadrado de
la primera parte, 2ab duplo de la primera
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a multiplicado por la segundab, y de b* cua-
drado de la segunda b. Luego si dividimos
qualquier cantidad 3bc-+n¢ en dos partes, 2/¢
primera y ¢ segunda, tendremos su cuadra-
do 9b?¢*+-0bent-+n*t> , sin multiplicana por
s, sacando el cuadrado de la 1.2 7#¢ que es
gb*c* 5 despues el duplo de la 1+ 3b¢ por la
245 que es 2x3boxwt==6bent / y por tltimo
el cuadrado #*#* de la 2.2 n2. Quando el sig-
no de una de las partes es=+ y el otro —,
sale negative el 2.°.término del cuadrado:

, 54 a?
como se ve en el de T—r » que es 5= —
1047 2
+72 , ,
Para sacar el cuadrado del trinomio cd+
m—2, sc le divide en las dos partes cd-+m 1.2
—ZI2.2, y sera su 1. término (¢cd+m)*, es-
to es c2d*+2cdm+m?® : el 2.° 2x(cd+m)x—
!, que se reduce &4 —cd—m: y el 3.°(=3)%,
que es 2 ; luego todo el cuadrado serd ¢*a"+
2udm-+m*—cd—m-+=. Con igual facilidad se
saca el cnadrado de una cantidad que tenga
quatro , cinco 6 mas términos, dividiéndola
endos partes, de las que cdpwendri sea el Gl-
timo Ja 2.2 parte , y todos los demas 1.2 pro-
eediendo despues como se ha visto enel an-
tcedente egemplo.
118 Luego sise nos pidiese la raiz cua-
drada de @?—+2ab+b* cuadrado general , de-
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biendo ser su 1.f término 4?, cuadrado de
Na 1.2 parte de la raiz, sera esta 2, raiz cua-
da de 4*. Enel 2.° término 245 que se
Preswta quitado el 1.° 2*, debe encontrarse
la 2.2 paree multiplicada por el duplo de la
1.2: luegs si dicho 2.° término 24b se parte
por 24, duplo de la 1.2 parte 4, el cociente
b sera la 2.2 paree de la raiz, con tal que
haya ademas e 14 cantidad propuesta el cua-
drado b? de esta 2.2 parte, como con efecto
le hay : luego a+b es la raiz que se pide.

S1 se hubiesz pedido la raiz de la canti-
dad a*+22b-+-b* 24042 0b+:*; sacada la raiz
a+) de a*+2ab+b* que considerarémos co-
mo primer término del cuadrado, se dividi-
ra el 2.° 2ac+.2b¢ por el duplo 2425 de la
raiz hallada, y el cociente ¢ es la 2.3 parte;
puses se encuentra ademas el 3. término ¢
cuadrado de .

« 119 Luego en genzral, para extraer la
raiz cuadrada de qualquier cantidad polino-
mia ordenada: 1.° se saca la ratz cuadra-
da de su primer iérmino , se pone d parte y
se resia su cuadrado de la cantidad. 2.° se
divide el residuo por el duplo de la raiz ha-
llada, que ¢s la 1.3 parte | y el cociente serd
la 2.2y se concluye restando de la cantidad el
producto del divisor per el cociente y el cua-
drado dedicho cociente. 3.° si sobra algo se
volverd d partir por el duplo de las dos par-

)
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tes halladas , que se toman por 1.8, restando
dd dividendo el producto del cocicnte que re-
site por el divisor, junto con ¢l cuadrado de
dicho cociente = y asi se contintia si vuelve d&
sobrar.

Veanse practicadas estas reglas en el si-
guente egemplo en donde para sacar la raiz -

223 4b*x?—2a  2*+24*br+at |x*—br—a® Raiz
-i" . 3 2z2* 1." Diwvis.
b bt —aa’ s +2abavat  —bx Cociente
+ebd—p2 x®
C..—za’zf+2h’bx+a‘ |22°—2bx 2.° Di.
+2a2°x*—2a%bz—a* © —a* Cociente.

o
audrada de la cantidad A, se saca de su

primer término z*, y 2*==2" que resulta,
©rd su 1.* parte, que se pooe a un lado y
w cuadrado z* se resta de la cantidad. El
rsiduo B se parte por 22° duplo de la 1.2
parte hallada, y —bx que sale de cociente, es
l12.2 parte de la raiz. Multipliquese este co-
dente por el divisor, y el producto —2ba3
junto con el cuadrado b*x* de dicho cociente
wstese de la cantidad., ,

De la resta resulta el residuo C que se
divide por 2x°—2bz, duplo de 3°—ba que se
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- toma ahora por 1.2 parte: despues se multi-
plica el cociente —a* por el divisor, y se res-
ta el producto 24°x*—24°bx, afadido del
cuadrado 4+ del mismo cociente, de la canti-
dad C; y pues que nada sobra, concluyo que
x*—bz—a® es la raiz cuadrada de la canti-
dad A. Si: quiero certificarme de que es asi,
“subo esta raiz al cuadrado y me resultara di-
cha cantidad A.
. 120 Por estas mismas reglas se extrae la
- raiz en los nlimeros; pero se necesita tener
* bien -sabidos los siguientes cuadrados de los
niimeros primeros.

© Raices... {12 1314 [ 516 17-18 |9 |10 | 1t |72 |&c |
Cuad. 305 11.14.19.16.|25.36. |49-| 64 81. | 1c0. | 121. |144. | &c.|

En ellos se ve 1.° que ningun niimero cuya
filtima cifra sea 2, 3,7, 8 podra ser cuadra-
do perfecto: lo 2.° que el cuadrado de los-
niimeros de una cifra 6 que anteceden a 10,
no puede llegar 2 100, es decir, fo- puede:
pasar de dos cifras : los cuadrados de los nli-’
meros de dos cifras, que son los que antece-
den & 100, no pueden llegar 4 su cuadrado
10000, 6 no pueden tener mas que quatro
difras..... En general, ningun cuadrado pue--
de tener mas cifras que el duplo de las que
conste su raiz, aunque podra tener menos
como se ve en 4, 169, 10401, cuadrados de
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2,13, 101. De consiguiente si comenzan-
do per la derecha se divide un cuadrado de
dos en dos cifras, el nimero de divisiones
serd el de las cifras que ha de tener la raiz:
la 1.2 division tiene una cifra quando es im+
par el niimero de las que hay en el cuadrado.
121 Todo constara de los egemplos : en
los que se baja una division cada vez que se
ha de partir , no contandoen la particion con
la iltima de las dos cifras, que se reserva pa-
n restar de ella el cuadrado de la 2.* parte
dela raiz : advirtiendo ademas que quando
¢l divisor no cabe en el dividendo, se pone
croen la raiz y se bajan las dos cifras que
se siguen. _
_ Para sacar la Egemplo I.
::l,lz couadrada del 33,64 I $8 Raiz
im.° 3364 que !
dividiré dedosen 25 -

dos notas, comen- T __ - - .
ando por la de- - 864 , 10 Divisor
recha, saco dela 8o 8 Cociente
.2division 33 la =~ =———

aiz cuadrada que 64

§ §, contentin- 4 64 |

twme con la pro- """'o"':‘ -

tima menor por-
e no la tiene exicta; pdngola & parte, y
rstando su cuadrado 2§'de 33, me quedan
8de residuo. A 8 se junta la division inme-

.
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diata 64, se toma de 864 que componen, el
86 por dividendo, y debiendo ser 10, du-
plo de la 1.2 parte hallada el divisor, saldra
de cociente 8. Multiplico por él el divisor , y
resto el producto 8o del dividende, y res-
tando por dltimo de 64 que quedan, el cua-
drado 64 del cociente 8, me resultara cero,
y sera 58 la raiz cuadrada de 3364. En prue-
ba de lo qual §8 subido al cuadrado produce
58x<58=—3364. .

.+ 122 Hemos restado 33,64 |58 58
‘primero el producto 8o del ., 5 ,
divisor por el cociente, y. ,

despues, su cuadrado 64, - . g6 4 l mg
porque no se confundiese 86 g
su valor juntandolos, que %
por el diverso lugar que : .
deben ocupar, né compo- -
ne la suma S8o-+64=—=144 sino 864. Por tan-
to_para abreviar—la operacion, convendri
siempre ]untar el icociente al_divisor: y saca:
de: una vez los dos produgtos s pues muit:
plicando 8 por 8 saldra- su cuadrado 'y 8 par
10 dara el producto del cociente por el di-
visor.

Enel 2.° egemplo, sacada de 8 la raiz,
restado su cuadrado 4de 8, y ba;ada la di-
vision 45, se partira 44 entre 4 duplo de 2;
;¢ juntara-al divisor el g que sale de cocien-
e, y multiplicando por él 44 qu- componen,

o
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Egemp{o II.

8,43,64,64 ' | 2908 .Raiz
44,8 '»49 1.7 Divisor
441 . 9
- 0046,46,4 1 4808 2° Divisor
46464 - 8 .
 0ao0od

se restard el producto 441 de 445. Puesto
el g en la raiz, se junta la segunda division
64 al residuo 4, y como en el dividendo.46
no cabe el divisor §8, duplo de 29 raiz ha-
llada, se pondra cero en la raiz, y se bajara
la filtima division 64. Dividase 4646 eritre
¢80, duplo de 290 que se roma por 1.2 par-
te; jantese el cociente 8 al divisor §80, y
multiplicando §868 por 8, y restando su
producto de 46464, se tendra cero de resi-
duo, y sera 2908 raiz cuadrada de 8456464.
En efecto , 2908x2908=—_8456404. i
123 Si concluida la operacion con los
dos @iltimos guarismos , resulta algun resi-
duo, es prueba de que el nimero propuestc
es cuadrado imperfecto, y de consiguiente
tiene raiz exacta. Para sacarla tau proxine
#eomo se quiera, se afiaden dos ceros a i

F ~
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resta y.a las demas que vayan resultande,
y seran decimales. las cifras que salgan de la
operacion, que es la misma en cada dos ce-
ros que en cada dos de los nameros ante-
riores. S

Egemplo IIT.

20.41,99,84 . |5424,019
25 C '
441 | 104 1.f Divisor
416 4
2164 2 '
43584 | 10844 3.
43376 4
2080,00,0 | 1084801 4.°y 5.%
1084801 I
9951990,0 ,10848029 6.
9763226 1 . 9

1887639 &cr

_ Despues de baber encontrado en el 3.t
egemplo-5424 raiz préxima del nlimero pro-
puesto , -anadiré dos ceros 4 268 que saobrap,

y duplicando 4 5424 tendré 10848 por 4.°
divisor: el dividendc correspondiente es 2080/
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¢l cociente cero que debe ser la’ primera de -
las notas decimales. Afiado & 20800 otros dos
ceros , y tendré que dividir 208000 entre
108430 pongo en la raiz ¢l cociente 1, 2.2
nota decimal ; jéntolo al divisor , y hecha la
multiplicacion y resta , afiadiré ‘al residuo
995199 otros dos ceros : divido despues
$951990 por el duplo dela raiz hallada, y
poniendo en el 3.7 lugar de decimales el co-
ciente g , continuaré si es mehester, la ope-
racion que es infinita. '

124 Quando el numeradar y denomina-
dor de un quebrado son cuadrados pertectos,
se saca de dichos términos la raiz, y se tie-
ne la del quebrado. Sacando la raiz cuadrada
4de 16, yla de 49 que es 7, se te:]drzi la
de > que esF: lade Zes$:lade %;- es-‘;’:

* 2 254%6° abs
la de-;—ﬁesm: y la de 7 A ;‘dﬂ .

12§ En los niimeros, si solo el deno-
minador es' cuadrado perfecto, como sucede
en, se saca en decimales la raiz proxima
1,732 del numerador 3 por las reglas pre-
cedentes, y dividiéndola por 3 raiz exdcta del -
denominador , se tendra 2Z%2=o0,577 , raiz
préxima del quebrado. Para hacer que el de-
nominador, sea cuadrado perfecto sino lo es,

multiplican los dos términos del guebrado
‘r dicho denominador. Si se pide la raiz
Fa
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P & 2
préxima de £, le reduciré antes & ’—’5—6- o

sacaré Jespues la raiz proxima de 30 que of
5:477, la dividiré por 6, raiz exacta de 36 :
¥ tendré 0,913 raiz préxima de 3. '
126 Si se pidiese la rznz cuadrada de un
entero y un quebmdo §= por egemplo, se
convemra en2l, y se sacara despues dicha
raiz .como acabamos de decir. Pero sera me-
1or reduc1r §= 4 la cantidad decimal 5 ,250000,
4 Ia que se han afiadido quatro ceros_para
sacar por las reglas dadas su raiz pr6xuna
2,291 con tres cifras decnn.lles
¥27 . Vengamos ya d la potencia clibicay
cuya formacion se ha de facilitar por medio
del cubo de a+b; a’+;a’b+3ab b3y que
se compone del cubo 4% de 11 1.% parte a4,
dé 34*b triplo del cuadrado de la 1.% parte -
" multiplicado por la 2.4, de 34b* triplo de la
parte multjpligado por el cuadrado de la-
3y de b3 cubo de la 2.¥ Con efecto , si
dado el binomio 3bcant para elevarle al cu-
‘bo, considero 2 3b¢ como 1.7 parte, y a
nt como 2.%; debera ser el ,runex término
a7b3c3 cubo de 3bc; el 2.° 27h*xnt—=
27b%c*nt , triplo del cuadrado de 3b¢ que es
2717’ , multiplicado por la 2.9 parte ns:el |
3. ghm t* , triplo de la 1.# gb¢ mq}npllca- ‘
do por n*s? cuadrado de la2.2: yel 4203
cubode la 2.2: yla poterma ciibica de 35.
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8t serd 27b5E3+-27b% > nt--qben®t*+n'e3.
Para sacar el cubo del trinomio cd+m—
i) ¢ toma & cd+m por I1.* parte, y 4 —2
por 2.2 y procediendo como en el egemplo
anterior se tendrd (cd+m—3)3=(cd-+m)*+
(A’ 2cdm+m® Yx—2 - 3x(cd+m ) =%
+—3%)?, que viene a ser, efecruando las ope-
uciones indicadas, ¢3d%+ 3c*d*m+ 3cdm*<

22 2 .
5 3¢ d _3¢'dm.—i:”—+i‘_¢£+}_'2——£

mi—
2 87

Quando 1a cantidad tiene mas términos, se
toma siempre el Giltimo por 2.% parte y los
demas por 1.*, y se procede del misme
- modo.
128 Luego si se pidiese la raiz clibica
del cubo general a%+3a*b+3ab>+b? , saca-
ria de su primer térmigo 4% cubo de la 1.2
parte , la raiz cibica 4, y esta serfa la 1.2
parte de 14 raiz pedida. La 2.2 que es &, de-
bo encontrarla en el 2.° término 34’ , divi-
diéndole por 3a* triplo del cuadrado de la
1.2 g encontrada. Y como ademas de estos.
dos términos se encuentran 3ab® triplo de la
1.2 por el cuadrado de la 2.2, y b? cubo de
esta 2.2, que son todos los que debe tener
un cubo completo; concluyo que el dado lo
es, y su raiz cabica a+b.
Si se hubiese dado el cubo 23+ 3a*b+.
b*+b3+3 (a*+2ab+b*)xc+3 (a-+b)xi®~+
- W para extraer su raiz ; sacada como acaba-

L Y
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mos de decir la de a3+3a*b+3ab*+b3 que
‘s a+b , tomaré este binomio por I.* parte,
y dividiendo por 3 (4°+2ab+b*) triplo de
su cuadrado, los términos siguientes tendré
¢ de cociente y 2.2 parte de la raiz ; pues se
encuentran despues de los términos divididos,
3(a+b)c? triplo de la 1.2 multiplicado por
la 2.2y % cubo de la 2.2
129 Por consiguiente, para extraer la raiz
ciibica de qualquier cantidad. polinomia or-
denada: 1.° se saca la raiz cibica de su
1.7 término que serd la 1.* parte, se escribe
d parte y se resta su cubo de dicho 1.7 tér-
mino.
 2.° 8¢ divide el residuo por el triplo del
cuadrado de la 1.* parse hallada , y el co-
ciente serd la segunda.
3.° Se multiplica el cociente por el divi-
sor y ¢l producto sumado con el triplo de la
1.% parte multiplicado por el cuadrado de la
2.%, y con el cubo de esta 2.% se restan de la
cantidad. o .
- 4.° 8i sobra algo se vuelve d partir por
el triplo del cuadrado de lo que haya en la
raiz, que es ahora 1.2 parte, y el cociente es
la nucva 2. parte ; réstense de la cantidad
dos tres productos que digimos en la regla 5.4
9y continuese del mismo modo si aun votviese &

whrar, y se tendrd la raiz que s¢ busca. ’

B TEEN)

-
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Egemplo.

Raiz

p:+6.45d+1 18*d*+444%d%+63a*d*+§4ad5+27d" Ia’+zad+3d’
u S

w85 dr2 m‘d’+44a3\45+634.’d‘+54ad5+27d‘|3a‘ Diis.
ba’d-12a*d*—8a3d? 2ad Cociente

e ®

|3a*+12a%ds124%4"

D......9a*d*+36a3d3+63a*d*+§4ad +27d°
-ga*d*-36a3d%-63a°d*-54ads-27d%  3d* Cociente

’

(2]

Para sacar la raiz cfibica de la cantidad
A, sacaré la de su 1.7 término 4 que es 2,
pongola 4 parte, y resto su cubo de la can-
tidad. Divido el residuo B por 34*, triplo
del cuadrado de la'1.2 parte hallada 4, y
tendré de cociente 244.: multiplicole por el
divisor , y afiadiendo al producto 6}: , el
triplo de la 1.2'2* multiplicado por el cua-
drado de la 2.3, que es 3xa*x4a*d*=124*d",
y 843d3 cubo de la 2.2 24d, lo restaré de
B, y tendré de residuo D: este se ha de
dividir por 3a*-+12a%d+124°d* triplo de
a‘+4a3d+ 4a*d® cuadrado de a*+24d que
se toma por I.2 parte: el cociente es 3d°%;
con que tendré que restar por Gltimo, de D
los tres productos 9a*d*~+3643d3-+38%*4* del
divisor por el cociente , . 274°d*+54ad’ tri-

———
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plo de la 1.* 2*+2ad multiplicado .por gd"
cuadrado de la 2.2 34% y 27d6 cubo de la 2.%;
Y comq nadd sobra , serd a +2ad+3d’ raiz
clibica de la cantidad A. Para cuya prueba
subiré dicha raiz al cubo y me saldra A

N 130 Para la extraccion de esta raiz en
los numeros , observense los cubos de los
n{uneros pnmeros qUe SOM. . i evvevunnn.

Rﬂzzmg el s |(.,7.|8.t9.||o it | 12 Xe.
Cubosi. 8., 2704 {125, 1216 1243 §:2:1749. 1000, I!33l l'723 I&C-

'y se vera que los cubos de los nameros de
una cifra , que son los que anteceden 4 10,
no pueden llegar 4 su cubo 1000, es decir,
que no pueden llegar 4 quatro cxfras : asi-
mismo los cubos de los de dos cifras, 6 de
Tos que anteceden 4 100, no pueden llegar
é su cubo 1000000, esto es, no pueden
ﬂegar a siete cifras; y en general, que nin-
gun namero puede tener en su cubo mas que
sl triplo del hiimero de cifras de que conste
su raiz ; y por.consiguiente, si comenzando
por la derecha de un cubo, se le divide de
tres en tres cifras, el namero de divisiones
serd el de las cifras que debe haber en su
_raiz: bien que la primer division de la iz-
quierda podra tener una 6 dos; porque no
todos los nlimeros tienen por cubo el triplo
de las cifras de que constan, como se ve en
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Scubo de 2, y en27y 64 cubosde 3y 4.
131 Enlo demas, las reglas de la extrac-
don de la rajz chbica son unas mismas para
los nitmeros y para las letras, en observando
lo1.° que para cada division se baja una cla-
s¢ de tres niimeros, de los que se reservan.
dos para restar de ellos los dos productos que
se anaden al del divisor por el cqciente : ad-
' wrtiendo que este se escribe bajo del divi-
dendo, ¢l 2.° termina en la 2.2 cifra de la di-
vision, y el 3.° en la tercera 2.° que en la di-
vision no se cuenta con las dos {iltimas cifras.
3.* que quando el divisor no cabe en el di-
videndo se pone cero en la raiz y se baja otra

dase,

Egegph L
32,768 132' Raiz
27 - ‘
: " 747,68 }27 Di.
ducto del divisor por el cociente  §4 2 Coc.
Podela 1.2 p.% por elcuad % delas.® 36
wdelg 2.4 o 7 8
) 5768
' - "o

Dividase el nfimero 32768 como se ve,
pra extraer de ¢l la raiz chibica : se saca la de
‘3¢ que por no tenerla exicta se toma su pro-
xima menor 3, y restado su cubo 27 de 32,
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quedan § que con 768 que se le juntan, sen
§768. De aqui se toma por dividendo 4 §7,
y como el divisor debe ser 27, triplo de ¢
cuadrado de la 1.2 parte, sera 2 el cociente,
y 2.2 parte de la raiz. Sumo ahora los pro-
ductos 2x27=—44 del divisor por el cocien-
te, 3x3x4 triplo de la 1.2 3 por el cuadrade
de la 2.4 2; y 8 cubo de la 2.2 dispuestos
como se dijo 8'131) y se ve en el egemplo,
y restando su suma de 5768 , tendré cero,

y de consiguiente sera 32 la raiz ciibica de
-32768.

Egemplo II.

68,067,239,787 }£_8_3_R_ft_z
64 '
—3:672,39 | 4800 1.°y 2.° Divisor
38400 8 Cociente
- 7680
512
1 1499277,87 | 499392 4.° Diviser
- 1498176 3 Cociente :
11016 ’

27
149927787

o

T
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- En el 2.° egemplo sacada la raiz clibica
4 de 68, y restado su cubo 64 de 68, se
juntan al residuo 4 los tres nameros 067 : y
porque en el dividendo 40 no cabe el divi-
sor 48, triplo del cuadrado de la 1.2 parte 4,
se pone cero en la raiz, y bajada la division
siguiente 239, se parte 40672 por 4800,
triplo del cuadrado de 40. Sacado el cocien-
te 8, se resta:de 4067239 , 3917312 suma .
de los tres productos 38400 del divisor por
el cociente, 7680 triplo de la 1.2 por el cua-
drado de la 2.2 y §12 cubo de la 2.2 Afia-
diendo al residuo 149927 la Gltima division
787 y partiendo 1499277 por 499392 tri-
plo del cuadrado de 408, se tendra el {lti-
mo cociente 3, y cero de residuo, restande
“la suma de los tres productos acostumbrados
que muestra el egemplo. Luego la raiz que
se busca es 4083 : como se puede compro-
bar subiéndola al cubo.

132 En los cubos imperfectos en los qua-
les sobra algo, despues de haber’ bajado la
altima clase, ya que-no se pueda lograr exic-
ta la raiz, se aproxima en decimales afadien-
do 4 cada residuo tres ceros y continuando
la extraccion por las mismas reglas.

L
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Egemplo II1.
21,790 {27,903 Raiz
137,99- ] 12 1.f Divisos
84 "7 Cociente
294 -
- 343
11683 ‘
_2ro70,00 | 2187 2.* Diviser
19683 9 Cocignte
- 6561 |
. 729
2034639 - o
723610,00 | 233523 3. Dis,
~ 7oosbg . 3 Cociente
7533 g
- 27
yoI1322457
- 2228743 &c.

’

-+ Asi se egecuta en el 3.* egemplo en el
que despues de habur encontrado la raiz 27,

N -

afiadiré tres ceros 4 la resta 2107, y divi>
diendo 21070 por 2187 triplo del cnadrado
de 27, tendré g por cociente y I.% cifra de
decimales : resto de 2107000 los tres pro-
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ductos 19683, 6561, =29 del divisor por el
cociente’, del triplo de la 1.% por el cuadra-
do de la 2.2, y del cubo de la 2.2 y afiadien-
do al residuo 72361 otros tres eeros, vol- .
veré a partir 723610 por el 3.* divisor. El
cociente 3 es la 2.% cifra de decimales, con la
que se practica.lo que con las demas, y se
continGia si se quiere la eperacion. _

133 La raiz clibica se saca de los que-
brados cuyos dos términos son cubos per-
fectos , extrayéndola dg los dos. La de % es
tporser 2 lade 8y 3lade 27 : la de 2

xsg ’
es$; lade 3¢ b es —’l‘-:—' Quando en los nG-
meros solo el denommador tiene raiz exacta
s¢ saca la préxima del numerador (1 32), y
divitiéndola por la exacta del denommndor ‘
resulta la del quebrado. En = por egemplo,
.se saca la raiz clibica proxxma del ,numerador'
Jque es 1,443, y dividiéndola por 3 raiz

exicta de 27 , serd la pr6xima de &, ’;‘3 ="

,481 Para hacer al demmmador cubo per-
fecto quando no lo es , .s¢, multiplican los dos
térmjnos del qg:b.radn por ¢l cuadrado del .
denominador : 5.por egemplo, se reduce &

,:: 3 9 c‘uyo denommador 27 ‘et cubo per- -
fecro. -

134 Sise pidiese la raiz cibica de un en-
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tero.y quebrado, 65 por egemplo , se redu-
cri a i, y sacando la raiz proxima de g1,
y la exédcta de 8,serd lade 6 2 3'1'—‘_ 5857,
Pero es mas facil reducir 624 Ia canndad de-
cimal 6 ,375000000, y sacar por las reglas da- -
das dicha raiz préxima 1,847 : cuidando de
que la cantidad tenga siempre un nimero” -
de cifras decimales triplo de las que s qwe-
ran en su raiz.

‘138~ Muchas veces nos contentamos con

- indicar las raices imperfectas sean cuadradas,
3

a4 .
sean ciibicas, con el signo V. 1/ DV re

(2
presentdn Ia raiz. cuadrada de §, y la ciibica’
de’ ———-. en la cuadrada se suele omitir ¢l 2.

136 “Del mismo modo que en el cubo y
el cuadrado se facilita la formacion de la po-
tencia 4.2'con la de a+b que-es a*+ga’bs
6a“b’+4ab3+b‘ Y que se compone de Ia
4.3 potencia” de la 1.8 parte @, del quadru-
plo del cubo de la1.2 mulnphcado por la -
2.2 b, del sestuplo del cuadrado de la 1.2

‘ multnphcado por el cuadrado de la 2.4, del-
quadruplo de la 1.2 muluPlxcado por el cu-
bo dela 2.2y de la 4.2 potencra de la 2.%; di- -
vidiendo en dos partes la cantidad que se dé -
piie clevaria @ su 4.% potencia y poniendo
séxcesxvamente los términos que acabamos de

ecir
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137 'Igualmente sacarémos de dicha po-
tencia general el modo de extraer la raiz 4.%;
pues sus términos manifiestan que Ja 1.2 par,
te de la raiz debe ser la raiz 4.# del 1.° a%;
como tambien que la 2.2 parte b, que se en-
cuentra en el 2.° término 44%b multiplicada
por el quadrupla del cubo de la 1.2 par-
te hallada 4, se debera buscar dividiendo
por dicha cantidad 442 el residuo que que-
de de restar la 4. potencia de la 1.2 parte
hallada. Y que deberin encontrarse en la
cantidad para ser potencia 4.2 de a+4, 6a%b*
sestuplo del cuadrado de la 1.2 multiplicado
por-el cuadrado de la 2.2, 4463 quadrupla
de la 1.2 multiplicado por el cubo de la 2.2
y b* 4.2 potencia de la 2.2 b. Ultimamente,
se, prevendria en los nameros dividirles de
quatro en quatro notas, usar de una de es-
tas divisiones en cada operacion no contande
con las tres Gltimas cifras para dividendo,
pouer cero quando este no contuviese al di-
visor, y todo lo demas que dejamos adverti-
do en la extraccion de la raiz cuadrada y
cabica. : o S
138 Si se observan los términos de las
potencias anteriores, se verd que el eésponen-
te de 2 en el 1.7 término es el que indica el
grado de la poteéncia, y en los demas va dis-
minuyendo de 1. El esponente de b es siem-
Ire I en ¢l 2.° térmipe, y en los siguientes

' {
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va creciéndo de una unidad hasta llegar e
el Gltimo al grado de 1a potencia ; de suerte
que los términos de la potencna 6.4 no contan-
do con los coeficientes son 4 -r-aﬁm-a"b’
a3b3+a’b‘+ab5+b6

En quanto 4 los coeﬁaentes, eldel 1.° es
siempre I, el del 2 esel1* esponente de @
dividido por el 1.° de b: el del 3.° el pro-
ducto de-los dos primeros esponentes de 2 di-
vidido por el producto d¢ los dos primeros es~
ponentes de b : el del 4.° el producto de log
tres primeros esponentes de 4 dividido por el
producto de los tres primeros de b; y asi de
los demas. Los de dicha potencia sesta por eg.
seran 1, 6 ¢ ‘ OX5X4 . OX5Xxx3 6><;><4><3><2 .

1’ 1X3 * IXaxs' 1Xaxaxe T 1xaxaxexs

BXexeXaxaR

1X3XFRAX B

tras y coeficientes serd a®+6a’b+1ga*b*+
20a3b3+15a°b*+6abs-+b°.

139 Finalmente, si se nos pidiese una
potencm genieral ; v. gr. la potencia m de a+b,
serian sus términos sin coeficientes a™-+a™ —'b

+a™2 b* +a™3 b3 4~ gm-4b* &c. hasta el

=I:y toda la potencia con le-

infinito, y los coeficientes solos '-:-; -"—;,3-5
Mm—x)(m—a,mxm—:m—txm 3 &C. y toda la

1Xax3 !sz;xg ] -
potencia m de a+b ¢ (4+17)’"=a’)‘+ — |
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-2 x mY =1 mez }5_, MXm-IXm-2 3
b ———a b*+ axs— T 3h34e

. a”m - am
&c. Y como a’”"_—.-_-‘— , AP i——— . &c.
' 4
mamb

-+
IX4 -
mxm—1 a™b®  myem—1xm-2amb*
—+ ——+&¢.
1XXa IX2XIXE

" 140  Por esta formula que invent6 el in-
mortal Newton, es muy facil elevar una can-
tidad 4 qualquiera potencia dividiéndola en
dos partes que se igualan 4 2 y b, suponien-
do m la potencia que se pide, y poniendo en
lugar de los términos de la férmula los valo-
1¢s que les corresponden. ¢

“141 Pero su principal utilidad esta en
la facilidad con que se sacan por ella las rai-
ces préximas de las potencias imperfectas de
que pondrémos algun otro egemplo en ense-
fiando 4 manejar las cantidades radicales, que
saelen intervenir en dichos calculos. |

Cdlculo de las cantidades Radicales.

142 Quando una cantidad se ha trans-
formado segun dejamos dicho (114) enotra
igual que no tiene el signo v, se puede su-
mar , restar, multiplicar, partir, subir 4 sus
potencias y -éxtraer de ella. qualquier raiz
por las mismas reglas que hemos dado pa-
1a Jas cantidades gébricés. .

s¢ podrd mudar -en esta 4"+
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~ .., 8 , z
Y asi Va y Va’ transformados en a’y

a , suman a* +43' se dxferencxan en 43

2 I

——f—
& su producto - R sumando sus
I

c'sponentes (85)  su cociente es 433 ==

a° restando- los esponentes (90): su cuadra-
4

Ix2 Zx2
do a* '—-a‘ a, y43 == a; y suraiz
= z 2
cibica 4™3=14° Y a¥%3 =4, La suma de
? r t r L N
i pool ) F m - . -*\
b” yb™ es b” +b™, su diferencia 5" —
7 ) t r tm—nr -
b® , su producto b* "=—b , su co-
tm—nr ’ h th

Bm

ciente » "™ :su potencm hyb* y L™, -y
' f . )

su raiz ¢, b y b,
2 s o . L2

Tambien 4°+5 * esla sumade 4° y

2 s z _s 7

b*: a—b *su dlferencm ab* =
. ﬁ B =

a3 2 3 X

su producto : y~—a b* su cociente : su
2t L

potmcu 24, bt ; ysu raiz ¢, a¥,
3 .
b qq L3
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143 Como los términos que forman el
esponente quebrado de ‘estas cantidades son
los esponentes del radical y de las cantida-
des ; s1empre que estos puedan dividirse por
un mismo namero, quedara mas seucnlla la
canudad radical. 3/b* por eg. que es b
b’ , equivale a Vb dividiendo 4 y 2 por 2:

Is
1/4‘5—4 °—~a°——1/45 dlvndlendo por 3.
Y por lo mismo la raiz 4.2 de 4® se -podra
sacar extrayendo dos veces la cuadrada; por
4

ser Va==va*=—a’: la raiz 6 * de b** sa-
cando la cubxca y despues la cuadrada; - pues

1l/b“ —Vb‘——b’ En general, la extraccion

de qualquier raiz se podrd dividir en'las ope-
raciones de raices inferiores que indiquen los
factores de sus esponentes. %a 8.2 por. eg.

sacando tres veces la cuadrada, 6 _primero
la 4.2y despues la cuadrada ; pot ser 8=
2X2X2T7=4%2.

144 Asimismo, sxempre que . de alguno
de los factores de la cantidad radical pueda
extraerse la raiz, se la- pondra antes del sig-
oy a manera de coeﬁcnente como tal
multlphcara toda la cantldad sin ﬁ,aber varia-
do su valor, y hac1éndola mas sencnIla Con

efecto, la cantidad 1/431: —l/z'xa3lr‘ , Sa-
G2
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cando del factor 236° la raiz chbica ab®, se
o 8 . s 6

reducird 4 ab*V'c; porque Vaibse—=a'h?

$=—ab* V.

Si en v/ (m3n+8m*x*+-16mn®) descom-
pongo la cantidad en los dos factores (m”-
8mn+16n*)xmn y saco la raiz cuadrada del
1.° que es m+4n, y la pongo por coefi-
ciente al radical, quedara reducido @ (m—+4%)
y'mn . (por coeficiente de un radical enten-
demos aqui toda cantidad que le multiplica).
2 V(z74’b‘x’-4sn_’b“t)

‘ 94*b* . ’
2V (3b2 '—-5t)T » equivale sacando de

2[)‘ . 3 . .,
22 la raiz 3—‘:— , y multiplicandola por el

que se descompone en

‘coeficiente 2, 4 3ab*vV(3ka*—st).

- 14§ De consiguiente quando se quiera
‘meter bajo del signo 3/ alguna cantidad que
le anteceda como coeficiente , se -debera su-
bir antes a la potencia que indique el radi-
‘cal, y multiplicar por eila despues las canti-
‘dades que haya bajo de dicho signo, 6 par-
Jtirlas si estaba dividiendo.

Para meter bajo del signo radical 34 en
3avbe, le subiré a su cuadrado 94*, y mul.
‘tiplicindole por be, tendié 3avhe=vga*h;,

SRR Lan. A YR PSR y 27—17n
‘_s,/.(dﬂ) & lo mismo que V(NTJ")'
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. e c—n 2 Ly e
multiplicando — por 27 : tltimamente, ..
d—+3 ¢

2 . , 44—8d
F—;V(d—‘ﬁd) equlvale a l/(m .
”
146 Luego un radical ap/ -f—podré mul-

tiplicarse 6 partirse por una cantidad qual-

”
. . b . .
quiera m asi, aml/—-— sin variar de valor;

m"b

pues a]”/— —-—]/—-—aml/—L : y nos po-

dremos valer de este medio para reducir
entero qualquier quebrado que esté antes

dentro de un radical : b1/7=b1/ ai’

' 2

II o

LA TA o

b1/40 x——_..bl/—- -g-;;ac”".
147 81 se transforman las cantidades ge-
nerales ya y 1”/b de diferentes esponentes

I I
en sus iguales a™ y b, 6 ena™ y b™
reduciendo los quebrados & un mismo deno-
minador ; se tendrd , volviéndolas al radical,

n mn
~ n

va", Vb que tienen ya un mismo espo-
nente mn. ,, Luego para reducir dos radicales
_ »a un mismo esponente , se han de multipli-

ncar los esponentes entre si, y subir despues

»la cantidad de cada radical al esponente que

»indique el otro.« T T T
T
l" s t e e - ) ‘.
‘ e e
. o
\ N - / )
R el e



Te2 ELEMENTOS

. 2 3 :
Para reducir /8 y 1/ 4 un mismo es-
ponente ; se multiplican 2 por 3, se sube el

8 al cubo, y €l § al cuadrado y resultan
2x3 6

x 4
V83, 2/35’, esto es, V512 y /2. 1/2:.6.

Sabe g J 4 4’“(64&)5 4xs(yb: +
y ]/; € re UC‘eII ]/ —;—- y | 4 Sa)(,
, 20 S)$ 20 pGh4 4 .
Y 12/ 7775: % '81,-¢ -—- Ultimamente

2 C—'d 3 4144 .
V(T) y 1/(-;—;1—) hechos de un mismo
/ 2X37 (md \3  3x37 3.4\ 2
esponente , son (——) y ,/(4 n)
6 (« $—3¢*d—+3d*—d%\ 6 ( 4+ 3d—+d )
4 . 63 ) y .z’—-'.a-r-{n“ )
Quando haya tres 6 mas radicales que
reducir, se multiplican entre si todos los es-
Ponentes, y se eleva la cantidad de cada ra-

dical 4 la potencia indicada por el producto

‘ 3 b
de los esponentes de los otros: vab, 1/—5-

[o]N

4 x% , 2Xi2 2x8 pe\8
Yvose reducen 4 3/ (ab)**, 1/(—)
. : ’
416(::’; 6 ‘24 12p13 24 j8.2 244726
—) quesonya — YV
v(5), quesonyar VYV
148 Esto supuesto, las cantidades radj-
cales se suman ,, escribiéndolas con sus pro-
»P1OS s1gnos ; y se restan mudando en sus
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ycontrarios los signos del subtrahendo, re-
,,ducxendo las que haya semejantes, es de-
,,c1r las de un mismo esponente , y de una
ymisma cantidad bajo del sxgno VAL

La suma de v(¢—d) y 1/__. y €s V{(c~d)
+1}—— y su diferencia V(c-d)—]/_s_’ la
suma de 5b1/(x+a) Y —4V be* es 14
V(z+a)—41/bc » ¥ su diferencia 5b1/(:r+a)
+415/bc la suma de gbe* ]3/8 y 617:’1}8 es
reducxendo, 11bc? ]/8 la de 2 1/4 y* 1/4 es
reduciendo tambien, 32 1/4 haciendo la mis-
ma reduccion se hallara que Ia diferencia de
:-1;(44-1:) y 3'[)—1;(4+11) es — -;4 14/ (a+b).

Ultimamente, la suma de 7cVa y v36ac*=

6:vVa (144), es 13¢Va: y la diferencia de
3(4‘-«—24‘17) y 1}(841)34-161:‘) que se re-
ducen a aV(a+2b) y 2b V(a+2b) es restan-

do sus coeficientes, (a—2b) V(a+2b)

149 ,,Para multiplicar los radicales se
»hacen de un mismo esponente si no lo son,
»y se multiplican las cantidades que estan
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»antes y ba]o del signo V. ’Vg se multnph-

: —1/‘ reduciéndolos a 2 1/ 27 Y3 1/_..__
vde un mismo esponente, y multlphcando
d spues fporiy 27 por _;- ; de que resul-
s v LI —=3v34*. El producto de..

4 (c—o—d) por 6av(c+d) es 30av (t+d)’—
30a(¢+d) : y generalmente, el de # 1/ — por

cm™t i 3cd® -

gvoes T 1/ 7}-;. El producto de —4-—

ca

cantidad racional , por la/(f—d) R S :
sty

180 ,, Tambien se parten haciéndolos de
»UN mismo esponente Y, dividiendo despues -
»las cantidades que estin antes y bajo del
ssigno V. De suerte que el cocxente de

2v'b partido por 741/2- 6de £ 1/1’4 y7 “V

es, dividiendo & $por 72,y b* por ':T’ fs:
T pade 4 be b2d
Y i —1/3 (e+d) partido

@ 284 ¢
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4. 3 2 8 3 r9c+9d
por—4—1/ t da yr 1/( -~ ) Un
radical 2¢v/(#—2) se divide por una cantidad
. ) e, . 20V (t—2)
racional 7b*—n escribiéndolas asi -—;5;—”-—-:

y si el denominador se quiere meter bajo del
radical se egecuta segun lo dejamos ensefa-
do(148): V(c*z*—¢%b*) partido por x—b
v (e*x*—cb*) __o/(2*—P*)

x—b -  a=b

r°—b? r-+B)(z-b 1-+b
I ),

151 ,,Los radicales se suben 4 las po-
ytencias, subiendo primero sus coeficientes y
ywdividiendo despues sus esponentes por los
»de las potencias quando dan cociente exac- |
»to; pues sino, es mejor subir a dichas po-
stencias las cantidades que estan bajo del

4

es

4 2
nsigno V.« El cuadrado de 124 es V2a=
V1a: el cubo de 2;(‘_.':}_)—81’/'(4_:}-); pe-

- ‘ -— z -

. 3 .
10 la potencia # de ¢}/ ab*, en lugar de escri-
3

N .
birlaasi, ¢»/ab* se representa mejor asi,

f’l}a" be»,
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152 ,,Para extraer las raices de dichas
» cantidades se multiplican sus esponentes por
sslos de las raices, despues de haberlas sacado
»de los coeﬁcientes que las tengan exictas,
»Y haber metido bajo del radxcal los que no.

La raiz cuadrada de gvibe es 31/ bt_._. 31/5:.

la clibica de 5-1/ (t—a) que se reduce 4
4't—a)

2 . .
por no tener — raiz cibica, e

Ly
ax34(r—a) 6 40t—a) 11 .
- H en genera a raiz
2n 4
n de 1/—- es V4.

153 El que quiera razon de las reglas
que acabamos de dar, transforme las canti-
dades radicales en sus 1gmles con esponentes
quebrados, y la encontrara al instante. Y ad-
viértase que observando dichas: reglas y el
método que se ha seguido con las cantida-
des polinomias serd facil calcular qualesquxe-
ra expresiones que consten de dos 6 mas tér-
minos radicales.

154 Volviendo yaa la férmula de New-

mX—1
v b*+ &c. Su-
pongamos su I.F término a”=4, sera el 2.°

mamp mAab :
mam—1p— — ; s1 este se llama
T4 P

ton a”-+magm—1! b—a—
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mYMm=.am262 MY M=TaMmp2
1X2 T 1X2a2

B, serael 3.°
(m-:)Bb
24

: llamando 4 este C, sera el 4.°

mXm= 1 Xm=2am =268 mxm=1Xm—2a4mb®
1X:X3 T aXeX3Xa®
m—sz
lx -X3Xa
quedara la férmula reducidad esta, mucho

mas sencilla, a"'-c-'—”—Jﬁ- (m-1)8b _ (m-2)cb

(m—;»Db (m-4)Eb
44
mino se forma del anterior multnphcado por

: y contimando de esta manera

24 34

&c. enla que cada tér-

b . m
=¥ por uno de los coeficientes m , S
2

—_— &c.

Consideremos ahora que extraer la ranz
cuadrada de una cantidad , es subirla a la
potencia =, extraer la raiz cubxca , subirla &
la potencm 15 y extraer la raiz # subirla 4 la

potencxa Z:de conqgulente si para sacar el

valor I/(b’+v ) 6de (b*~+c* )2 supongo b*=a,
*=by ;==m; y substituyo estos valores

enla formula, tendré a™=—(5" )= — b
mab @ 2 (m=1) Bé :

'y 25 24 2b
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L I A . _
=Y haciendo igual substitucion en
los demas términos , resultard vV(b*+c*) =

(b"+&")};—b+f— ¢ . A
7 b Sb* a6b° 12867

. 9
3’_6."_——. &c. Del mismo modo se hallara

7‘10

2 .2 s .2 1 ¢ ¢ )
'l/(b — ):—_“(b —C )2=b——‘;;—f§‘l;'; &ec.

Con igual facilidad se encontrard el valor
3 4 ‘

V(b*=c*), Vv(b*=*e?) &e. y se aplicara a la

‘extraccion de la raiz clibica, quarta &c. pré-

xima de qualquier cantidad, del modo que

vamos 4 aplicar el valor de y/(6%-+¢*) 4 sa-

“car la raiz cuadrada préxima de 6.

Dividase en dos partes 4 y 2, de las qua-

les la 1.2 ha de ser cuadrado perfecto, pon-
. -2 ot
gase en la expresion b-r---l;- —aF &c. 4
1
en lugar de b*, y 2 enlugar de ¢* y seten-
dra V/(b*+c*) =1/ (4+2 —yb—2-+;—
x b3 3 e s
T T &c. Is..os os primeros térmi-
nos 2 y  componen £ cuyo cuadrado %} ex-
cede 2 6 enZ: luego si se suponc 2f=/’

¢*==—2 se tendra substituyendo estos va-

lores en la formula, yv/(b*—c* )=V E-2)=
y6=:—2=%, valor muy préximo de /6

¥ que se puede aproximar aun mas.

4

-
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Cantidades imaginarias.

155 Digimos (113) que era imposible
8 imaginaria la raiz par de una cantidad ne-
gitiva v'—a*, V.—ab*.... porque toda raiz po-
sitiva & negativa produce positivas todas sus
petencias pares : axa=—a’, —ax—a=——a":
bxbxbx<b=—b* y —bx—<bx—bx—b=b*.
Estas que son verdaderas cantidades, pues
—a® nace de ax—a, —b* de b*x—b*; ocur-
ren con frecuencia en los calculos para ma- .
nifestar quéndo es imposible una cosa, y se
alculan por las mismas reglas que acabamos
de dar. Pero por quanto pueden ocurrir al-
gunas dudas quando se multiplican 6 parten,
afiadirémos aqui algunos egemplos. v—ax
V—a es V—ax—a_V( a)’*-Va’—L—a’
que es de quien aqui se formé 2*. Y-notese
que (—a) cuadrado de —a, s diferente de
—a’=—ax—a. V—be—:——Vbc por-
que V—b es lo mismo que Vhxv—1,
V—¢ lo mxsmo que VexvV—r: luego V—bx
V—c¢ sera VhxviexV—1IxV =1 6 Vbhex
V(—1)* que es —Vbc. Por la misma razon
V—b partido por V—¢ 6 ¥bxv—1 partl-

do. por Vexv—1, es V—'—xg._—:t/%-

Asi como la raiz cuadrada de 2 puede
ser Va 6 —Va'’ pues VaxvVa—va’=—a,
y —Vax—vVa=—=via*=—-a;"a$1 tambienvV—g
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—v'—a son raices cuadradas de —a; pues
V—axV—a=—V(—a)'——a, y —V—ax
—WV—a—=+V(—a)’—=—+—a=——a (78).
Como \/—ax—t/—a-——t/(—a)’-_:——-
a=—-+a, seri el producto de las cantidades .
imaginarias una cantidad real si se multipli-
can en namero par y tienen bajo del signo v
una misma ‘cantidad. Esto sucede tambien
quando se multlphcan dos binomios que ten-
gan ,una misma cantidad imaginaria con sig-
nos contrarios , como (a—vV'—b)x(a+v—b)
gue es 4a+m/—b—m/—b+b=:a “+b.

., Razones , Proporczones y Progresiones.

. 156 La comparacion de una canti: dad
(qualquiera 8 «con otra de la misma‘especie 12
para ver lo que la una excede ala otra, se
Jama razon arztmema ; la diferencia 12~——
8=4, esponente de la razon; el 8 que s¢ com:
para, antecedente ; y el 12 4 quien se compara
consecuente. La razon aritmetica de 15 a g,
que se escribe asi, 15.7, es 1§—7=8, y
ladebadéb.d, es b—d.6 d—b.

147 Como la dlferencm sumada con el
término menor debe componer el mayor , y
restada del ‘mayor ha de ‘dar el menor ;s
tendra en-la razon 8.12, S=—12—4, yen
15.7, 18=7~+8 ; luego en la razon general
ab,si el esponente es d, serd a==b+d, si 4

-
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¢t mayor que b,y a=——=b—d si es menor.
Serd pues a=—=b=+d , es decir, que ¢l antece-
dente de qualquier razon aritmética , es igual
al consecuente mas 6 menos la diferencia.

158 Las razones seran mayores, meno-
res 0 iguales segun que sean mayores, me-
nores O iguales sus esponentes: y como no
se muda la diferencia de dos cantidades por-
que se aiada 6 quite a ambas una misma
antidad 3 tampoco variara el valor de las ra-
zones aritméticas el que se afiada 6 quite al
antecedente y consecuente una misma canti-
dad. La razon de §.9 es la misma que la de
§+3.9+3 s §—3.9—3, porque todas tie-
nen el mismo esponense 4 : y en general a.b
tiene la misma razon que as=m.bs=m, cuyo
esponente es en ambos casos a—b.

159. Quando comparamos dos razones
aitméticas iguales 3.7 , §.9 diciendo de 3 a
7 hay la misma dlferencxa que de 5 a ? 63
ts aritméticamente 7 como 4§ & 9 , forma-
mos una proporcion aritmética, que se escri-
beasi, 3.7: §.9;5 a.b: ¢c.d quiere decir 4 es '.i
b aritméticamente como ¢ 4 d. El 1.° y 4.°
términos de la proporcion se llaman extremos,
yel 2.° y 3.° medios; Las proporcipnes en
lzs que los medios son iguales como 3.5:5.7,
a.d:d.c se llaman continuas , y se escriben asi,
+3.8.7 , +a.b.c ; el término repetido se llama
medio aritmétice proporeional.
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160 En toda proporcion aritmética la
suma de los términos cxiremos es siempre
igual d@ la de los medios: y aunque es facil
verificarlo en qualquiera proporcion como en
3.7:5.9,, donde 3-+9=7+§=12, lo demos-
trarémos generalmente en la proporcion ge-
neral a.b:c.d. Suponiendo que el esponente
de sus dos razones sea m, sera (157) a=b==m,
y ¢=d==m ; pongamos ahora en la propor-
cion en lugar de a y ¢ sus iguales b=em, d=m,
y se convertird en esta bx=m.b:d5m.d, en la
que la suma de los extremos y la de los me-
dios es b=m~+d. ‘

161 Luego 1.° en la proporcion conti-
nua serd la suma de los extremos igual al
duplo del término medio, esto es, en +3.5.7,
g-+7==2x%§ : y en +ab.c, a+c=ab:y el tér-
mino medio de una proporcion ariimésica con-
tinua serd la mitad de la suma de los extre-
3—+7

2

. a7 . .
mos , 6 §= y b:—;—. De consiguien-

te si dadas dos cantidades 6, 14 se me pidie-
se un medio aritmético para formar de las
tres una proporcion conrinua, sumaria 6 y
14, y 10 mitad de la suma 20, sera el me-
dio, y la proporcion +6.10.14. - o

162 2.°,,Si dados:tres términos de una
,,proporcion aritmética, se pide el -otro, si
,,es uno de los extremos, se restara de la
,,suma de los medios el otro extremo, y si

-



DE ALGEBRA. 113
»es uno-de los medios, restando el otro de
»la suma de los extremos saldra el término
»que se busca.“ Si dados 3.7:8.... se nos pi-
diese el 4.° restarémos de 7+8—1¢5¢l 3, y
Ia dxferencm I2 completara la proporcicn que
sera 3.7:8.12, el 2.° 7:se hublera sacado res-
tando de 3+12=14, el 3.° 8.

163 Una serie de razones aritméticas con-
tinuas + 3.§:§.7:7.9:9.11:11.13 &c., 6 abre-
viando +3.5.7.9.11.13. &c. forma una pro-
gresion aritmética , que es una serie de tér-
minos que restados cada uno del inmediato
dan una misma diferencia. Los que median
entre el 1.° y el Glimo se llaman medios
pro]orcunaln aritméticos. Quando se aflade
sucesivamente la diferencia 4 cada térming
para formar el siguiente, van aumentande,
y la progresion se llama c¢rescente , como +
3+2.5+2.7+2. &c. Si la diferencia se resta
de cada término para formar el siguiente
menguan y se llama decrescente , como en +
20.20—3.17—3:14—3 &c. Como con so-
lo invertir los términos se puede la decres-
cente hacer crescente , hablaremos de esta
solamente.

164 Tendremos pues, que llamando 4
el 1.7 término de una progresxon aritmética
y 4 la diferencia , sera el 2.° término a4,
el 3.° aw2d: 'y el4 a+3d.... yel gltimo
siendo # -¢l ‘aimero de ell_}os : a+(n—1)d:
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y sera +a, a+d, a+ad, a+3d, a+4d.... a+
(n—1)d, una progresion aritmética general.
En ella se' ve que cl 2.° término es el 1.°
la diferencia, el 3.° el 1.° y dos diferencias,
el 4.° el 1.° y tres diferencias, y qualquier
término serd el 1.° y tantas diferencias como
términos le anteceden. Luego de una progre-
sion cuyo I.f término es 3 y la diferencia 2,
se podra sacar el término 10.™° tomando el
primero 3 y nueve-diferencias, esto es, 3~
2xg=21. el término 20.m° sera 3-+19x2=4 1.
165 Si del Gltimo término de una pro-
resion quitamos el 1.° y el residuo que ton
ﬁs diferencias, lo dividimos por el niimero
de las que hay, es decir, por el niimero de
términos de la progresion menos uno , saldra
de cociente la diferencia de los términos, co-
mo se ve en a+(n—1)4 {ltimo término de
la progresion general ,*donde restando 4 y
dividiendo (#—1)d por n—1 resulta la di-
ferencia d.

166 Luego si dadas dos cantidades 2
32 se me pidiesen cinco medios aritméticos
para formar con ellas una progresion aritmé-
tica de siete términos : restaria del Gltimo tér-
mino 32 el primero 2, y dividiendo el resi-
duo 30 por 6, niimero de términos de la pro-
gresion menos uno , 6 niimero de medios que
se piden mas uno, me saldria la diferencia g,
que afiadida al 1.7 térmive 2 ,.3112.°.y 4 los
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demas, me dara los cinco medios 2+§, 7+,
12§, 17+5, 22§ ; que juntos 4 2 y 32
componen la progresion +2.7.12.17.22.27.
32. ,En general, para hallar un numero
»qualquiera de medios aritméticos cntre dos
pcantidades dadas, se resta la menor de la
pmayor , y se divide el residuo por el na-
»mero de medios mas uno : el cociente es la
ydiferencia de los términos, que anadida al

»1.° da el 2.° afadida a este da el 3.° y asi
»de los demas.« Para interpolar entre 3y 7
seis medios aritméticos, divido la diferencia
4 entre 3y 7, por 7, niimero de medios
mas uno, y afadiendo el cociente 2 7 que es la
dlferem:la de la progresion,d3,y 511ce51vamen-
te alos demas tendre los seis medios 3 2, 43,
4,, 5", 5 ,, 2, y la progresion +3.3%.45.
4-5 57

167 81 tomamos una progresion aritmé-
tica de qlnlquler numero de términos v. gr-
desiete, el 1.° y el 7.° componen dos pri-
meros y seis diferencias, y lo mismo suce-
deala. y 6.°, al 3.°y §.° y al duplo del
4.° como se ve en la progresion general +a.
a+d.a+-2d:a+3d.a+4d.a+§d.a+06d , donde
tada dos términos de los dichos suman 2a+6d
»Luego en toda progresion aritmética la su-
»ma de los términos extremos es igual 4 la
»de cada dos términos igualmente “distantes
»de los- extremos, ¢ al dtﬁ)lo del término

2
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» medio si.el nimero de términos es impar.*
Con efecto, en la progresion +3.5.7.9.11.
13.14.17.... cada dos de dxchos términos su-

- man 20.

168 De aqui se infiere que todos los tér-
minos de esta progresion sumarin quatro ve-
ces 20 que son 8o : y generalmente que /a
suma de todos los. términos de una progre-
ston aritmética serd la suma de los extremos
multtpltmda por la mitad del niimero de tér-
minos. Para sumar los g9 términos de la pro-
gresion +1.2.3.4.5.... hasta g9 de los niime:
ros naturales, sutmre 1y99, Yy multxph-
cando 100 por %, mitad del nimero de tér-
minos, tendré °°°°——4950 » suma que se¢
busca.

El nGmero de campanadas que da el re-
lox en 12 horas, 6 la suma de la progresion
+1.2.3....12. es I+12x>>=—=7%8. El nGmero
de pasos que daria el que cogiese cien naran-
jas colocadas la 1.3 4 un pase de un cesto
{as otras un paso cada una de las demas, ha-
biéndolas de hechar una 4 una en el cesto;
esto es, la suma de la progresion +2.4 hasta
200, seria (200+2)x*32=10100 pasos.

169 Hablemos ya de la razon geométrica
.en la ‘que se compara una cantidad qualquie-
ra 3 que es el antecedente , con un consecuen-
e 12 para ver las veces que la una cabe en
Ja otra: el cociente 2==4, ¢s ¢l esponents
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de la razon de 374 12 que se’ éscribe asi,
3:12.4:b representa la razon geométrica de 4

4b, cuyo esponente es — b En qualquiera de,

ellas el esponente 6 el cocxente multiplicado
por el antecedente ‘que es el divisor , debe
producir el consecuente que s el dividendo;
en la razon 3:12; 3x4==12; ¥ st supone-

b
mos que el esponente ;_-_ de la razon a:b es g,

serd 2g=—=b, y a:b serd lo mismo que 4:44.
170" ' Las razones se valfian por 'sus espo-
nentes , de suerte que siendo estos ignales lo
serdn las razones : ¥ no’variando de valor us
cociente porque ¢ multipliquen 6 partan el
dividendo y . dmsor por una misma cantidad,
tampoco variard el valor de una'razon geomé-
trica el que se multiplique 6 parta su ante-
cedente y consecuente: por una'misma canti-
dad. Y asi sera una inisma la razon de 6:18
que-la de 6x2:18x2 'y que la de 3%, que
tienen todas por esponente 4 3. Genelalmen-

‘.
te a: b, axm.bxm , —:— son tres razones igua-
m m

les que tienen un mismo esponente e

171 La razon se llama dupla quando el
antecedente cabe dos veces en'el consecuen-
te, como la de 2:4.34:6a: tripla, quando
cabe tres veces, como la de 4.3a: cuddruplay
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quando’ cabe»quatro veces: y entonces: las
razones de 4:2, 6a: :3a se llaman swbduplas,
la de 34:a :ubtrtpla 4 la de 2:3 llaman sex-
quidiltera. Razon irracional es aquella cayo
valor no pnede ser expresado en niimeros
enteros 6 queb ados, como la de v2:v'3: qual-
quier otra es racional, aun muchas que con-
tienen inconmensurables, como la de 2v6:3v'6

V6
Vs

172 El producto de dos 6 mas razones
multiplicando entre si los antecedentes y con-
secuentes , se llama razon compuesta: 2xg:
3x7, 6 10:21 es compuesta de las dos 2:3,
§:7. amt:bcd se compone de las tres a:b, m:c,
t:d. Si las razones camponentes son.iguales y
son dos, la compuesta que resulta, se llama’
duplicada como. 49, producto de las dos
iguales 2:3, 2:3; 3i¥2 que se compone de
las dos iguales 1:27, 3:6. La compuesta de
tres razones iguales se llama triplicada co-
mo 48:162, compuesta de las " tres 1guales
3:3, 4:6, 6:9 &c. Al contrario, las razones
componentes estin en razon :ubdu licada,
subtriplicada.... de sus productos omo la
razon de los cuadrados a’:b* se compone de
las dos a:b a:b de sus raices, la de los cubos
@%:b% de las tres a:b, a:b, a:b; cstaran los
cuadrados en razon duplicada, los cubos tri-

S

cuyo esponente eS
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plicada.... de sus raices; y estas en razon sub-
duplicada, subtriplicada de sus cuadrados y
cubos.

173 La comparacion de dos razones igua-
les geométricas 2:3, 6:9 v. gr. forma una
proporcion geométrica , que se escribe asi,
2:3:6:9 , y quiere decir , la misma razon
geométrica hay de 2 43 quede 649, 6 2
es d 3 geométricamente como 6 d 9 ; ab:c:d
se lee asi, a es 4 b geométricamente como c &
d. Tambien se llama continua la proporcion
geomét:ica que tiene los medios iguales, co-
mo 2:6::6: 18 ; a:b:b:d que se escriben asi +23
6,18,... s+a:b:d; y el término repetido 6 y b se
llama medio proporcional geométrico. '

174 En toda froporu‘on geométrica es el
producto de los términos extremos igual al
preducto de los medios. Esta utilisima propie-
dad que se puede probar en qualquiera pro-
porcion numérica 2:326:9, donde 2xg=—<
3x6=—=18 ; se demuestra-generalmente en la
proporcion a:b:c:d , suponiendo que sea g el
esponente ‘de las dos razones a:5, ¢:d, en cu-
yo caso serd b=—aq, y d==cq; ponganse aq
y ¢q en la proporcion en lugardecyd, y
se convertird en esta a:aq:¢:cq , donde el pro-
ducto de extremos y medios es acq.

175 En la proporcion continua-es el pro- -
ducto de los extremos igual al cuadrade del -
término medio.. En 4 2. 4.8 se tigne ax8=—=">
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(4)*==16; y en #a.b.c, axc=b"; de con-

slgulente , si se saca la raiz de estas dos can-

tldades iguales resultara yaxc=—b, es de-
cir : el termino medio de una proporcion geo-

métrica es igual d la raiz cuadrada dzl pro-

ducto de los exiremos.

. 176 Como cada proporcion geometnca.-
da dos productos iguales, tambien de dos pro-
ductos Lguales se podrd formar una propor-
cion geométrica. Si de-la proporcion a:b:c:d
sacamos ad—b¢ , tambien de ad—b¢ sa-.
carémos a:buc:d; pero se deben disponer los
factores de suerte que los del un preducto
formen los extremos y los del otroos:medios
de la proporcwn Sl se tuviese por eg 345=
am®; sera 3a:azm*:b 6 3b:m:am:a.... donde
el producto de extremos: y medios-es 3ab—
am*®. De mn— an—bd—
(b—1)d, se saca m—a:b—1:d:n. De. 1—a*=

b*d 6 (1— Pt1+a)=—_b’d sale §—a:b*dx:
1:I+4: y Gltimamente, a’—=b*=—1 da la
proporcion +a-+b.1.a—b. o -

177 Aqui se ve que puedea variar de
sitio los términos de una proporcion , sin de-
jar de ser proporcionales. Si-a:buc:d , tam-
bien sera a:c:b:d, lo que se llama comparar
alternands : 6 m-vzrmndq b:azdic; 6. compo-
wiendo , a~b:bio+d:d, aa+vbucie+d; 6 di-
-vz'dimdo, aa—bucie—d, a—bbie—d:d; 6
éomponiendo y dividiendo,: d-+b:a—bii+d:
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~~d &c. En todas estas y otras proporciones-
que se pueden formar, el producto de extre--
mos y medios se reduce a ad=—bc.

178 §i se multiplican 6 parten los tér-
minos correspondientes de dos 0 mas propor-
ciones los productos 6 cocientes serdn tambien
proporcionales. Si a:bucid 'y mimutir , sera
ambuzt:dr | y —; SR orque siendo en

onscte y ymg;..-;.?- P fq € sie |
las dos proporciones el producto de extremos
y medios igual, sera ad=—=bc y mr——nt: lue-
go seran tambien admr=bent , y -:;:-::%;
Ycomo estos son los productos de extremos
ab cd .
—i—u—i—, SsCran.
mn ¢ r ’
froporcionales sus términcs (176).

179 Dos proporciones iguales a a:b::c:d,
hubieran dado de producto sus cuadrados -
ab*:c%:d? 5 tres, sus cubos @3:h3:03:d3 &c.
luego si quatro cantkiades son proporcionales®
lo seran tambien sus cuadrados , cubos y de-:
mas potencias, y lo msmo sus raices; de suer~-
® que si @:b::i:d sera generalmente a™:b™:

b 4 r 4 1 . i

' _—— e - m m m m
iy A" P d™ 6 Vay by ey, -
130 ,, En qualquiera nlunero-de razones:
niguales geométricas. ab, ad, ef, gih &c.
»ion siempre proporcionales la suma de to-
wdos los antecedentes 4 la de los consecuen-

ymedios de am:bn:ct:dr
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,ytes.como un antecedente a su consecuente,
»0 como qualquier nimero de antecedentes
»@ igual niimero de consecuentes. Siendo.
las razones iguales, deberan tener un mismo
esponente: llamemosle ¢, y sera (169), b=2y,
d=cq, f=¢q, h=gq, y las razones se mudaran
en estas a:aq, c:cq, eeq, gigq. En las que se
tiene a-+c-+e-+giag--cq-req—+gq s aiaq: a-:
ag—+cq : a-~c-+e:ag+cq+eq : pues todas estas’
razones tienen un mismo esponente 4.

181 Si se comparan los oficiales de una_
obra con los jornales que ganan, diciendo, si
3 oficiales ganan 4o r1s. 6 oficiales ganarin
8o rs. la proporcion 3 0f.:6 Of.::40rs :8ors.
en la que el 1.7 término es al 2.° como el 3.°
al'4.° se llama directa ; pues al paso que sea
mayor 6 menor el niimero de oficiales sera
mayor 6 menor el de los reales : lo qual se
llama #r, de mas & mas 6 de menos @ menos.

182 Pero si se compara el niimero de
oficiales con el de los dms que. emplean en
hacer una obra, asi, si 3 oficiales gastan 8o
dias en hacer una obra y 6 oficiales tardaran
en ella 40 dias; la proporcion 3 Of.:6 Of.::
8od:40d, se llama indirecta, inversa 6 re-
ciproca ; porque mientias mas -oficiales hay
menos dias tardaran; es decir, que va de.mas
& menos 6 de menos & mas; y hay que mu- .
dar de sitio a uno de los términos para que
la proporcion 3:6:40:80 quede directa. Di-
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cese pues que los jornales estan en razon di-
recta de los obreros, y_estos en razon inver-
sa de los dias.

183 Si se multiplican 6 parten los tér-
minos de una proporcion geométrica por
qualquler cantidad 2,3,4.... m, resultan pro-
ductos, 6 cocientes proporcxonales, pues ni la
multlphcacwn ni Ja division mudan el valor
de las razones (170) : si fuese pues , a:b=c:d,
sera 2a:2b:2c:2d , 3a:3b:3¢:3d.... maimb::
a, b..c d L .0, .4 ab,c .4
me:md 3 s , —
2222 3 ‘3’ ) 3 m'm mm
Yy qualesquiera cantidades estaran en la mis-
ma razon. que sus_duplos, triplos, quadru-
plos &c. y en la misma que sus mitades, ter-
cios, quartos &c. :

184 De esta fltima proposxcmn se infie-

1e que dos quebrados —,— de un mismo deno-

minador estdn en la misma razon que sus nu-
meradores ; pues dividiendo por m los térmi-

nos de la razon a:b, resulta a: b :—:—. Pero si

los quebrados tuviesen un mismo numerador
estardn en razon inversa de los demomina-
dores ; es decir, que el 1.F quebrado es al
2.° como el 2.° denommador esal 1.° 6

. .
Summ. Porque la razon =:% cs la misma
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7

an am . . "
que ——!— reduciéndola 4 un mismo deno-

minador ; esta es como la de sus numerado-
res an:am, y esta como mm , d1v1d1endo por
4 ambos térmmos.

185 Si dados los tres términos de una
proporcnon geométrica 2:9::4:.... se me pidie-
se el 4.° consideraré el producto de los me-
dios g=4 6 36 como si fuese el de los extre-
mos (174), y dividiéndale-por 2 que es uno
de etlos; tendré el otro =18 que completa la
proporcion 2:9:4:18. Para encontrar el 2.°
dados los demas 2....::4: 18 se toma el produc-
to 2x18 de los extremos , como si fuese el de
los medios, y divxdlendolo por el un medio
4, dard el otro £>=—9 que se busca. En ge-
neral ,,el producto de los extremos de una
s proporcion dividido por el un medio debe
s»»dar de cociente el otro medio, y el pro-
»ducto de los medios dividido por uno de
, los extremos debe dar el otro extremo.“

\ Regla de Tres de T rueque , de Descuento
oy Conjunta.

v

+ 186 La practica de esta proposicion es
lo que se llama Regla de tres que vamos a
aclarar con algunos egemplos; y_ para que
sea mas sencilfa su solucion , los reduciremos
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todos 4 encontrar siempre el 4.° término de
la proporcion, dividiendo el producto del 2.°
y 3.° por el .1°.

°® Un navio que ha caminado con igual
viento 87 5 leguas en 6 dias ;qudntas cami-
nard en 4 dias com las mismas circunstan-
cias? Como en menos dias $e caminan me-
nos leguas, ira la proporcion de menos a me-
nos, 'y sera directa : luego sus términos co-
noc1dos se colocaran asi, 6d:44d:87¢leg....
y el 4.° se encontrara multiplicando los me-
dios 4x875 , y dividiendo el producto 3500
por el 1.° 6, de que resulta = d 8" L S
§83% i namero de leguas que se busca.
® 8i 36 V. de muro 2 P.y 3. p. cues-
tan 60 dob. 2 rs. y gmrs. ‘quanto costardan
48V. 1 P. y 4p.? Como a proporcion de
las varas aumenta su 1mporte , sera la pro-
porcion directa, Y los términos reduciendo
los dos primeros a su menor especie, seran
1323 p: 1744 p:60dob. 2 rs. 4 mrs.... don-
de multiplicando el 2.° por el 3.° y partien-
do el producto 104701 dob. 33 rs. 6 mrs.
por el 1.° sera el 4.°.término 79 dob. 8 rs.
y 12 1’3‘;’3 mrs.
3.° ¢En quantos dias abrzran 20 hom-
bres un foso, que 16 hombres abrieronen 8
dias? Mas hombres han de tardar menas dias;
con que la proporcion sera: indirecta, y asi

'
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en lugar de poner 16 hom: 20h: 8 dias......
pondremos(182) 20 A: 16 h::8 4.... multiplico
16 por 8, y parto el producto 128 por 20,
y tendré 6 dias , g hor.y 36'.
4.° Presta Ad B 100 dob. por 6 me-

ses con condicton de hacer otro tanto B con A3
pero llegando el caso, B no puede darle mas
que 75 Aob. se pregunta quanto mas tiempo
podra retenerlos para compensar con la tar-
danza el exceso de la cantidad. Mientras me-
nos doblones le dio mas tiempo debe tardar
en volverselos ; con que la proporcion es in-
directa, y debe colocarse asi, 7§:100::6....
donde multiplicando 100 por 6, y dividien-
do el producto por 75 , resultan 8 meses.
- §.° Enuna plaza cercada que espera so-
corro d los 30 dias, hay solo viveres para
20 dias ; y se pregunia & qué se debe reducir
la racion de cada dia. Si representamos por
X la racion que se da a cada uno al dia, serd
la proporcion 20 4: 304:: 1..... y como la ra-
cion debe ser tanto menor quantos mas dias
haya que esperar, sera indirecta, y se tro-
cara en esta 304: 204: I.... donde resultan
5%:-’:; , & que se debe reducir la racion.

187 6.° Si una wara de paiio vale en
dinero 8ors. y trocado por terciopelo 88 rs. ,
¢l terciopelo que wvale d 96 rs., a qudnto de-
be subir en el trueque? Para resolver esta
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pregunta de la regla que Haman de Baraia
6 Irueque , haré la proporcion 80:88: g6:
a
) ’

wciopelo trocado.

~ 7.° La libra de chocolate vale en dinero
8rs. yen trueque 85 ;d qudnto ha de subir
d café que waie al contado 16 rs., pagandose
la 4.3 parte en dinero? Rebajada la 4.2 par-
te de los dos precios 83y 8, quedan 6 rs.
12mrs. y 6 rs.: despues de lo qual diré si
6rs. montan a 6rs. 12 mrs., 16 rs. 2 quan-
to subiran? saco el 4.° término, y tendré
17rs. y casi 4 mrs, _
8.° Uno wendié en 3615 pe. un género
que le costb 2500 pe. ;qudnto gand dpar 100?
Resto 2500 de 3615, y pues quedan 11143
dié, 2600 did 1115, 100 qué dara? y sa-
aré por 4.° término 44 rs. y 20 mrs.

9.2 Un género que wale d 8 rs. la libra
i como se ha de vender para ganar 1o por
100? Sumo Io con Ioo, ydigo despucs,
joodan 110, 8 qué dard? y tendré 8 rs. y
27 mrs.

188  10.° A compra d B en géneros , im-
porte de 1000 rs. fiados por un ato, y B le
ofrece descontar un 10 por 100, si se los
paga de contado, se pregunta qudnto debe
darle. '

»'En esta pregunta que incluye la regla

y tendré 10§ rs5. y 20 mrs. valor del
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que llaman de Descuento, hay que buscar
una cantidad que puesta 4 ganancias 4 10 por
100, produzca en unafio rooo. Digo puses,
si 100+10 6 110 vienen de 100, Iovo de
quién vendra? esto es II10: I00:: I00O:...
-I_OOOXIOO

——=—909; , namero de reales que de-

be dar 44 B. Si se hubiera dicho 100 que-
dan en 9o, 1000 en quantos quedaran? hu-
bieran salido goo; pero como goo puestos 2
ganancias a Io por Ioo, solo produce ggo
por la proporcion 100: 10::90O0: 990, mo es
esto lo que se pide.
11.° Un mercader que pagando de con-

tado se le rebaja 5 por 100 de 100075, pa-
Zaderos dentro de un afio ; qudnto deberd dar
pagando & los 4 meses? Reba]andose 5 por
100 por adelantar la paga 1 ano, se rebajard
33 por adelantarla 8 meses hqcnendo, 12 meses:
8:4:33: con que si 103 vienen de 100,
1000 vendrin de 996 222 rs. que debe dar.

189 Quando en I pregunta intervienen
mas términos que los quatro, se llama Com-
puesta laregla detres, y se reduce d simple:
formando una razon compuesta de la multi-
phcacxon de todas las razones (183) menos la
del término incognito, despues de haber com-
parado con esta cada una de las demas para
hacer directas las que sean indirectas.

Eg. 1.° 8i 20 homb. hacen 160 v. de ebra
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e 15 dias ; 30 homb. en 12 dias qudntas
haran? Comparo la 1.2 razon, diciendo : si
20 komb. hacen 160 v. 30 A. haran mas, y
la proporcion sera directa : digo despues pa-
ra comparar la razon de los dias, si en 15 4.
se hacen 160 v. en 12 d. se harin menos, y
tambien sera la proporcion directa : formo
pues de las dos razones 20k: 304, 1§d:124.
la compuesta 20x1§:30x12 6 300:360, con-
siderando que el ttabajo de 20 h. en 15 4. es
el mismo que el de 14. en 3604d. y tendré la
proporcion sencilla 300:360:160%. 4 192 2.
que resultan de multiplicar 360 por 1Goy
dividir el producto por 300. Siempre que el
1.° y 2.° términos de la proporcion pueda
dividirse por un mismo niimero como en esta
300:360 que son divisibles por 60, se debe
hacer la division para que quede §:6 mucho
" mas sencilla y del mismo valor (170).

2.9 Un jornalero trabajando 7 horas al
dia gana en 40 dias 100 pesos ;qudntos dias
necesita para ganar 150 , trabajando 10
horas cada dia? Comparo las razones asi:
trabajando 7 horas al dia se necesitan 4o dias
para cierta ganancia ; trabajando I0 haras al
dia se necesitaran menos dias: luego la pro-
porcion es indirecta, y en lugar de 7 for:
10 kor. se debera poner 10:7. La otra propor-
cion es directa; pues si se ganan 100 pes. en
40d. 150 pe. se ganaran en mas d. Formo pues,
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la razon Toox 10:150x7 compuesta de 10:7.
y 100:150, y despucs la proporcion 100x1o0:
1§0x7::40.... €s decir, 1000:10§0::40.... 6
reduciendo la 1.f razon, 20:21::40.... 6 {lti-
mamente 2:21::4:42 , nitmero de dias, que sa-
len multiplicando 4 por 21 y dividiendo 8%
por 2. ' :

1go A esta regla pertenece la que se lla-
ma Confunta , por la que dados diferentes gé-
neros con sus precios, 6 diferentes medidas,
monedas , pesos con sus valores, se averi-
gua el de cierta porcion de qualquiera de
ellos. o

3.*  Seis libras de azucar valen 7 lib. de
de micl, 5 lib. de miel 4 v. de cinta, 10 .
de cinta 40 nueces de especia, y 7 nueces 10 rs.
cquantos reales valdran 5lib. de azucar? En
lugar de las quatro reglas de tres siguientes

6 lib. Az: 7lib.de miel:: 31. Az 3X misl

§ I miel: 4 v. Cint:: 35 miel: 25 v. Cint.

10 v, Cint: 40 Nuec:: 2% v. Cint: 115 Nuec.
7 Nuec: 10 rs.:: 11 5 Nuec: 16 rs.

por las que se averigua lo que se pide ; for-
mo de las quatro 6:7, §:4, 10:40,y 7:10 la
razon compuesta 0x§xI10x7:7x4x40x10, y
despues la proporcion 6xgx10x7:7x4x40x103
3 l"b.: 7X4X4CXICX 3

1 N [l
TTTETrTak donde de una vez se en-
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cuentran 16rs. valor de 3 lib. de Azucar, qui-
tando en el 4.° término para abreviar el cil-
culo, los factores comunes 7 y 10.

4° 8% 5 lib. tornesas de Francia valen
32 dineros esterlines de Inglaterra, 240 de
estos dineros 408 dineros gros de Holanda,
50 de estos 190 mrs. ;qudntos mrs. valdran
6o libras tornesas? Formo la proporcion
.32x 408x190 X 60O

3X240X 50
tendré 4134 3 mrs. 4 que equivalen las 6o hb
tornesas.

3x240%50: 32x408x190:60;2—"—

’

Regla de Compaﬁias.

191 Por la regla de tres se divide tam-
bien una cantidad en partes que tengan entre
si qualquier razon: y porque esta operacion
se suele aplicar a repartir entre los que com-
ponen al guna Junta de Comercio las pérdidas
6 ganancias 4 proporcion de lo que cada urno
ha puesto en el fondo. 6 principal, se llama
Regla de Compaiiias. Explicaremosla en los
egemplos siguientes. ‘

1.° De tres que se ]unt:m a@ comerciar,
¢ 1.° pone 350 pes. el 2.° 300y el 3.° 350:
ganaron 200001s.y se qum'e saber quanto
toca & cada uno.

Cada asociado debe percibir 4 correspon-
dencia de lo que puso: con que habra que
dividir el nimero 20000 en tres partes, que

Ia
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tengan k misma razon que los niimeros 250,
300, 330. Para esto, sumados estos niime-
ros diré , 880 suma de lo que pusieron, es 2
208 que ganaron; como lo que cada uno
puso a lo que gand, que viene 4 ser la pro-
porcion demostrada ya (1gg). Hago pues,
las reglas de asox250 .
tres que apa- 250:—"=§ 6812
recen, y M€ yy:9g0:300:i—6818 %
resultaran las 330250 .
tres  ganan- 330:=—=7500
cias, advir-

tiendo que en ,
‘la operacion se reduce la razon 880:20000 &
I1:250, que es su igual y mas sencilla.

- 2.° Dos hicieron compaiia por 6 afios:
el 1.° puso 150 dob. por todo el dicho térmi-
no, ¢l 2.° puso 310, y al fin del afio 5.° qui-
36 1405 pero al comenzar ¢l 6.° afiadié roo.
Perdieron 5000, y se pregunta bo que toca d
¢ada uno de pérdida.
. En estos casos en donde hay diferencia
de tiempo, se multiplica lo que cada uno
pone por el nitmero de afios que lo tiene pues- |
to, y asi queda reducido el caso al anterior.
Con efecto, los 150 dob. que el 1.° tuvo ga-
nando todos los 6 afios, equivalen 4 150x6=
-9oo dob. que se empleasen un afio: y como
el 2.° tuvo empleados 310 los tres primeros
ahos, 170 los dos siguizates, y 270 el Glu-

SUMAeueevienseriessinnsss 20000,
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mo afio, sumaré 3I0x3, 170x2 § 270y
tendré 1§40 por la puesta del 2.° Digo des-
pues , OO+ ) .
1§40sumade 2440

delo que pu- 61:12 5::900,9"0:'": —184425

gooo 6 reduciendo

sieron, a §000 . 1§40% 12§ s
que perdie- 61:12§:1540:——=31§55;
ron; comola Juma............cconuueirirenn §O00. -

puesta de ca- . ,
dd uno 4 lo que le toca de pérdida, que se
saca por las dos reglas de tres que anteceden.

3.° Se pide dividir un batallon de 600
fumbres em tres partes tales , que la 1.4 sea
dla 3.%como2:3,ylazxsdla 3 como 4:5.
Este caso tiene de particular que se piden tres
partes y se dan quatro niimeros, porque la
1.2 esta expresada con los dos 2 y 4. Parare-
ducirlos 4 uno, coloco las dos razones asi, 3,
£; y reduciéndolas 4 un mismo denominador

I

seran 22, £ 6 8:12 y 8:10 de un mismo va-

lor y con solos

tres nameros 8, 8: 8t’° =160
10, I2 €n Cuya E " toxao

razon se han de  1720310——=200
dividir los 6oo 12: =22 =240
Soldados. Sumo , S

pues 8, 10 y I3, 6oo

y formando las reglas de tres que se ven, y
usando de la razon 1:20 en lugar de su igual
30:600, saldran las tres partos que se piden.
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' " Regla de Aligacion. |

192 Aqui pertenece tambier la regla de
aligacion que ensefia el modo de hallar el
precio medio de qualesquiera cosas que se
mezclan, 6 la porcion que se ha de tomar de
cada uno de los ingredientes que componen
cierta mezcla. Vease su practica en los egem-
plos siguientes. S
« 1.° S8ise mezclasen 30 cdntaros de vino
ded 19 rs, con 10 cdntaros de d 2571s. y se
guislese saber qué precio debe tener cada uno
de los 40 cdntaros mezclados ; sacaré 1.° le
que valen los 304 19 rs..y los 10 4 23, y
sumando 30x19=§70, con 16x23=230, se-
ra el valor de todos los cantaros mezclados
8oo rs. : dividolos entre el num.® 40 de cin-
taros , y saldra cada uno con 20 rs. de va-
lor , que €3 el precio medio : luego este debe
ser siempre chociente del importe 6 valor
de la mezcla dividido por el niimero de espe-
cies mezcladas. .

2.° Un Labrador tiene trigo de d 50 rs.
lafanega , y trigo de d 35 ; y quiere saber
qudnto ha de mezclar de cada especie para
gque le resulte de d 32 rs. »

Para que el trigo de 2 30 rs. suba en ca-
lidad hasta 32, hay que mejorarle en dos
grados, que se le deberan subir echandole
trigo de a 34 : al contrario , los tres grados
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ea que el trigo de 4 3§ excede al de 32, s
le deberan rebajar con el trigo inferior de 4
30: luego las diferencias que hay entre el
precio medio y los extremos serdn los niime-
ros que expresen la razon en que se han de
mezclar los ingredientes que han de compo-
ner la mezcla. Tomo pues, la dxferc.ncxa de
304 32 y poéngola fren- -

tede 3¢, y frente del 30 ] . 39:3.
la diferencia entre 32y Precio '"',‘d“’ g;

35, y tendré que a ca-
da 3 fanegas de 4 30 rs. se deben mezclar
2 de 4 3§ para componer trigo de a 32.
Quando hay mas de dos especies como
si_con trigo de d.28, 30y 35 rs. se pidiese
hacer trigo de 4 32; despues de haber to-
mado las diferencias de 3§ y 30 a2 32, se to-
maran las de 28 y 35 4 32,

poniendo la 1.# frente de | 32:2',"4:6
35 y la 2.2 frente del 28, 3 '3‘—;

como se ve en el egem-
plo : y diremos*que a cada 6 fancgas de a
35 se mezclan 3dea 28y 3 de a 30 para
que resulte trigo de 32. Lo mismo se pric-
ticaria con quatro , cinco 6 mas especies : es
-decir, que de cada vez se deben tomar dos
especies una mayor y otra menor que la me-
dia, y restarlas de ella, colocando la diferen-

cia de cada especie ,frente de la otra.
Es preciso advertir que el ntmero de fa-
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negas que -ha de componer la mezcla no se
limita a los solos niimeros que salen de dife:
rencia , sino que se pueden mezclar todos los
que tengan la misma razon que ellos. En el
L. egemplo se puede hacer trigo de 4 32
mezclando no solo 3 fanegas de a 30 y 2 de
4 3¢, sino qualesquiera otros que esten en la
_razon de 3:2. Si se tuviese por eg. 68 fane-
fas de trigo de 4 34 y se pidiese, quintas se
e han de mezclar de a 30: haria la snguxen-
te regla de tres; 4 cada 2 fanegas ded 35
se mezclan 3 de & 50 , d 68 quantas s¢ han
de mezclar ? esto es, 2:3:68:2*=102, que
son las fanegas que se buscan.

Ultimamente , si querlendo hacer una
mezcla de 120 fauegas de a 32 7s. con trigo
de 4 30 y 35 quisiese.saber quantas habia de
mezclar de cada especie;; tendna que dividir
12c°en razon de s
3:2, y me resul- : mox3

‘tarian 72 fane- 3+2:120: ,,;x,
gas de 30,y 48 2:
de 35 rs.

=72

=48

Regla de falsa posicion.

193 Por la regla de falsa posicion se en-
duentra un niimero incognito por medio de
otro supuesto, conforme sc ve en los siguien-
tes egemplos. :

1.° Se pide un nimere cuyo tercio, quar-.
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t y quinto sume 376. Si supongo que sea 6o,
cuyo tercio 20, quarto 1§y quinto 12 .su-.
man 47 , haré con esta suma con 6o y 376

esta regla de tres, 47:376::60:-3-7:—6"::.480:

es decir , 47 tercio, quarto y quinto de G,
¢s & 576 tercio, quarto y quinto del nismero
que busco ; como 60 e¢s @ 48 : niimero cuyo
tercio 160, quarto 120 y quinto 96 com-
pone 376.

2.°  El Kbro que un Impresor imprime en
80 dias , otro en 24y otro en 20, s¢ pre-
gunta en qudntos lo imprimirdn todos juntos.
Sea en 1 dia; y pues el 1.° imprime en este
tiempo = del libro, el 2.° 57, y el 3.° 555 to-
dos juntos imprimirdn en 1 dia la suma de

1850 . 87

x x x 1
ot or+ ooy QUE €5 5555 = 300" Dlgo pucs,

30 _ 28 20 00

st = del hbro se imprime en.un dia, 533 que

300

es tcdo el libro, en guantos se imprimira?

. 87.300 2 ooy 1.300_Q3& Jr
Esto es : 321322 6 37:300u1:52=8 dias.

194 Quando no alcanza a satisfacer .la
pregunta una supesicion, se hacen dos, y se
llama la reg'a de falsa posicion doble , coma
se_vera en los casos siguientes. -

1.° Se quieren dividir 500 dob. entre tres,
de marera que al 2.° toque el duplo del 1.° y
10 mas, § al 5.° tanto como d los dos menos 4.
$i supongo que se den al 1.° 20, tocard al
2.° 2x20+10=40, y al 3.° 20-+§0—4=066:
Y como Lds tres partes 20-+§0+66 suman so-

s
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lo 136 en lugar de 300, salen de equivoca-
cion 164, que sefialo con el signo
—: si la suma hubiera pasado de
300, hubiera notado el ‘exceso 4° 44
con el signo +. Supongo ahora que la parte
del 1.° sean 405 seran go—o—lo:‘::ggla del 2.°,
y 40+90—4=126 la del 3.°, la suma de las
tres 40-+9o+126 es 256, y el error —44..
Multiplico ahora cada niimero supuesto
por el error del otro, y restando el un pro-
ducto 20x44=880 del otro 4ox164=6560,
dividiré la’ diferencia §68c por la diferencia
de los errores y tendré de cociente 473, par-
. te del 1.° De consiguiente, la del 2.° es
94;+10=I104;, y la del 3.° 473 +1045—
4=148. Con cfecto, 47:+104>+148 com-
ponen 300. Quando los errores tienen dife-
rente signo, despues de multiplicar cada ni1-
mero por el error del otro, se suman los
productos y se divide la suma por la de los
errores. : -
.- 19§ - Para demostrar generalmente el mé-
todo.de practicar esta regla llamarémos 2 y b
los nlimeros supuestos, ¢ y 4 sus errores y
» el nlimero que se busca; y como los erro-
res .son tanto menores 6 mayores quanto es
menor 6 mayor la diferencia entre el nimero
supuesto y el verdadero ; seran proporciona-
les los errores ¢, d 4 las diferencias m—a, m—b,
entre los nimeros supuestos y el verdadero: .

20—164
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&to es, serd ¢:d:m—a:m—b , y dividiendo
(176), c—did:m—a—m~+b:m—b, 6 c—d:ds
b—a:m—b= bd:;“
mino por el 3.° y partiendo por el .1.° Si &
este valor de m—b se afiade b, se tendrd el de
® que seré bd—ad +b_bd~ad+lzc—bd __ be=ad

o-d o—d T =4 ?
que es la- diferencia entre los productos de
cada nimero supuesto por. el error del otro
dividida por la diferencra. de los errores. Es-
tos se han supuesto del mismo signo, pero
sise lo mudamos 4 uno, y ponemos —d ea
bi-ad

i
b[_“:‘ , que‘es 12 suma de di-

» multiplicando el 2.° tér-

lugar de -+d en la expresion

, S con-

vertird en esta
chos productos partida por la de los errores,
conforme lo dejamos dicho.

2.° 24 varas de lienzo y 545 de tela han
tstado 7 52 rs. ¢ada vara de tela ha costa-
do doble de cada vara de lienzo : d@ cémo han
costadp ? ' '

Si supongo 6 rs. por el precio de cada va-
rade lienzo, sera 12 el de ¢cada vara de tela;
las 24 varas de lienzo importaran 144 y las
3§ de tela 420, que componen §64: luego
el 1.7 error es —188. Si supongo ¢ rs. por
la vara de lienzo , sera 18 la detela, 216 rs.
 importe de las primeras, 630 el de las otras,
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y la suma de todas 846; luego el segundo
error serd +94. Sumo pues, (por tener dis-
tintos signos los errores) los productos 6< 94
y 9=<188 de cada nimero supuesto por el
error del otro, y partiendo la suma 22456
por 282 suma de los errores, tendré de co-
ciente 8, que es el precio de cada vara de
lienzo ; luego el de cada vara de tela es
2x8=16. En efecto, las 24 varas de lienzo
4 8rs. 6 192 junto con §60 importe de las
35 de tela a 16 rs., componen 742 7s.

3.° De dos jugadores el mas diestro ha
puesto 12 1s. contra 8 cada fuego ; despues
de 10 jucgos el otro le paga 20 rs. ;quantos
juegos gand el 1.°?

" Si hubiera ganado §, serfan otros § los
‘que gand el otro, 4 quien le hubiera tenido
que dar 20 rs. luego el error es —40 : si hu-
biera ganado 6, ganando el otro 4 hubieran
quedado en paz, y es el error —20. Resto
ahora los dos productos §x20 y 6x40 de
cada nmero supuesto por el error del otro
(por tener los errores un mismo signo) , y
partiendo la diferencia 140 por 20, diferen-
cia de los errores, tendré de cociente 7, que
son los juegos que gané el 1.° '

Progresiones geométricas.

- 196 Una série de razones geométricas con-
tinuas 2:4::4:8:8:16::16:32 &c. forman upa

i

P
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progresion geométrica, que se escribe asi +
2:4:8:16:32 , y es una serie de términos que
divididos cada uno por el anterior dan una
misma cantidad de cociente.” Los que median
entre el 1.° y fltimo se llaman medios pro-
porcionales geométricos. Tambien se llama
erescente O decrescente segun que sus térmi-
nos aumentan 6 van menguando + 2:4:8:16:
32 &c. es crescente, y #32:16:8:4:2 &c. de-
crescente. Hablarémos en lo sucesivo de la
1.2 puesto que & ella se reduce la otra con
solo invertir los términos, y de consiguiente
debe tener unas mismas propxed'xdes.

197 Si suponemos que sea 2 el 1.7 tér-
mino de una progresion geométrica y ¢ el co-
clente 6 esponente de la progresxon , sera el
2. axqzaq, elg agpq=aq*, el 4.° aq Pxg=
ag3, el 5.° ag*.... es decir, que cada térmi-
no se compondra del 1.° multiplicado por el
cociente elevado 4 una potencia del mismo
grado que el nimero de términos que le an-
teceden. El 8.° por egemplo, serd en la pro-
gresion propuesta axq’=aq’.... el término n
al que anteceden n——1 de términos , serd
axq™t: y toda la progresiou a:aq: ag’:
aq%: aq*... ag™*. Luego el término 10.m° de
la proglesmn +3:6:12:24.... cuyo esponente
es 2, serd 3x2°=3x§12=1436. Si supone-
mos que sea I el 1.F término 4 de la progre-
sion gﬁneral , 58 reducua a esta # I:g:¢%: g
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g*: 454" que representa las potencms
sucesivas de 4, y nos convence I1.° que di-
chas potencias en qualquler cantidad forman
una progrcsmn geométrica. 2.° que toda sé-
rie de términos cuyos esponentes forman una
progresion aritmética , estan- en progresion
geométrica.

" 198 Si el Gltimo término ag** de Ia
progresion general a: ag:ag®..,.ag"* se di-
. vide por el 1.° 2, se tendrd de cociente 9" %
esponente elevado a la potencia n—1, ni-
mero de términos de la progresion menos

uno, de donde sacando la raiz n—1 resulta
n—1

Vq**=q, esponente de la progresion. De
consiguiente , si dadas dos cantidades 2, 24*
se pidiese buscar entre ellas un nimero qual-
quiera siete de medios geométricos, dividiré,
considerandolas como el 1.° y Gltimo térmi-
nos de una progresion de nueve términos, la
mayor ag® Jpor la menor 2, y sacando de su
cociente ¢° la raiz 82, mdxcada _por el na-
mero de términos menos uno 6 de medios
mas uno, tendré ¢, que sera el cociente 6
esponente de la progresion. Mulnphco por
élel a y tendré ag 1.F medio, vuelvo 2 mul-
tiplicar por g este y los  que vayan sahendo,
y tendré los demas ag*, aq®, agt. ag’. ags.
aq’ , yserd toda la progresxon #*4:aq: aq’:
ag%: ag*: ag’: aq®;: aq’: ag®.
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Si se’ pidiesen entre 4 y 972 quatro me-
dios geométricos ) S dividira el Glumo térmi-
10 972 por el 1.° 4 y sacando de su cocien-
te 243 la raiz 5.2 se tendra 3 esponente de la
progresion ; multipliquese por él el 4y los
que vayan saliendo, y seran 12.36.108.324
los quatro medios geométricos y toda la pro-
gresion 4 &c.

199 Segun lo que dejamos demostrado
(169), enla progreswn general + a: aq: aq"
aq3 .entre 4 y a’4* cuadrados del 1.° y
2.° términos , hay el mismo cociente ¢*, que
entre 2 y 44” 1.° y 3.° términos: luego en
qualquier progresmn geométrica el 1.F ter-
mino e al 3.° como el cuadrado del 1.° al
del 2.° 6 a:aq*=a*:aq”. Por la misma razon
es el 1.7 término al 4.° como el cubo del 1.°
al cubo del 2.° pues en a:ag%:a’:a3¢3 ticnen
las razones un mismo esponente ¢°. Esto quie-
re decir , que en qualquler pmgresxon geo-
métrica la razon del 1.7 térmuno al 3.° es du-
phcada de la que tiene al 2.° la que tiepe al
4.° es tnplmda deladel 1.°al 2.°; la que
tiene al 5.° quadruplicada &c.

200  Si tomamos qualquier niimero de
termmos por egemplo sicte , de una progre-
sion geometrlca el producto del 1.°yel7.°,
el del 2. y6 °, eldel3.°y 5.2 yel cuadra-
do del 4.° ba de ser uno mismo ; pues en to-
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dos serd el quadrado del 1.° multiplicado por
la 6. potencia del cociente. Veamoslo en la
progresion general =a: aq: ag®: aq®: ag*:
aqs: ag®, donde axaq®, ag=aq’ , aq® <aq*,
y 4g3 xaq? componen un mismo producto
a’4°. Si tomamos la progresion + 3:6:12:24:
48:9g6, hallarémos tambien que 3x96, 6x48,
y 12x24 producen 288. Luego en qualquier
progresion geométrica e producto de los tér-
minos extremos es igual al de dos qualesquie-
ra términos igualmente distantes de los extre-
mos, 6 al cuadrado del término medio st ¢l
niimero de términos es impar.

20t Siendo una progresion geométrica
qualquiera +2:4:8:16: 32 &c. una série de
razones continuas 2:4::4:8:8:16:16:32 &e.
serin antecedentes todos sus términos menos
el altimo, y consecuentes todos menos el 1.°;
de suerte que si llamamos s la suma de to-
dos los términos de una progresion geomé-
trica, a el 1.°, ag el 2.° y b el Gltimo ; sera
s—b lasuma de todos los antecedentes, y
s—a la de todos los consecuentes : y siendo
(179) la suma de todos los antecedentes de
una série de razones, 4 la de los consecuen-
tes , como un antecedente 4 su consecuente;
esto s , s—bis—azazaq 6 aq:azs—ais—b; se-
ra dividiendo (169), ag—a:a::s—a—s+b:s—b
que se reduce a @g—a:aub—qg:s—b. Si mul-
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tiplico el 2.° por el 3.° y parto por el 1.7 tér-
mino de esta proporcion, serd .el ltimo
s—h— ab—a®

‘L!-A
minos de una progresion geométrica menos
el Gltimo 5 : afadoselo, y teadré por Glumo
= j.t +bh= b‘;"-“ : luego dicha suma es el
producto de su tltimo términa por el cocien-
te menos el 1.°, partido por el cociente dis-
minuido de 1. Si se pidiese la suma de todos
los términos de la progresion general + a; a4;
aq: ag’.... ag**, multiplicaria 9™ por g,
restaria de su producto ag”, 4, y dividiendo
q —d

-4
- suma de todos los tér-
- g-1

la

la diferencia ag"—a por 4—1, seria

\

suma pedida.
bg~a

q=1

niendo -g=2, en s_zb-—a:.b-r-b—a hacieh-

do 4=3, en s_.
4h—a

se ntuda supo-

La expresion s=

._b+—, hac1endo q=

. . 4 e
4, en s= =b+——-: es decir , que la

suma de los términos de una progresion geo-
‘métrica dupla 6 cuyo esponente es 2, es
el filtimo término mas la diferencia entre
‘el 1.° y Giltimo : en la tripla es el “tiltimo tér-
mino con la mitad de la diferencia entre el
1.° y Gltimo : en la quadrupla es el altimo
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término. y la tercera parte de la diferencia
entre el 1.°y Qltimo &c. -

Si se pidiese el precio de un caballo ajus-
tado de modo que por el 1.7 clavo delos 32
de sus quatro herraduras, se pague un ma-
ravedi, por el 2.° 2 mrs., porel 3.° 4, y asi
de los demas duplicando siempre : habrd que
averiguar la suma de la progresion geomé-
trica #1:2:4 &c. de 32 términos; para lo
qual sacaré su @iltimo término que es (197)
1x23*77=23"=2147483648 , y poniéndo-
le en lugar de 4, y por 2 y ¢ sus valores 1
bg=a

y 2 en la expresion s— , tendré s=

-1
A e ol "'sifﬁx’—.' ==4294967295 , suma de los
32 términos y nimero de mrs. los quales
componen 126322567 rs. y medio, precio del
caballo. '

202 ‘La progresion decrescente se- hace
crescente para sumar sus términos por este
mismo método : y como quando decrece al
infinito podemos considerar el @ltimo térmi-
no como cero, sera quando se convierta en
crescente, el I.f término a=0, y la expre-

. bg-a , bg—o
sion s=—— se mudara en esta szTT-::.

——. Luego quando g=2, serd s=2b: si

-1
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= :"—-i-l:-=b+-b-' si g= ;—i:b...-‘.
—3 ’ - 2 2 ° F".’ - 3 5

&e. )
La suma de la progresion #2133 %.....0
0 O.oggigiiizs © pomendo por a4 cero, %

—><2—-o

=I.

por b, y 2 en lugar de ¢, s=
2
Tambien suma 1 la progresion + $:5:5 &e. y
en general todas las que tienen ‘esta forma
n n n

: : &c.

B+t (m1)*  (n-+1)8

Si se pidiesen las leguas que ha de andar
un navio para alcanzar 2 otro la mitad me-
nos veloz, que le lleva de ventaja 4o leguas;
sumaria los términos de la progresxon infini-
ta # 40: 20: Jo: §: 272 I &c. y serfan s=—=
4°x2‘-°

2=

=80, las leguas que se pxden.

Para saber quando se vuelven & juntar ¢l
minutero y la mano de un relox puestos 4
andar desde las 12, se suman los términos de
la progresxon e ,“ &c. y hallarémos
que se juntan alar J Despues se vuel -
ven 4 juntar 4 las 2 %, 33 &c. que resultan

sumando las correspondientes progresiones.

Permutaciones.

203 Se entiende por permutacion el ni-

mero de disposiciones diferentes que se pue-
K2
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dcn dar & qualqmer namero de cosas. Si con-
sideramos por-egemplo, las letras del alfabe-
to, una letra 2 no puede tener mas disposi-
cion que I : otrd letra mas, b, puedo ponerla
antes y despues de 2, lo que me da las dos
permutaciones @b, ba, 6 1x2 : una 3.2 letra
¢ puede ocupar. tres hugares en cada una de
las dos- permutaciones; al principio, en me-
dio y al fin: lo que da. estas seis disposicio-
nes ; cab, ach, abc, cha, bea, bac, 2x3=6
6 1x2x3. Una 42 letra d podra ocupar qua-
tro sitios diferentes en cada una de estas seis
disposiciones ; es dec1r, que quatro letras dan
24 permutaciones 6 6x4=1x2x3x4. Por es-
ta misma cuenta cinco letras dardn 120 per-
mutaciones 6 24X§TIX2XIx4x§ 2 ¥ en ge-
neral, n de letras dardn .1x2x3x4..,.xn per-
mutaciones. Por la qual regla se avengmra
que 12 personas podran sentarse 4 la mesa de
TX2XFXGn .0 X1 2_479901600 situaciones di-
ferentes : y necesitarfan 14 aitos y 69 dias
para recorrerlas todas, tardando un segundo
de tiempo en cada disposicion.

204 Quando hay cosas semejantes entre
las que se permutan; 2,4 por eg. no tianen

1xX2

mas disposicion que I=— Quando ‘en tres

cosas hay dos xguales como en a, b, b, no ha
mas permutaciones que estas abb, bba, bab
x3

quc son 3._. . Si de quatro hay dos igua-
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) . IX2X3X .
les, las permutaciones son —;";—i-:x 2; si

I1X2x3X . .
hay tres, son ——3;%—‘-. Si de cinco hay dos,

6 tres, 6 quatro iguales, se tendraenel 1.7

caso LX2X3x4%5 , en el .0 1x2X3X4X§ y
2x 1 3X2X5
K : I1X2X3X4X .
en el 3.° Z2223%4%5 | Pelo qual es facil
4X3X2X1I

sacar el nimero de permutaciones para qual-
quier caso : como si hubiese seis cosas y tres
fueren iguales entre si y otras dos entre s,
seran sus permutaciones X2X3X4X5X8 g
- © 3X2X1X2X1

En general , siendo 4, b, ¢ &c. el niimero de

cosas semejantes entre si, sera la expresion

1X2.X4X1X2..XbX X 2..XC
IX2X 3eees X@—tb—tC

de sus permutaciones

Combinaciones.

' 204 Hablemos ahora de las Combinacio-
nes 6 del nlmero de veces que se pueden
- tomar muchas cosas de una en una, de dos
en dos, de tres en tres &c. y valiéndonos de
. las 24 letras, veamos quantas palabras de una
“letra, de dos, de tres hasta de 24 se podrin
formar con ellas. Bien se ve desde luego que
con 2§ letras solo se-pueden formar 2 pala-
bras de una letra. Si se.junta despues cada
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letra con todas las 2, se formaran 2§x2§=—
62¢ palabras de dos letras. 5i @ cads una de
estas s¢ -juntan sucesivamente cada una de las
2§, resultaran 2§x24=<25=14623 palabras
de tres letras ; y continuando de csta mane-
ra se vera que el nimero de todas las pala-
bras posibles que pueden formarse con las
2§ letras de una, de dos, de tres &c. letras,
es la suma de los términos de esta progre-
sion geométrica 2§, 2§%,25% 25+ hasta 25°5,
y lo mismo se dira de qualquier otro nime-
ro de letras 6 de cosas.

206 En este. nimero de combinaciones
se repite algunas veces una misma letra. Pa-
ra encontrar el nmero de las palabras que
se pueden formar con las 2§ letras, sin que
en ellas se repita alguna; supuesto que de
una letra se forman solo 2§ se ha de notar
que juntando cada letra con las demas exclu-
yéndola a ella, resultan 24x24 pulabras de
dos letras en las que ninguna se repite. Asi-
mismo, cada una de estas combinaciones de
dos letras no se\ puede juntar sin repeticion
con mas que 23 que quedan; con queé serd
el nimero de palubras con 3 letras sin repe-
ticion 2§x24=23. El nimero de las de qua-
tro letras sin repeticion debe ser por igual
razon 2§x24x23x22; y Gltimamente el de
todas las palabras que se buscan., sera la su-
ma de la serie 25, 2§x24, 2§x24x23,
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2§x24x$3x22 hasta el altimo producto de
2§ factores desde 24 hasta 1: diciéndose otro
tanto de qualquier otro niimero que se pi-
diese.

207 Pero aun estas palabras incluyen
unas mismas letras bien que diferentemente
combinadas como ab, ba; y pueden pedirse
palabras enteramente dlferentes excluyendo
las letras repetidas aunque con dxferente co-
locacion. En este caso tambien son 24 las pa-
labras de una letra : en las de dos, cada letra
se repite dos veces como ab, ba quando z se
combina con by la bcon la @, y asi el nii-.
mero de combinaciones diferentes serd la mi-
tad del que se encontré; esto es, serd 2222
Cada una de estas  combinaciones se ha de
juntar con las demas letras que seran 23 pa-

2 24X
ra que ninguna se repita, y formar 2Z242%3

palabras de tres letrass pero en ellas de cada
tres letras 4, b, ¢ por eg. hay tres combina-
ciones' abe, acb bac que salen juntando ab;
wn¢, ac conb y be con a, que deben re-.
ducirse 4 una deséchando las permutacnones,
luego el nimero antecedente; s¢ debe partir.
por 3 para sacar el que se busca 2EMES
Siguiendo el mismo ‘método, hallaremos .
2(X24%X23%X22

por €] niimero de las combina-
2X3X4
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ciones de quatro en quatro, y asi de los de-
mas. De suerte que el nimero de ternos
diferentes que se pueden formar con go na-

9cx R9x 83 704%80 ;
= =11 o.
meros son — = 11743
Logaritmos.

208 Como en una progresion geométri-
ca qualquiera #4°:4": 9%: ¢%: ¢*. &c. la suma
de los esponentes 3 y 4 de dos qualesquiera
términos 43, 4* equivale 4 su producto g%
9*=q"; la diferencia 7—4=3 corresponde a
q°® cociente de ¢7 partido por.g* '3 el produc’
to 12 del esponente 3 por 4, 4 q** 4.2 po-
tencia de ¢ ; y ¢° raiz 4.2 de 4** tiene por
esponente 3, cociente de 12 dividido por 4
pensaron los Matematicos calculando los nii-
meros por medio de sus esponentes, reducir
el multlpllcar 4 sumar, el partir 4 restar, el
subir 4 las potencias 4 multiplicar, y 4 una
mera division la estraccion de las raices.

209 Para esto eran necesarias dos cosas;
la una hacer que todos los niimeros fuesen
términos de la progresion geométrica, y la
otra buscar 2 cada uno su _esponente. Con
efecto, se han hecho listas 6 tablas en que &
los ntimeros 1, 2, 3 &c. hasta 10000 se les
ha puesto enfrente sus esponentes : y por ellos
se encuentran facilmente los de niimeros ma-
yores. A estos esponentes que son los térmi-
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tos de una progresion aritmética que corres-
ponden 4 otros que estdn en progresion geo-
métrica, se ha dado el nombre de Logarit-
mos , y 4 la lista de estos nameros Tabla de
hgaritmos. ,

210 Para que formemos alguna idea del
modo con que se han construido estas tablas,
es de saber que entre las diferentes progre-
siones aritméticas y geométricas que se pu-
dieron escoger para este efecto, adoptaron
los Matematicos las dos siguientes. ........

{ + 10°: 10%: 10%: 103: 10* &c.
.. + I: I0: I00; 1000: 10000
A"’f”‘"{“’“ { +o. I. a. 3. 4&c.

de manera que cero es el esponente 6 logarit-
mo de 1, I eslogaritmo de I0, 2 de 100 &c.
Los logaritmos de los nfimeros 2, 3, 4 &c.
que hay enire I y 10, los que median en-
tre 10 ¥ 100, entre 100y 10co &c. se. en-
contraron de la manera con que vamos 4 sa-
car el deg.

211 Basquese para esto un medio geo-
métrico proporcional entre I y Io, y otro
aritmético entre o y 1 (166 y 198) afadien-
do antes ceros de decimales 4 estos n{imeros .
para sacatlos con mas exactitud y escusar les
quebrados comunes. El medio aritmético es
0, §oooco que serd logatitmo del geomé-
trico que es 3,162277. Blisquese otro me-

Geométrica
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dio geométrico entre este y 10, 000000, y
otro aritmético entre 0,§000000 y 1,0000C0,
y se tendran los dos §,623413 y 0,750000:
este tambien es logaritmo de aquel que to-
davia esta distante de 9. Con efecto, hasta
el medio geométrico veinte y seis no sale el
9,000000, cuyo logaritmo es el 26.%° medio
aritmético o, 9§4242. Sacados con igual tra-
bajo los logaritmos de 2, 3,5,7, 11,13y
demas intermedios que no tiencn factores, se
sacaron por ellos los otros con mas facilidad,
el de 4 poreg. por ser 2x2, sumando con-
sigo el logaritmo de 2; el de 6=2x3 suman-
doelde 2 yel de 3; el de g, cuadrado de 3,
multiplicando por 2 el logaritmo de 3; el de
14=3x¢ sumando los logaritmosde 3 y §; el
de 64 cubo de 8 multiplicando por 3 el lo-
garitmo de 8 &c. pero se han inventado des-
pues métodos mas expeditos de hallar los lo-
garitmos. . :
212 La cifra que precede a las decima-
les de un logaritmo se llama su caracteris-
tica: en o, 000000, logaritmo de I es cero
la caracteristica : en I,000000, logaritmo de
1o, es I: en 2,000056, logaritmo de 100
es 2 &c. y de consiguicnte consta siempre de
tantas unidades menos una como notas tiene
el niimero a quien corresponde. 3,423901I es
- logaritmo de 2654 nimero de 4 cifras, una
' mas que su caracteristica 3. '
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213 En vista de lo que dejamos dicho
(268), si en lugar de multiplicar dos name-
ros sumamos sus logaritmos , debera esta su-
ma corresponder en las tablas al producto
de dichos niimeros. Y al contrario, la dife-
rencia de dos logaritmos estara frente del co-
cente de sus nameros correspondientes. Asi-
mismo , la potencia de un niimero debe cor-
responder al producto de su logaritmo por
el esponente de la potencia: y qualquiera
riz al cociente de dicho logaritmo por el
esponente correspondiente. ‘

214 Veamos ahora como se encuentran
los logaritmos de los nfimeros que no estan
en las rablas, y como dados los logaritmos,
se buscan sus nimeros, en advirtiendo que
como los logaritmos de 10, 100, 1000 &c.
son 1,000000, 2,000000, 3,000000 &c. se
sumaran 6 restarin de qualquier logaritmo
con solo afadir 6 restar de su caracteristica,
1,2, 3 &c. unidades; y como esta suma 6
resta equivale a2 multiplicar 6 partir los na-
meros de dichos: logaritmos , sera lo. mismo
anadir 1, 2, 3 &c. unidades d la caracteris-
tica de un logaritmo que multiplicar por 10,
100, 1000 &¢. ¢l nitmero que corresponde al
lgaritmo ; y al contrario, restar 1,2, 3év.
unidades de la caracteristica de un logaritmo
serd partir su mtimero correspondiente por
10,100, 1000 &,
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21§ Esto supuesto, para encontrar el lo-
garitmo de un entero con un quebrado 6.3
por eg. se le reducira 4 5%, se restara de 1,
§18514 logaritmo de 33, o,698970 loga-
ritmo de §, y el residuo o,819544 sera el
logaritmo de 22 6 de 6 £. Porque. siendo 22
«cociente de 33 partido por §, debera ser su
logaritmo la diferencia entre los logaritmos
del dividendo 33 y el divisor § (213). En.un
quebrado propio % en donde es mayor el lo-
garitmo del denominador, se resta de €l el
logaritmo del numerador, y la diferencia —
o,§19544 con el signo — es el logaritmo de
4+ Efectivamente, siendo cero ¢l logaritmo
de 1, deben ser negativos los logaritmos de
los quebrados propies que son menores que
1, de lo qual nos convencerémos mas, con-
tinuando acia la izquierda las progresiones
aritmética y geométrica ya citadas como aqui
se ve..... Geométrica + &c. 1073:10 *:10 %2
llo°:m':1o’: 10%:10* &c. 6 + &c. o5 agt
53¢ I: 10: 1002 1000: 10000 &¢.
Aritmética + —3.—2.—1.0.1.2.3. 4. &c.
- 216 Si dado el nlimero 964357 mayor
que los de las tablas, se pidiese su loga-
ritmo ; le separaré de la derecha dos notas,
reduciéndole a 9643,57 niimero 100 veces
. menor que -el propuesto (28), y que esta
entre los de la tabla. Busco en ella los loga-

ritmos 3, 984212 y 3,984247:de 9643 y
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9644, y tomando su diferencia 4§ diré : si
por 1 de diferencia entre 9643y 9644 salen
45 de diferencia entre sus logaritmos; por o,
457 de diferencia entre 9643 y 9643, 57
qual debe ser la de sus logaritmos? saco de
la proporcion 1:4§::0,87..... el 4.° término
24,65 6 26 solamente despreciando las deci-
males, parte de logaritmo que corresponde
al quebrado 0,47 ; y juntandola con el loga-
ritmo de 9643 , tendré 3,984238 logaritma
9643,57 : afado 2 2 su caracteristica (214),
Y 5,.984238 que resulta por Glltimo, sera el
logaritmo de 964347.

Si se diese el niamero 8706000 para bus-
<arle logaritmo ; se tomaria en la tabla el de
8706 que es 3,939819, y con 3 unidades
mas en su caracteristica por los tres ceros sepa-
rados , sera 6,939819 logaritmo de 8706000.
Quando el nGmero tiene cifras decimales, se
busca su logaritmo como.si fuera entero, y
despues se quitan de su caracteristica tuntds
unidades como notas decimales tiene el nd-
mero. . ) '

217  Si dado un logaritmo qualquiera 8,
986772 s pide el nimero que le correspon-
de; se le quitaran . a su caracteristica 8 cinco
unidades para poderle hallar en la tabla: y
pues que 3,986772 que: queda, se encuen-
tra en ella frente del nlimero g700; este afa-
dido de cinco ceros por las § que se quitaron
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4 la caracteristica, es decir, 970000000 se«
ra el niimero que corresponde al logaritmo
propuesto 8,986772.

Dado el logaritmo 6,722348 para bus-
car su namero ; despues de quitar 3 unida-
des 4 la caracteristica 6, no se encuentran en
la t,abla mas que los pnmeros guarismos, y
viene 4 caer entre los logaritmos 3,722387
de 5277 y 3,722308 de §276: esdecir, que
el logaritmo 3,722348 corresponde 4 5276
y un quebrado. Para hallarle, se toma la di-
ferencia 82 entre los logantmos de 5276y
§277 , y despues la 43 que hay entre el lo-
garitmo 3,722348 y el de 52765 y se dice,
si 82 diferencia entre los logaritmos de 5276
75277, da 1 de di fermmz entre los nitmeros
-¢qué diferencia dard entre los niimeros, 43
diferencia entre el logaritmo 5,722548 y ¢l
de §276: esto es, 82:1:243:%. Junto este
quebrado 2 5276 y §276 22 Sera con corta
diferencia el numero que: corresponde a 3,
722348 ; luego a 6,722348 correspondera
§276000%522=4276424,37 , namero mil
veces mayor que el anterior. Las diferencias
que hemos supuesto proporcionales lo son
solo proximamente y sin error sensible.

218 Para encontrar el quebrado que
corresponde 4 un logaritmo negativo como
—0,95§3430, le sumaré con. uno de los lo-
garitmos de I0, I00, 1000 &c. segun el ni1-
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mero de decimales que quiera en el que-
brado: sea con 3,000000 logaritmo de 1000;
y tendré 3,000000—0,9§3430=2,046570
que buscado en la tabla corresponde a 111:
partole por 1000 por el 3 que afadi 4 la
caracteristica de su logaritmo, 'y el cociente
o,I1I sera el quebrado que se busca.

219 Veamos en algunos egemplos las
ventajas de los logaritmos, y sea el 1.° ha-
llar el wociente de 6758 partido por 30134
con diferencia de menos de una milésima. Sa-
co de las tablas de logaritmos los de 6753 y
3015 que son 3,829818'y 3,479287, y res-
tando este del 1.° tendré 0,350531. Esta di-
ferencia que estd entre los logaritmos de 2 y
3, buscada en las tablas con tres unidades
mas en su caracteristica, corresponde préxima-
mente al niimero 2241, mil veces mayor que
el verdadero (214): luego si separo de su
derecha tres notas (28) , tendré el cociente
que busco 2,241 tan préximo que no le falta
una milésima. o _

2.° Para extraer la raiz 6.2 de 20, pré-
xima hasta las milésimas ; dividiré por 6 su
logaritmo- 1,301030, y buscando el cociente
0,216838 en las tablas con tres unidades mas
en su caracteristica, se verd que correspon-
de proximamente & 1647, y de consiguicn-
te sera 1,647 la raiz 6.2 proxima de 20.

3.° - Si se pidiese la raiz 8.2 del cuadra-
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do de 3796 se multiplicara su logaritmo
3,§79326 por 2, y dividiendo por 8 el pro-
ducto 7,1§8652, que es el logaritmo del
cuadrado de 3796, se tendra de cociente
0,894831, que con tres unidades en su ca-
racteristica corresponde proximamente 4 7849:
luego la raiz 8.2 que se busca, es 7,849.

4.° Encontremos ahora quatro medios
geométricos entre 25y §%. En lugar desa-
car el esponente de la progresion partiendo
§ 2 por 23 y extrayendo del cociente la raiz
quinta (198), se restard de 0,759668 loga-
ritmo de §3, 0,425969 logaritmo de 235 y
dividiendo por g la diferencia 0,333699, sal-
dra de cociente 0,066739, logaritmo del
esponente de la progresion. Basquese el nit-
mero que le corresponde en las tablas con
una caracteristica de 4 unidades, y separan-
dole quatro cifras de su derecha, se tendra
1,166 1, esponente proximo de la progre-
sion. Multipliquese por €l 23 y los demas
que vayan resultando, 6y saldran los quatro
medios , 3,109; 3,626; 4,228 y 4,931,
Tambicn pudieron encontrarse afadiendo su-
cesivamente al logaritmo 0,425969 de 23 el
del esporente, el de su duplo, triplo y
quédruplo ; pues asi resultan 0,492708; .,
9,5§59447 5 0,626186; 0,692924 logaritmos
de los quatro medios, que se buscaran en
las tablas. '
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Del Complemento Aritmético.

220 Los Matematicos han lograde con-
vertir en suma la operacion de restar un ni-
mero de otro ; por eg. 6 de 8, afadiendo al
8, 4 diferencia entre, 6 y 10, y quitando de
la suma 12, 10 que resultan demas por el 6

“que no se resté y 4 que se afiadi6. Si para
restar’ por -este método 36 de 68, se suma 68
con 64, diferencia entre 36 y 100, y de la
suma 132 se quitan 100 que componen 36
que 1o se resto y 64 que se.afiadieron, que-
dara la resta verdadera 32. . :

221 Esta diferencia que va de un niime-
ro 4 I con tantos.ceros como cifras tiene el
nfimero, se llama Complemento aritmético, y
se encuentra facilisimamente por sey ceros los
guarismos del minuendo. El complemento
aritmético de 870372 por eg. que es 129628,
se saca restando este niimero de 1000000, G
cada una de las cifras 8,7,0,3,7deg,y
la Gltima 2. de 10.

Log.675%....2,829304

B Log.9§2....2,978637.
Complemento aritm.©....Log.527....7,278189

Complemento aritm.....Log.377....7,423659

. - 20,509789

-322  Si para aplicar esta abreviacion 4

los logaritmos, queremos sacar el producte
‘ : L
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proximo de los quebrados 15, £33
de restar la suma de los logaritmos de los de-
nominadores §27, 377 de la de los numera-
dores 675, 952 (49.y 213), afadiremos 4
los logaritmos de 675 y 952 el complemen-
to aritmético de los logaritmos de 527 y 377,
y quitando de la suma, 20,000000 que hay
demas por los logaritmos de §27 'y 377 que
no se: restaron y sus complementos que se
afiadieron , serd :0, §09789 que queda, el
logaritmo del producto de los quebrados;
que buscado en las tablas corresponde pro-
Ximamente 4 3,234. Tambien se sacara el 4.°
término de uma regla de tres, sumando con
los logaritmos del 2.° y 3.5 términos el com:-
plemento aritmético del 1.° y buscando en
las tablas el nimero que corresponde.a 1a su-
ma disminuida de 10, ao000O.
‘ 223 8i se saca el logaritmo de un que-
brado £ afadiendo 4 o,698970 logautmo de
5 el complemento 9,096910 de 8, se tendra

9,795880 logaritmo de §, que queda nega-

tivo si se le quita ro, 560000 que tiene de-
mas. Pero se facxlltara mucho el calculo de
logaritmos de los quebxados no quitandoles
el complemento 6 complementos que inclu;
yan, hasta-haber concluido todas las opera-
ciones que pida dicho cilculo; extendiendo
esta obserwicion 4 los decimales que se de-
ben considérar con suidengminador como. §

. fueran quebrados omunes. =

en lugar '
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224 Si dado.un logaritmo con algunos
complementos demas, se pidiese el nimero
que le corresponde ; se rebajaran primero los
complementos si se puede, y se hua despues
lo que dejamos dicho (217). Pero si el loga-
ritmo es menor que los complementos que
hay que restar , como si se pidiese el niime-
10 4 que corresponde el logaritmo 8,732234
que. tiene 10,000000 demas; se rebajarin
§,000000, y buscando el residuo 3,732235
en las tablas, se separarin de la derecha del
nimero §398 4 que corresponde, cinco no-
tas para decimales- por las § unidades que
quedaron demas en su caracteristica, y serd
0,0§398 el nlimero que se busca,

22§ Quando se multiplican estos loga-
ritmos s¢ ha de cuidar de rebajar del pro-
ducto los complementos que se aumentan.
Si se multiplica por 2 un logaritmo con un:
complemento, resultara un producto con dos
complementos 6 con 20 unidades demas en
la caracteristica. Si se multiplica por 3, se-
ran tres los complementos del producto &c.

226  En la division de estos logaritmos
se hace que el dividendo tenga demas tantos
complementos como ‘unidades tiene el divi-
sor; pues de esa suerte resultara el cociente
con un solo complemento. Para sacar la raiz,
cibica de 222, cuyo logaritmo con un com-
plemento es 9,702922 , le afiadiré antes dos

2
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complementos;; y dividiendo por 3 el logarit-
mo 29,702922 que resulta, tendré 9,900974,
logaritmo de la raiz, que si se busca con 10
unidades de exceso en su caracteristica , cor-
responde por lo que llevamos dicho (214)
a o,7961.

De¢ las Equaciones y de la resolucion de los
: Problemas.

227 Se da propiamente el nombre de
Analisis a esta parte del Algebra que ensefia
a resolver los Problemas ; esto es, & encon-
trar una 6 mas cantidades desconocidas con
ciertas condiciones por medio de otras cono-
ctdas que se llaman los datos del problema,
y son unas sefias por donde se viene en co--
nocimiento de lo que se busca.

Para resolver un Problema r.° hay que
hacerse cargo de lo que en €l se pide, y de
las sefias que se dan para encontrarlo. 2.° Se
supone que la cantidad que se va 4 buscar
que llamarémos la fncognita , sea una de las
tiltimas letras x, y, #, z.... del abecedario; y
mirandola como conocida, se expresa con sig-
nos algébricos' la conexion 6 relaciones que
con ella tienen las demas cantidades que in-
tervienen en el problema: haciendo, . pa--
ra verificar las condiciones que incluye, los
mismos razonamientos y combinaciones que
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s¢ harian con la incognita, si se conociese.

228 3.° De estas operaciones resultarin
diferentes expresiones de suma, resta, divi-
sion , multiplicacion, potencias g raices de
las cantidades conocidas mezcladas con la in-
cognita , entre las que se han de buscar dos
iguales para formar con ellas y el signo ==
lo que llamamos Equacion , por cuyo medio
se averigua el valor de la incognita, prac-
ticando las reglas que daremos en esplicando
mejor lo que es equacion.

229 Si suponemos que la cantidad x val-
ga6, z-+8 serin 14; y la expresion 2+8=14
sera una equacmn. Supomendo iguales a
az—c* y m-+c, serd ax—c*=m-¢ otra equa-
cion. Cada una se compone de dos partes 6
miembros: al 1.° le forman las cantidades
#+6 Y. ar—c* que estin a la 1zqu1erda del
signo =: y 14, m~+¢ componen el 2.° Quan-
do el mayor esponente de la incognita es 1,
se llama la equacion de 1. grado, quando es
2, de 2.°, si es 3 de 3.°, y asi de las de-
mas. b’—x-r-'c3x—3+a'x es equacion de 1.f
grado a’—y —c-—-by de 2.° 2°—m=t—cz’
de 3.° '

230 Como la i incognita en uma equacton
6 esta sumada 6 restada con las cantidades
conocidas, 6 multlphcada 6 partida por ellas;
no se llega 4 averiguar su valor hasta ha-
berla dejado’sola en uno de los miembros de
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“la equacion, quedando en el otro solo canti-
dades conocidas. Entonces se dice que lz in-
cognita esta despejada.

231 ,,Para separarla de las cantidades
s»sumadas'y restadas, se pasan estas del miem-
»bro donde estan al otro con el signo con-
ntrario.* Sien la equacion ab+x—c=8 se
pasu al 2.° miembro 44 y — mudandoles los
'signos , se tendra a=8—ab~+c; donde va x
esta despejada, sin perjuicio de la 1gu.11dad
pues haber pasado ab—¢ mudados sus sig-
nos, es haber afadido a los dos miembros
iguales de la equacion la cantidad —ab~+¢
asi, ab+x-c—-ab+c—8-—ab+c, que se
reduce 4 x=8—ab~+c¢: lo qual no puede
alterar su igualdad.

232 Por esta operacion que se llama
trasposicion, se hacen positivos qualesquiera
términos neganvos y al contrarios y asi con
mudar al 2.° miembro el término —z de la
equacion g*—z—2=d”—m, se reduce 2 esta
a’—2=d’—m~+z, donde pasando d*—m al
1.5 miembro con signos contrarios, resulta
a’—3—d’+~m=x en donde esta z despe-
]ada. De consngulente, si se mudan los sxg-

‘mos 4 todos los términos de una equacion,
se conserva siempre la 1gualdad de sus dos
miembros.

233 ,, Para separar la incognita de qual-
»quier cantidad que la multiplique, se par-

\



DE ALGEBRA. 167
nten ambos miembros de la equacion por
wella si consta de un solo término, y si tiene

»muchos, por la suma de todos ellos. Sien
la equacion a—b*z=%#, se dividen todos los
términos por —b*, multiplicador de z, re-

sultard 4 +,,z ’ t z
——— — ——— __+
‘ 7 b pe o ESto s — o
t ,
=—5, 6 z._;;—— pasando —-;,- al 2.*

miembro. Para quitar los multiplicadores
ay —b* de z en la equacion ar+2—b*z=%,
dividiré sus dos miembros por su suma a—b*,

tendré “nk"x-f- : ue se re
y et a4

d 1 est I d .
uce a esta x+—-‘—_b—z-_—‘.? y Y d¢ consi-
- LY '

.

guiente 2=—

234 ,,Quando alguna 6 mas cantidades
,,dlv;den la incognita, se multiplican los tér-
»minos de la equacion por cada divisor, y
»quedara desembarazada de ellos dicha in-
s»cognita sin perjuicio de la igualdad. Sean

x ) . . e
7—2=a—c’ , si se multiplica toda la equa-

. ’ , ’ bx .
cion por b que parte 4 z, so tendrd ———
sh—ab—bc*, 6 x—2b=ab—b*c, con z li-

. z z ’
bre de 5. En la equacion t-o-;:a’—-‘-, que-
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dara z sin divisores ; multiplicando todos sus’
términos primero por 2, lo que da 2t+2=

54’——?—; y despues por ¢, de que sale

act+cz=2a%c—2z. Para quitar los diviso-
res. de una vez se multiplica toda la equa-
cion por el producto de todos ellos. Multi-
plicando en la equacion anterior por 2x¢ 6

-+

L. : Uz .. %
2¢, se tiene 2ct+—?=2a :—T; que se
reduce 4 2¢¢+cz=2a%¢—2z. Ultimamente,
. .3 2 .
si en la equacion 16—7+n=;-_7;+ab se mulu-

plican sus dos miembros por @c— 2¢ produc-
to de los divisores ¢ y 4—2, se tendrd des-
pues de hacer las reducciones regulares, 34—
ay—06-+2y-+ain—2ane=2cy-+a"be—2abc.

235 Supuestas estas reglas, si se nos
mandase despejar una incognita en una equa-
cion de 1.f grado; lo 1.° se quita qualquiera
cantidad que haya comun en todos los térmi-
nos de la equacion dividiéndolos por ella. Lo
2.° se'quitan por la multplicacion todos los
quebrados donde se halle la incognita. 3.° Va-
liéndose de la trasposicion, se ponen en uno
de los miembros, de la equacion todos los tér-
minos en que se halle la incognita, y en el
otro los que no. 4.° Se dividen ambos miem-
bros de la equacion por las cantidades que
multiplican la-incognita, y seguramente se

.
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babra despejado, 4 no ser que quede bajo
de algun signo radical. ’

236  En este caso se deja sola en un miem-
bro la cantidad radical, despues se suben am-
bes 2 la potencia indicada por el radical, y
quedara la incognita desembarazada de este
vinculo. En ab+y/x=m, 6 vVx=m—ab, se
suben ambos miembros al cuadrado, y resul-

ta x==(m—ab)*. Si se diese 1}( ez )

—3—=

B

é 1'/( ‘x;'x )=b+§ se subirdn al cubo los

dos miembros , y se tendrd : 4:;;-:: =(b+%)3:
multipliquese por 3 y partase despues por

Ca(h+2)3
a—1 y saldr4 por dltimo 2= 3+
- a—I

Hayase de despejar x en la equacion

a . a% .-
——5ax+——a=am3——z— » que parto
z N
desde lnego por 4 comun 4 todos sus téfmi-
ax - d 5 %
nos. En ——gz+——1=m —7 que resul-
2

ta, multi;lico por el producto 44 de los di-
visores de x, y saldra reduciendo, adz— -
20dx+2d*—4d=4dm*—4x. Pongo ahora cn
¢l 1.* miembro los términos que tienen x,y
enel 2.° los que no, y tendré adr—20dz+>-
43=4dm3—24"+4d: parto Gltimamente am--
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_ bos miembros por ad—20d-4 multiplicador

v

donde x estd ya despejada.

T
de z, y sera reduciendo, x:-—“—d-m—-ff*—“-
sd-20d+4 *

237 Vamos 4 poner en practica estas re-
glas y las que dimos para resolver los. pro-
blemas , resolviendo algunos que deben ser-
vir de modelo para quantos se pueden pro-
poner ; en la inteligencia de que llegar dere-
chamente 4 formar la equacion por la que se
resuelve un problema propuesto, es mas obra
del talento y tino de cada uno que fruto de
las reglas; las quales como son vagas y ge-

nerales no s tan facil acomodar a los casos

particulares. _
Problema 1.° ,,Manda uno en su testa-

»mento dividir §oooo pesos que tiene de

» hacienda, entre tres sobrinos , de modo que
s»al mayor toquen 300 mas que al mediano
»Y @ este 200 mas que al 4ltimo: y se desoa
»saber quanto deben dar 4 cada uno.

En este problema se pide dividir el nd-

mero §0000 en tres partes tales que la ma-

yor exceda en 300 4 la mediana, y esta en

1200 2 Ja @ltima : es decir, que la menor con
200 componga la del medio, y esta con 300
la mayor. Luego si dando por conocida la
mas pequefa, la llamo x; sera la mediana z

.con 200 6 x+200, y la miyor x+200+300.

Para que esto sea certo, ha de componer
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fooco la suma de dichas tres partes ; sumo,
pues r, 2+200, 2+2004-300, y igualando
la suma 32+700 4 §0000, tendré la equa-
cion 3747002400003 en la que mudando al
2.° miembro 7006 y partiendo 3x=§0000-
700 por 3 que multiplica a &, saldrd x=—
‘°°°°3—"°‘ = “93:" =16433% que es el valor
dela parte menor x. Seri pues, la mediana
7+200,164333+200=16633 %, y la mayor
+2004-300,16433 3 +200-+300=16933 3.
Con efecto, dichas tres partes suman 0000,
y sus diférencias son 200 y 300 como lo pi-
de el problema,

2.° ,;Sale Pedro de Madrid caminando 8 -
nleguas cada dia, y 4 los 6 dias salc Juan
wen su alcance caminando 11 leguas ¢en
»quantos dias le alcanzara?« -

31 suponemos que le alcance ¢n z dias,
habra andado en este tiempo tantas 11 le-
guas como dias, 6 zveces I1 que son_I1z;
tn estos mismos dias andara Pedro z veces 8
08z, que con las 48 leguas de 6 dias 4 8
leguas que sac6 de ventaja al otro, compo-
nen 48+8z. Para que le alcanzase Juan de-
ben ambos haber andado igual namero de le-
guas; luego seran iguales 112y 82+48, y
% tendra la equacion 112=82+48, donde
112—-82=48, 6 32=48, y 2=22=16, ni-
wero de dias en que Juan anduvo 10x1 1=
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176 leguas, las mismas que 48+16x8=r76
que anduvo Pedro.

3.° ,,Entre dos amigos que juntan bol-
»5as , componen Ioo doblones , y el uno tie-
»»ne 36 mas que el otro ;quantos tiene cada
»uno?* Aqui se nos piden dos niimeros, da-
da su suma 100 y su diferencia 36. Sea pues,
el nimero menor z, serd el otro z+36, y
los dos x-+2x+36 : y como han de compoper.
100, se tendrd 22+36=I00, 22=100—36, y

100—36 __ 64 .
r—=—"2=%t=32, parte menor: la ma-

yor z+36 es 32+36=68 , que con 32 efec-
tivamente compone 100, y le excede en 36.
238 Si en lugar de 100 y 36 se hubie-
ra dado por suma la cantidad 2, y por dife-
rencia b, suponiendo x el niimero menor;
seria x-+b el mayor, y hubiera sido la equa-

. a—=h
cion ¥+r-+b=a, 2x=a—b, yr=—]) ni1-

. . a=b
mero menor. El mayor z+b es -;—+b que

’ ‘-"!’ . -
se reduce 4 —— y como ayb son canti-

dades generales, podemos inferir que el nit-
~.mero mayor de dos cuya suma y diferencia

ay b se da conocida, es —‘;:-"— 6, la mitad
de la suma y la mitad de Ia diferencia, y el

a-h , . .
menor ¢ la mitad de la suma menos la ms -
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tad de la diferencia. De suerte que si dos
niimeros suman 6o y se diferencian en ¥2;
serd_¢€l mayor 2*—;51:36 > y el menor
bo—12

2 ' .
239 Quando en lugar de niimeros se po--
nen letras en el cilculo de los problemas, su’
resolucion es general como esta, y abraza to-
dos los casos posibles en aquella materia. Con
este motivo advertiremos que es facil y con-
veniente conseguir una resolucion general co-
mo la anterior en qualquier problemia, si en lu-
gar de los nfimeros que en €l se den, usamos.
de letras; cuidando de expresar las cantidades
generales con las que le sean mas anélogas,/ re-,
presentando, por egemplo, el tiempo con la
letra ¢, la velocidad con v, uno de sus grados -
con I, dos con 2.... el duplo de una canti-
dad que se haya supuesto 4, con 24, sus dos

=24.

. 4 - N . ‘
terclos con — , su diferencia con otra 4, con

h)
a—b, su producto con ab &c. .
4-° 5, Quiere Pedro traer 4 su taller cier-
»to nimero de Obreros , y exdminando su
s»caudal , halla que si da 4 cada uno 12 do-
»blones al mes, le faltan 6 para pagarlos, y
»ndéndoles 10 doblones le sobran 4 ¢ quantos
»eran los Obreros, y quantos doblones tenia?¢¢
Sea y el nimero de Obreros : pagados 4
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12 doblones importan 12xy 6 12y, cantidad
que excede en 6 el caudal de Pedro, el qual
por lo tanto sera 12y—6. Pagados 4 10 im-
portan 10y que con 4 componen dicho cau-
dal,, que tambien sera 10oy-4. Igudlenss
-ahora estas dos expresiones, y se tendrd 12y—
6=10y+4,6 X2y—10y=6-+4,€sto es, 2y=1I0,
6 y=§ , nimero de Obreros. Seran pues los
doblones 12y—6=12x§—6=54; 0 I0y+4=
10x§+4—=§4. - .
Si se hubiera supuesto x ¢l niimero de
~ doblones, con z-+6 se hubieran pagado a 13
doblones los Obreros , cuyo niimero seria...,

x_'-f . Con 2-+4 se pagaban a 10, y por lo

. x- »
mismo 4 s tambien el nfimero de Obre-
, x~4  x+6 ! .
ros. Serd pues, ——=———: donde quitan-

do los quebrados, resulta 125—48=102+60,
132z—10x=60+48 , 0 22=108, y z=§4.
Sea ahora en general z el niimero de
Obreros , a el mayor precio, b el menor, ¢
lo que falta para pagar al precio subido, y
d lo que sobra pagando al precio inferior.
Segun lo que digimos en la 1.2 resolucion
axr—¢ y bx~+d expresan el nlimero de doblo-
nes, y por eso ax—i=bx-+d , ar—br—c~+d,

d , :
y x:-f-'—-_fb— ; y serd el nfimero de‘Obreros la

-



DE ALGEBRA. 17§
falta y la sobra c+d partida por la dife-
rencia a—b de los precios : el nimero de do-
blones se saca poniendo en az—¢, 6 en ba+d
el valor de x : poniéndole-en axr—¢, es
ax( o+d )_c__u-:- id=ai—+be __ad—+rc

4= a=b  a=b

§.° ,,Un Galgo 4 100 varas de una lie-
wbrc ;qudndo la alcanzara, en la suposicion
»de que el perro anda 3 varas, mientras la
nliebre anda 232¢

Supongamos que la licbre anda x v. antes
de ser cogida, andara el perro 100+z: y
como estas dos distancias estin en razon de
243, serd 2:3ux:100+1x v luego (174),
31=—=200-122 0 r==200. Si hubiera sido
m:n la razon de las distancias , hubiera re-
sultado : suponiendo foo=—a, mn:r:a-+z,

anm

Y T=am~ »X , nA—ME=am, y x:—”———.
-rh

6.° ,,Uno dej6 en su test:mento a su hi-
»jo mayor 1co doblones y el décimo de lo
srestante de su hacienda: al hijo 2.° 2co do-
nsblones y ¢! décimo de lo que quedase : al
»3.° 300 con el décimo.de lo restante: al 4.°
»400 con el décimo....; continuando de esta
»suerte hasta el Gltimo, a quien deja el so-
‘wbrante de Ias partes de sus hermanos: ege-
scutado el testamento salieron todos con par-
‘wtes iguales ;quantos eran los hijos , quin-
\»to cupo a2 cada uno, y quanta era la ha-
! yclenda? ¢
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Llamemos los 100 doblones 2, y supon-
gamos z la hacienda. Quitando 100 doblones
6 a de la hacienda x parael 1. hijo, queda

. X=a . :
x—a, cuyo décimo - junto con 4 com-

) ’ X=1 - r
pondra su parte a+——, que se reduce 2

a—+X . e ;
2 — Quitando de la hacienda z esta can-

tidad y 200 doblones 6 24 para el 2.° hijo,
X a= 20
10 “10 -

queda reducida 4 z—

décimo de esta cantidad es , y suma-

9x—194
10
X294
do con 24 compone 2a+—9—wz - 6

171449%
100
partes deben ser iguales, formaré de las dos
halladas la equacion gax _171479% » don-

10 100

de multiplicando por 100, resulta goa+10r=
171a+9x, 6 10r—Qr=1714—Q04 , Y -por
ltimo r=814=81x100=8100 que es la ha-
cienda : que dividida por una de las partes

94—+% __ 9c0-+8100

w 10

mero de los hijos.
~ 7.° ,,Tres comerciantes emplean ‘1§00
» doblones en un negocio ;qual debe ser su

parte del 2.° hijo. Como todas las

4. 8100 -,
=goo, da 900 =g, ni-
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nganancia para que al fin del afio toquen 4
»cada uno 398 doblones? ¢

Si se supone la ganamcia z, resultardn

1500~+x al fin del afio: y pues que.debe

tocar de esto 4 cada uno de los tres 398, se-

1500—+x
a3

=398, 1500-+2=1194,y de con-

siguiente 2=1194—1§00=—306. Este va-
lor negativo sxgmﬁca que hubo pérdida y no
ganancia en el empleo, y de consiguiente
que el problema esta mal propuesto. Efecti-
vamente, si de 15§00 se quita la pérdida 306,
y se divide entre los tres, el residuo 11 94.,
tocara 398 doblones & cada uno.
8.° ,,Se pide un método que abrevie Ia
mpractica de la regla de falsa posicion do-
»ble (1 93) “ Supongamos 7 lo que se ha de
afiadir 0 quitar al nimero supuesto para que
salga el verdadero z ; sea 4 la menor equivo-
cacion y b el nfimero del qual resulta, de-
“jando las demas suposiciones ( 194) lnvaria-
bles. Si b es menor que z, serd y+b....x...
be-ad __ bi-ad b db~ad_ . (lz-.i d
P ey e
Suponiendo 4 & mayor que z, hubiera Sdglll.\
- =i

, do dey__.

be—
do b—y.._x_: —

e

Esto quiere decir que si se mulnphca'pqg

el menor error la diferencia de los niimeres

supuestos , y el producto se parte por la dife-
M
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rencia de los errores quando tienen un mis-
mo signb , 6 por susumasi le tienen diver-
30, saldrd de cociente lo que se ha de aifiadir
al nimero supuesto, si es menor que el ver-
dadero, 6 lo que se le ha de quitar si es ma-
yor, para que resulte el verdadero.

"~ Sienel 1.° de los egemplos que alli pu-
simos se multiplica 3, diferencia entre los
nGmeros supuestos 6 y 9, por el menor error
94, y se parte el producto 282 por la suma
de los errores 282, se tendrd 1 de cociente,
que restado de ¢ da el niimero verdadero 8.
En el 2.° egemplo multiplicando por el me-
nor error 20, I diferencia entre § y 6, y
partiendo el producto por 20 diferencia de
los errores, sale tambien I, que afiadido 4 6
-da el nlimero verdadero 7.

Los problemas siguientes serviran de eger-
cicio 4 los principiantes : y aunque se deja 4
su habilidad el modo de resolverlos, afadi-
mos la solucion para que les sirva de guia.

- 9.° 4, A yB, se pusieron 4 jugar con
»igual niimero de pesos. A perdio 12 y B
3 §7 » quedaron 2 A quatro veces mas pesos
yqued B iquantos tenian? Resp. 72 pes.
10.° ,,Pacté un Jornalero perezoso re-
»€ibir 12 rs. y de comer el dia que trabaja-
3y8¢, v pagar el dia que no 6 rs. al Amo por
ay]a comida. Echaron cuentas 4 los 30 dias
»Y quedaron en paz ¢quéntos dias trabajo?
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wResp. trabaj6é 10 dias y holgé 20.
11.° ,,Hurtaron dos 6o dob. y habien-
»do refildo al repartirlos, arrebato ci:da uno
»lo que pudo : puestos en paz dio el 1.° al
»2.° 5 de lo que cogi‘é, yel2.cal .o iy
» quedaron con partes iguales ;quanto arre-
nbaté cadauno? Resp. el 1.° 24 y el 2.° 36.
12.° ,,Uno dejé en su testamento la nii-
»tad de su hacienda 4 su hijo mayor, al 2.*
» 15 de dicha hacienda, ;4 una hija y 1200
»pes. por su alma. ;Qué hacienda tenia?
»Resp. 54000 pes.
13.° ,,;Qual es el nimero que partido
wpor 3, es excedido de 20 en lo que 30 ex-
scede al dicho niimero? Resp. 15. :

Problemas con mas de una incognita.

240 Quando hay que averiguar en un
problema, dos, tres 6 mas incognitas ; debe
haber en él otros tantos datos, 6 condicio-
nes : entonces se formara con ellas igual n@-
mero de equaciones, y se sacara el valor de
. las incognitas por las reglas siguientes.

241 Si hubiese dos gquaciones: con dos
incognitas , se despeja una de ellas en ambas
equaciones ; -y<con los dos valores que recul- -
tan, se forma una equacion ; ‘que solo ten-
dri una incognita : despejese esta, y substi-
tuyendo su ‘valor en quahl]&liera do las dos

2
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cquaciones en que se despejo la 1.2, se habra
averiguado tambien lo que vale.

Probl. 14.° ,,Dos Amanuenses han tras-,
»ladado 280 pliegos entre ambos, el uno A
»trabajando § dias, y el otro B trabajando 8.
,» Los mismos han copiado 288 pliegos tra-
,»bajando A 7 dias y B 6 ¢quantos pliegos
~,,escribe cada uno al dia?¢ -

Si supongo x los pliegos que copia A, y
z los que copia B; serdn gxx 6 5z los plie-,
gos que de los 280 copi6 A en § dias, y 8z
los que copi6 B en 8 dias: y de consiguiente,
serd §z-+82=—=280. Por lo mismo serin yx
los pliegos que de los 288 habra escrito A, y.
6z los de B, y serd 72+6z==288. Despejo
r en ambas equaciones, y tendré en la 1.2

o—82 . . . 28—
a=2"% yenla 2.2 r=

Igualo

ahora estos dos valores de z, y resultara la
280—8z _ 288—6z
— =

equacion , con una sola incog-

nita z: despejandola sale z=20, cuyo valor
substituido por z en una de las dos equacio-
nes en que se despejé x, v. gr.enla 1.2 2=
a80—8t

, lareduce 4 xzw , esto es
x=24. Dire, pues, que de los 280 copié A
24x§=120, y B 20x8=160: y de los
288 A trasladé 168, y B 120.

- 8i hubiesamos supuesto 2804, §=5,
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8=/: 288=d, 7=¢, 6=f: serian las equa-
ciones bx-wz_a ex-n—fz._.d Dcspelando x,

sale x= ‘;cx r= —e z Ly 1gualando ..
tos valores, “—= d"f‘ ; don d _ bd-ae .
b fb-wc

_ Péngase este valor en 1a equacion z=
. - ( lzd—u)

y saldra por ﬁltimo g=_\ ft—e/ , que se
, b ‘

’

reduce ===

f-w

15 ,, En una mezcla de oro y plata que
' ,,nene ] pu]gadas clibicas de volumen, y
»pesa § libras 6 ‘8o -onzas, se quiere saber
,,quantas pulgadas hay de oro, y quantas
»de plata, en la inteligencia de que cada
»pulgada ciibica de oro pesa 12 onzasy 3
,,y la de plata 6 onzas y 3.«

- Sea'x el niniero de pulgadas de oro de
la mezc)a y z el de las de-plata, y serd
z+z==8, 1.2 equacion. El peso del oro 2
tazon de-i125 cada pulgada, es 123xzx 6

g—f—’-‘;y "¢l de la’ phta a6: ‘cada pulgada,

6 g 622 Ly como toda la mezcla pesa 80
“38x 62z
onz. se tendra la 2.2 equacion =——+——= So.

Despejese. & en las dos, y serd en la 1.2
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7 Yo=-6 23

r=8—2z2, yenla22 r= . Serd
1.4 :

-6
pues, T2 —8—2, de donde se saca

z2=3%: luego 7=8—z=8~3%=41. Estos
dos valores ademas de sumar 8, s1 se multi-
phcan 3 por st y 4.“ por &2, produci-

ran 8o onzas.
Si se -supone'a_el volumen de la mezcla,

el pesos ¢ el peso de cada pulgada del un
metal, y d el del otro; seran 24+2=a, y
cx+dz=b las dos equdcwnes ; en las ‘que

b-dz

v

r=a—2z, 2= Hagase ahora a—z_

b—dz » - ac:

— , y sera z=—
este valor en r==a-~z ,/serd ¥==d—..,,
4‘—#,’ — b—-dd
C—d =
especie de mezcla.

242 Si ocutriesen tres equacwnes con
tres incognitas z, z, y, por eg. se despejard
qualqmera de ellas, .#,.em las tres equacio-
nes, ¢ igualando el’ Ivalor mas sencillo de »
4 los otros dos, resultaran dos equaciones con
las dos incognitas 2, ¥, que se despejan’ co-
mo acabamos de deur. Conocidas-z , », se
conocera x substituyendo en una de las tres
~equaciones en que se despc;o los valores de
z,7. Quando hay quatro 6 mas equacxones é

iy sustituyéndd

) . ot .
-t valores' generales para toda

i
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incognitas, se despeja una en todas, se igua--
lan sus valores para tener una equacion y
una incognita menos, y se continfia asi hasta
Hegar 4 una sola equacion con una sola in-
cognita, haciendo despues las sustituciones
correspondientes.

Prob. 16.° ,,Un General divide su tropa
»en tres trozos , les ofrece de agasajo, si to-
»Mman una plaza que va & sitiar, 2703 dob.
»de los que han de percibir 3 dob. cada uno
»de los Soldados del trozo que entre prime-
»ro enella, y los que queden se han de re-
»partir igualmente entre los Soldados de los
pdemas trozos. Hallase pues, que si el 1.*
, trozo entra primero toca &4 cada uno de los
,»Soldados de los ‘demas a doblon y medio:
»si entra primero el 2.° caben los demas &
,,doblon, y si entrael 3.° tocan 4 4§ rs. &
» < de doblon & los otros : y se pregunta el
,,nimero de Soldados de cada trozo.®

Supongamos z el nimero de Soldados del
1.7 trozo, z por los del 2.° y por los del 3.*
y llamemos;2703,4. Sientrael 1. trozo pri-
mero, son 32 los doblones que perciben sus
Soldados, y como toca doblon y. medio 4

. z+3y .
los demas, consumiran.13 (z+7) 6 3=
. ’ L ma

que con 3z compondrén 3703 6 4, y serd
2z 429 )

la 1.2 equacion 31+ ==a: si entra pri-
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mero el 2.° consumen sus Soldados 3z, ¥y
los demas que tocan 4 doblon, z+y, y la
2.2 equacion €s 3z+r-+y=a. Entrando el 3.°
primero son 3y los.doblones que se repartén
3xX—+iz

a sus Soldados, y los demas : luego la

32 equacion es 3}4—3”"'-—3-‘-—:4. ’
Despejando. ahora z en Ias tres resulta.

T SR ¥ Sadd :
- "_7' , ..x—4—3zf')'; =

—F2y—" ‘ ’ -
el i Igualese el 2.° vilor 4 cada
uno de los otros, y se tendra despejando z

u—gz—; y

en las dos equaciones 4—3z—y= .
44—121—33

. an 3
44—3) , 2= 9)—4
15 6

estos dos valores la e'guacion

a—3z — y= que resultan , z=—

. Formese por Gltimo, de

443y 91—«

15~ 6 °
394 . 39X¥703
153

689, Soldados del 3.f trozo. Pongo este va-

91—4
6

de donde se saca y—

lor enla: equacion z=—= , ¥ saldra z—

—ﬂ%ﬂ —483, Soldados del 2.° trozo.
Sustitnyo Gltimamente los dos valores de z, z,
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en la equacion z=a—32—y, y serd r=
2703—3%§83—689=265 , Soldados del 1.*
trozo. En efecto, si se hace la prueba, se
verd que 3x265+%(689+583)=2703,
3%§83+265+689=2703 , y finalmente
3%x689+%(265+583)=2703.

Los siguientes problemas serviran de eger-
cicio 4 los j6venes. : '
17.° ,,Si al valor de una de dos alha-
»jas que’uno tiene, se afiaden 150, resulta
s»un valor triplo de la otra, y si al precio
s»de esta se afaden los 150, igualadla 1.2
»¢Quanto vale cada una? Resp. La 1.2 300
»Y la otra 1go0. , :
18.° ,, 5éué niimeros suman §70, de los
nquales $+3+= del 1.° iguale 2 +3+2
»del 2.°7 Resp. 264, y 306. S
19.° ,,Quarenta personas comen una
»merienda que importa 40 rs. Cada hombre.
»Ppaga 4 rs. cada muger 3 y cada nifo 7,
»¢quantos hombres , mugeres y- nifios. hay,
»en el supuesto que este Gltimo niimero, es:
»quadruplo del de los otros .dos afiadidos:
wde 12¢ Resp. § homb. 4 mug. y §o nifios. -,
20. ,, Tres se ponen a jugar: a la 1.%
wpartida perdié .el 1.° igual cantidad que
wlos otros tenian: 4 la 2.2 perdié el 2.° otro’
ntanto quanto tenian el 1.° y 3.° Enla 3.2
»partida perdi6 el 3.° tambien cantidad igual
»ala de los otros dos: y al salir del juego.
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,,salxeron los tres con igual dinero: ;:con
» qua.nto se puso a ;ugar cada uno?¢ Resp.
el 1.° con 39, el 2.° con 21 y el 3.° con 12
pesos.

Problma; indeterminados.

243 Los problemas resueltos hasta aqui
se llaman determinados , porque tienen tan-
tas. condiciones como incognitas.- Quando es-
tas son mas que las condiciones, se llama el
problema mas que determinado , y sucede fre-
cuentemente que- las que hay demas , 0 son
infttiles & oponiéndose unas a otras hacen el
problema imposible.

.+ Pidense por-egemplo, dos niimeros z, 2
cnya suma sca 8 , su diferencia 2, y su pro-
ducto 12. De las tres equaciones x+2z=8§,

r—z=2, xz=12, que resultan, la 2.3 da
x=z-+2, y sustituyendo este. va!or enla 1.2,
se tiene z-+2-+2=8, 6 2=3 : puesto este va-
lor ¢n la 2.2, resulta z=35. Péngase ahora
el producto 3x3§ en lugar de xyen la 3.2
equacion, y la reducira 4 rg=12, conse-
cuencia falsa que muestra que el problema
es imposible.

244 Si la tercera condicion del problema
hubiera pedido que el producto fuese 13,
hubsiera sido la 3.2 equacion zy==1§: y sacan-
do de'las dos primeras equacionss 2=3, z._.3,
sustituyendo el producto de estos dos n{ime-
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ros en lugar de zy en la 3.* equacion, hu-
biera resultado 1§=14 : equacion que se
llama idéntiéa, por tener unas mismas can-
tidades en ambos miembros, y que confirma
la inutilidad de la 3.2 condicion para el pro-
blema. o

En general, quando despues de haber
llenado las condiciones de un problema, re-
sulta una equacion idéntica; es prueba de
que 4 todas las cantidades de la clase de que
habla el problema, conviene la propiedad que
en él se propone. Si se pidiese un niimero
de cuyo duplo restando 1, y del duplo de
la resta quitando 2, partiendo despues el re-
siduo por 4, resultase el nlimero z—I ; se
hubiera ‘tenido e ol RS R dond/e"x'—lz

4 .
¥—I': ‘equacion idéntica que muestra, que
conviene 4 qualquier. niimero la propiedad
expresada. en el problema. Lo

24¢ Llamamos.4, un probleina indeter-
minado quando hay en él mas incognitas que
condiciones 0 que equaciones: si se piden dos
nimeros x , z, tales'que testando el 2.° del
1.°sea la diferencia el duplo del 1.° menos
6; se tendrfa una sola equacion r~%z=22—6
con dos, incognitas. En este caso se- despeja
una de éllas +=6—z, y dando a ‘arbitrio
diferentes valores. 4 z, se tienen otros. tantos
valores de . Si se hace z=—0, sera x=—==6:
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si z==1 , 2==6—1=—¢; si z=—20, serd r=—
6—20—14 &c. hasta el infinito.

246 Quando en estos problemas se exi-
ge que los valores de 7,z sean nimeros en-
teros y positivos, se cifie 2 pocas el infinito
nimero de soluciones y queda el problema
 medio determinado, 6 semideterminado ; el

anterior por eg. no "admite mas que las siete
soluciones siguientes:

z=o, 2=I, 2=2, 2,:3', 2=4, z=§, z=6,
=6, =5, 7—=4, =3, =2, =1, 2=O.

Y por quanto no es de nuestro instituto es-
tendernos. en los métodos generales, inventa-
dos hasta aqui para averiguar el nimero de
soluciones de los problemas semidetermina-
dos, nos contentarémos con una muestra de
ellos , resolviendo los: problemas stgmentes.
1.° ,,Cierto numero de varas de  pafo
»d 20 1s. y detela 4 31 importan 1770 1s.
- gquantas hay de cada:.cosa?
- Siendo z el nfimera de.varas de pafio y
z el de las de tela, tendrémos 21x+3 12—
1770, ¥. despe)ando la.incognita z que tiene
menor coeﬁcxente x—-'-fﬂ°—;—3m —'—84—z+

+6—102
dmdxendo por 21. Como esta canti-

dad ha de ser néimero entero, lo sera tam-

. 0—10%. , 13026
6

) ar

bien

. Llamemos$ pues, E,
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102—6

E',E"un entero, y tendrémos —

=E,y

21 E~+ E+6

10

E~6

6
—2FE+

—

. Tambjen

=E' nimero entero, y de consiguiente
E=10E'—6. Este valor que ya no tiene que-
21E~+6

brado, substituido en la equacion z=—=——,

lareduce 4 z=—=21E'—12: y éste puesto en
y P

y=

—-————'77‘;:5"' , da x_.—:.xo_z-—ng}.
Aunque de las dos equaciones z—=21E"—
12, 7=—102—31E' me dice la 1.2 que sal-
drd nfimero entero y positivo sustituyendo
pr E qualquier cantidad que no sea cero;
pero por la 2.2 ha de ser tal el valor de E? -
que 31E’ sea menor que 102, 6 E' menor
que 22=3 % : luego el problema tiene solo
tres soluciones , la 1.3 haciendo E'—1, en
@yo caso x==71, z==9 , el importe de las
varas de pafio 1491, y 279 el de las de te-
la. La 2.2 haciendo E'==2, y entonces r—
40, 2=—30, el valor del pafio 840, yel de
la tela g30. Y la 3.2 haciendo E'=3, en
ayo caso z==9, 2==41, el pafio 189, y
latela 1481. - -
2.° ,,Se pide componer 741 1s. con 41
wpiezas de tres especies , 4 saber de 24, de:
»19 y de 10 15.¢ ‘

Si'son x, z, y, respectivamente los nime-
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ros de monedas de cada especie, sera r-+z+
y=41, y 243+192-+10y=741. En estas dos
equaciones se tiene r==41—2—}), T=—..

-’-"—"-"-;;"——-"’i; y de consiguiente 41—z—y=

2434y 33—
VY 2 __T__.48-—2]+-—-5 ,
3—sE _
+

741—19z—1cy
34

o A :
T —=E, sera y—

Hagase ahora

s—E . 3—E
—_—F 2 niend
E 7 y suponiendo =

— ' _ 3—E
E=3—4E', Puesto este valor en y=——,

resulta y=—gE'—3: y en z.=3-"—3-'?"'—"— susti-

tuyendo el de y, sale z—=57—14E: y pues-
tos los de z, y, en a==41—2—, se tiene por
altimo x=—9£'—13.

Concluyo pues, de las tres equaciones

a==9E'—13, z==§7—14E', y=—=5E'—3 que

para tener soluciones en nimeros enteros y
positivos, E' ha de ser tal 1.° que gE’ sea
mayor que 13, 6 E' mayor que S5 2.° que
14E£' ha de ser menor que §7 o E" menor que

$7

yol mayor que $. Luego solo puedo dar a E'
los tres valores 2, 3, 4, que dan las tres solu-
ciones siguientes del problema, 1=§,2=29,

y=7: x=14, 2=1§, y=12: 3==13, 2—1I,

]=[7.

—E', sera

$27—4X: 3.° que §E’ sea mayor que 3, 6
\
\
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3.* ,, Entre dos tienen 100 dob. la parte

ndel 1.° contada siete a siete, y la del 2.°

»ocho & ocho dan de resta 7, ¢quanto tiene
»cada uno? ¢

Sea 7z-+7 la parte del 1.°y 8z+7 Ia

del 2.° serd 72+8x+14=—100, y 2=

36-3 - - -
I Iz—x-t-:-f. Hago L3 2:!’,

y tendré z—7E+2, y de consiguiente 2=—=
o o—8E 3 equacion donde solo se
puede poner por E cero y 1: y asi de solos
dos modos se puede desatar el problema. Si
E—=o, sale z=—10, y a==2, la parte del
1’ 72+7=—77, y la del 2.° 824+7=—23. Si
E=1,z=—2, r=9, 72+7=21, y 8z+
7=79-

4° ,,Hallar dos nimeres cuadrados cu-
»ya suma sea 4, niimero entero y positivo.

Sise suponen dichos niimeros z*, 2*, se ten-
i 2’42°=—a, y ==y/(a—2*) : es decir,
que el problema no sera posible 1.° si z* es
mayor que « y lo mismo x*; pues si a=17,
y2=g, 1/(a—2z") se reduce a y—8, can-
tidad imaginaria 6 imposible: lo 2.° si a—z*
10 es un cuadrado perfecto ; pues si a=17,
=3, Y/(a—2*)=1/8 no desata la cuestion
por no ser 8 cuadrado perfecto; con que si
4=17, solo es posible haciendo 2=1, en cu-
yo caso y/(a—z*)=y16=4, y suponiendo
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2=4 , pues entonces / («—2z" )=V I=I.’
§.° ,, Hallar dos cuadrados que se dife-
pTencien en a4 cantidad entera y positiva.“
Si llamamos x la suma de las raices de
“los dos nfimeros y 2z la diferencia, seran los
x_:z’ , ’-c:—z: la diferencia de

%%t Xzrr =X 22z
sus cuadrados es , que se

nimeros (238),

reduce 4 2z : luego zz=a; y la diferencia
dada es siempre el producto de la suma de
las raices de los nlimeros multiplicados pot
la diferencia.

. Sea a=60, y como sus factores son 1x60,
2x30, 3x20, 4xI§, §xI12, 6x10 ; tendri ¢l
problema seis soluciones, bien que solo con:
2y 30, 6y 10 nimeros pares resultan nii-
X—+Z

meros enteros. Si 2=30, z=2, =16,.

X—z
2
se diferencian en 60. Si r=10, 2=6,....

x—:; =8, x_: =2 y sus cuadrados 64 y 4

tambien se diferencian en 6o.

=14, suscuadrados son 256 y 196 que

Equaciones y Problemas de segundo grado.

247 Quando estas equaciones son com-
~pletas 6 no tienen mas términos com la in-



'DE ALGEBRA. 19
cognita que el de su cuadrado, se restelven
deando en un miembro este término solo,
sin coeficiente, y con signo positivo, y sa-
cando despues la raiz ‘de ambos micmioros.
En la equacion a=—=¢*—dx*, se paa al 1.r
miembro —dz*, y.los demas al 2°, se le
*—a

3

quita el qoeﬁciente d, y queda 2°=

despues se saca de ambos miembros la raiz

: ;"')' Con

Jos signos == del radical , se significan las dos .
raices posmva y negativa que tiene el cua-

drado -

(f‘") Y (555) 6 de = (E5) e

¢ —’) Sl Ia equacxon hublera sxdo azt—

cuadrada, y;resulta x‘;—;.'_-l/ (

( 1 13) , el qual es producto de

vV

'3b=—c¢b2", 6 az -bz‘==:+ 3b dividi~
dos ambos ‘miembros por w—b, y sacando la

b
raiz del resultado z’——-‘—_b— hubiera sa-

}hdo 2= 1/ ( H_‘: )

248 Quaudo hay uno dos. 6 mas tér-
minos ¢on I3 incognita ademas de.su cuadra-
do, como en z’+245'==b; puestos todos
¢n un miembro se ve que & x’~+24x cuadra-
do de la. 1.2 parte %, y dug}o d: la 1.2 por
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la 2.2, falta el cuadrado de la 2:* parte para
ser cuadrado completo: luego habra que
afiadirle para que lo sea, 4* cuadrado de
mitad de 24 que multiplica 4 x, el qual se
afadird tambien al 2.° miembro de la equa-
clon para que se.conserve la igualdad. Re-
sulta pues, la equacion x?+24z +a*=b+a*
de cuyos dos miembrés sacando la raiz cua-
drada,se tiene r+a===xy/ (b+a'), 6
a=-+axy(b+a’). o

249 Estas equaciones se llaman dncom-
pletas; y se resuelven generalmente ,,ponien-
’,»do primerd en'un miembro los términos don-
,,de se halle la incognita, dejando positivo al
",,del cuadrado, y con 1 de coeficiente:: se afid-
,,de_despues 4 ambos miembyos €} cuadrado
,de 1a mitad de’ld'cantidad ¢ cantidades que
,»multiplican la incognita, y se saca.por ulti-
" mo la raiz de dichos miembros.«x = . °

Sirva de egemplo la equacien cx—bd=—=
dy—ax® que dispuesta asi ax’-nxr-de=bd,
'y dividiéndola por 4, se reduce 4 esta x4+
‘x:dxz%. Afado ahora 4 sus dos miem-

—d \? 3 N
_br?s;(‘-?‘—»)‘. cuad)rado de la mltaf;l de —

que multiplica a x ; y tendré 2*-+ _x—_-d_x_.'_
C Y e—d \ 2 bd g 2 NN R
(""’""') ="‘_'+(—""') y cuye: I miem-

.8 . 4. 24 o . .
tro es cuadrado completo's saco'la raiz “de

7
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o —d
ambos , y como resulta T
PR A XA t R

v (ﬁ‘-‘—-'-( rd ) ; ) , serd ﬁof"lﬁltimo =

AT A .
(&) ) ‘

§i s¢ hubiese ‘dado la eqﬁicion 4z2°*—8c=
4'z—-%—b, que ordenada y dividida por 4,

2 (Z g qe S
¢ 2°+~——z=3¢—b se hubiera comple.*
. ,.4‘ ; 4;rv‘.;!,."~’,’ L
tado afiadiendo (T—;) cuadrado de 'la

* \-04 - L v . B
mitad ——T1 que multiplica d z5 el resul-
R A S .

RIS LY - NI AN U N ST TP
tado €5 22— —2z -+ ——,—-,;).,::.2:—5-'-..
! o '44.'1: 84-', i AT :
. % J‘u_,’.vl Syt g e . e « ',
(—.—1 .3 de donde sacando la raiz, se tie-
84 B VEEAR) 75 A . )
S € g o iy i G g\?
ne z4— Ik 2:—34—1(——-—:),), ¥
Y A U - I T
71,0 s € ' ) € L\ ’A
UItlmamente Z—;‘-r ;;"_':']/ 20;-7-b':+ ‘5;'-;) ) s
Prob.1.° ,,Un Agepte de comercio recibe

Y S f‘g iy . T -
nwpara el gyro , de’cada Cemerciante  tatas
nveces ‘1§ dob. como gsoﬁiadqs hay. Su ga-
s AR MU AR SRR T 3 =
whancia-que €s fantas veces 2 dob. por 160
ncomo Mercaderes hay , multiplicada por 7
wda de producto el nlimero justo de los Mer-
ncaderes: jquantos son?. - |

.

P

PR 2O

N2
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‘Suponiendo = el nimero de Mercaderes,
serd 14z lo que cada uno’ ponic, y ld suma
de todos 15axx 6 1 5:’ : la ganancm debe ser
2% 30"
182" =
100 100

y mulnphcando-_
g
la por ; 7 dard el numero i: 3 “esto es, SF —
- i

et
XG=1T, o—?-—x y 623 =1§0%. Partase

por 6z y saldrd z*=25: luego 2=z 25=3
namero de Mercaderes. Sera pues, §x15=7¢
lo.que cada uno ponia; todo el fondo 74

5.._375 y la ganancxa 37—-
2.° ,,Uno compro cierto nfiméro de Cor-

»»deros en 1000 13. 4 tal precio, que con el
» mismo dineto pudo haber comprado § mas,
,’é1 se los hubieran dado 4 rs. mas baratos y
»le hubieran sobrado 10 1s. ;quintos Cor«
svderos compré, ¥ que lé costG cada uno?
Slendo z el | numero de Corderos R aeri

fo0o0 el preﬂo de cada uno : habiendo com-

prado § mas, hubiera ¢ Zostado cada Cordero
100010

- Q00 . ¥
=== . Y es ‘este precio es
} Ppyes este precio es

o
menor que el otro én 2 rs Se tendra —:ﬂ%;—-:—..

~e

« xd-.is

2 2 — thense fos. queBrddos y teduz<
case, y saldrd 2i==2¢a0, ¥ de consiguiea-.
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te x==go, niimero de Corderos; cuyo pre-
. 1000 . :

¢i0 es —— =30,

3.° , De unos amigos que se juntaron &

» merendar , se marcharon dos quando se tra-

»t0 de pagar 144 1s. que hicieron de coste;

»»y asi toc6 4 cada uno de los que quedaron,

» 6 1s. mas ;quantos eran?¢ .. R

. . o, 1
Suponiendo z su nfimero , serd % o
v L E
que cada uno debia pagar, y 4: lo que
L X- . .

efectivamente pagé idos los dos: y pues es-
ta cantidad es mayor que la primera en 6 1s.

tendré -lﬁ~6:lii, esto’ es, (quifando
X=2 x

los quebrados y reduciendo) z'—2:=—48:
anado 4 ambos miembros 1 , cuadrado de: la
mitad del coeficiente de z, y serd z*—22+1=
48-+1, de donde sacando la' raiz sale z—1=2
#1749, Yy r=I=%x7. De aqui resultan 8:y%
—6 por valores de z, y de ellos el 8 es el ni-
mero de amigos que satisface 1a cuestion; puies
4% 18 parte que debia cadd' uno de los 8;

8
es menor en 6 que =—-=24, parte que to-
6 4 los 6, que quedaron. ~© ¢
E! otro valor —6 confirma lo que deji-

mos diche de lus cantidades negativas ; pues
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resuelve el problema en un caso contrario al
qus se propone: esto es, en el supuesto de
que se hubieran llegado dos mas 4 comer y
pagar ; y que hubieran tocado 6 rs. menos 4
cada uno. .Con efecto , la equacion hubiera
sido -l-i‘l-:;-l-io'—-c—6 , de donde se saca r=
. x - x4 - .
—1=7, esto es; =6, y z=—8.

. 4.° ",,Salen 4 un mismo tiempo dos de
»»un Pueblo para otro distante a de leguas;
s»el 1.° anda cada dia ¢ leguas mas que el 2.°
» y llega b dias antes que el otro, ;quantos
,»dias tarda:cada uno, y quantas leguas anda
pal dia?=¢. . - . .

.. Siendo y las leguas que anda el 1.° cada

dia, serdn %log dias que tardé, y—¢ las le-
SN ‘a4 . :
guas que anda-el 2.° y ——;'los dias ‘que tar-

T4 - T A . .
d6; y puesto que los dias se diferencian en
\

, , AR a , ac
b;'se tendra"-]-_—_——y-c—b‘; 0 yi—g =
AR - e ? .
Completese el cuadrado afiadiéndo TV se
] 4

tendra y*—cy+ —‘—=i+f—’—: de donde sa-
' 47y b 1 St
cando la raiz resulta ini-l/ (-:—c -4-—‘;—)

Sea a:gb leguas, ¢=2 dias, y b=2 se-

‘3

| ra ]=zii'V(be+ ;—):%'_."1/(9-9—?+§) =I..

=)/100==I=%I0: con que serdn II las le-
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guas que anda el 1.° y 22=g los dias que
tard6 : 9 las que anda el 2.° y22=11 los
dias del viage. Suponiendo a=go, b=1, =1,
se tiene y=10, leguas del 1.° y g los dias que
tardé 5 el 2.° anda entonces g leguas y tarda
10 dias. ' o .

240 §.°,,Si dadas tres de las cinco cosas
»que se pueden considerar en una progre-
»» 5lon , 4 saber primero y @ltimo términos, su-
»ma de todos los términos, niimero de ellos
» Y su esponente , se pide averiguar las otras
»dos;¢ en la progresion aritmética, se to-
maran las dos equaciones b=ag~+d(r—1),

s=(a +b)-3— encontradas (164 y, 168), y con-

siderando como incognitas las dos cantidades
que se pidan, se despejaran en ellas por las
reglas dadas (241). : 4
Supongo que saliendo dos & un tiempo
de dos lugares opuestos que distan 630 le-
guas , caminando el uno I legua el 1.5 dia,
3 el 2.°, gel 3.°, aumentando en los de-
‘mas en’ progresion aritmética, y caminando
el otro por dia con arreglo. 4 los nfimeros de
la progresion, 2, 3, 4 &c.. se pregunte qué
dia se encontraran, y las leguas que anda
cada uno. S o
Como las dos’ progresienes concurren i
acercar los caminantes, se:deberén sumar, y se.
tendra la:nueva progresion = 3.6.9.:.12 &c.
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cuya suma s ha de ser 630, a=3y d=3,
y habra que buscar el n{imero de términos ».

Despejando b en las dos equaciones, se tiene
Ls=an

b=avdn—d, b= : igualense estos va- -

lores, y resultard ld equacion g-+dn—d—....

2s5~-4n , . 248 25
——— que se reduce 4 +——H=— i re-
B .

suelvase por las reglas dadas y serd s=%——
-‘—il/(i‘—-a- (—f—-’—) 2). Sustituyo ahoralos va-
d " \d \d * S

lga’res de a, s, y d y tendré n=— /22230,
nfimero de dias que tardan en encontrarse los
viajantes. Para encontrar las leguas .que an-
duvo cada uno hay que sumar 20 términos
de las dos progresiones + I.3.4. &c. + 2. 3.
4. &c.: En la 1.2 despues de haber sacado
b=a+d(n—~1)=1+2(20—1)=39; sale s=

(a+b)::'-:(x+§9)lo=4oo , leguas que an-
duvo el 1.°: y en la 2.* donde b=a+.....

) _ LA
d(n—1)=2+1(20—1)=21; es ::(aa-b);__

(2+21)10=230, leguas del 2.° .
25t En la progresion geom<trica se ha-
o bg-a
~cadas (197 y 201), el mismo uso-que de las
dos de la aritmética. - .
Un Criado infiel saca de un frasco donde

ce con las equaciones b=a4%—*,s = sa-
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hay 20 quartillos de buen vino, uno cada
dia, y lo reemplaza con otro de.agua: al'ca-
bo de 4 dias ¢quanto vino quedari en el fras-
co? El 1. dia quedan 20—1=19 q.Ms Bl 2.* -

‘.
/"

19(19—+1)—19

quedan yg—i2=29%%0719 —

20
wxi9 _ 19°

. 19
=-=. El 3.r dia quedan -2—;_._’3 3

% 20

19° 19" _19°x20—19° _ 19’(19_;.;)_19'-:’_;7::

20 =,,,7" /
192

20 P

20 20° 20*

193 . :
37+ luego la progresion +19:

* Ly
20?* A :/
19° 19° o \\>]u_ / “
20 .:;? chxﬂ

presa el vino que va quedando cada dia. De

consiguiente si en la equacion b=ag"—1 se sus-

tituye en lugar de a4, 19; por g, 22; Y 4 en
4 .

Ingar de n, ser b=19(3%)*=

20

19 __2s0sar
205~ 8000 T

16282 pOl’CiOn de vino que queda despuc§

8000

del 4.° dia.
Si se preguntase al cabo

de quantos diss

quedaria igual porcion de agua que de vino;
sera a=19, ¢=32, y b=10: luego en lu;

gar de b=ag*—* 6 bg=aq”,

;—§=1’9(§§, ”, que se reduce

se tendria. Lpx

“dividiendo por-

19, 4 ;=(32)", equacion que directamente

a0

no se puede resolver, por ng poderse desper
jar » sino subiendo 2 & sus potencias hasta
componer . Pero por los logaritmos s¢. tie-

e (213) nL(3)=L}; Y"‘=2-‘§"="3§—';‘;-§-§§-«

——

AN
.
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252 Prob.6.° ,, Explicar los fundamen-
y»tos y practica de la regla de Interés.
Se llama interés la ganancia que se saca
del dinero prestado ; dado 4 censo 6 puesto a
- comercio : y sera simple quando gana solo la
cantidad 6 principal empleado, é interés do-
ble 6 compuesto quando las ganancias se jun-
tan al principal para producir ganancias.
.~ 1.° ,,Dado un capital, el tiempo que
s»€std puesto 4 ganancias , y lo que se ha de
" ppagar de cada 100, encontrar lo que se
»»debe al cibo de dicho tiempo.¢¢
Si' llamamos p el capital , ¢ el tiempo,
el interés que da un real cada afio, ys la
suma que se busca; .dirémos, si un real da ¢
de intérés en un ano ;qudnto dard el princi-
palp? 6 nirupipr: y serd f'r lo que produ-
ce p de interés cada afio : digase despues, sf
en I atio p da pr ien t de asios qudnto dard?
6 1:prut:prt. Luego prt son los intereses que
da p en el tiempo #: juntense con el princi-
pal p, y saldra la suma que se pide 6 s—
p+prt. Despejese en esta equacion p, r, y £

: ,r:-‘:—',t:i; en

y se tendrd p—

donde conociendo tres de las quatro cantida-
des p,r, ¢, s, serd facil averiguar la otra.

"-- ySupongamos que un Usurero ha pres-
»tado 1§600:rs. con la condicion de recibir
5»8 15. de-cada 100 de ganancia cada afio, lo
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»que se. llama 4 8 por 25 y que se pregunta,
»quinto debe percibir A fin de § afios por
»capital & intereses.* En este caso p=14600,
t=¢, yr se encontrari diciendo, 100 rs.

dan 8, 1 real qudnto dara? 6 100:8:1:;%—o,

.——-—-——'\
o8, sera pues s=p-+prt=15600-+15600x
§=0,08=—=21840 rs. suma’ que debe perci~

bir. Si dada esta suma pagada por § afios 4
8 por 100, se pidiese el capital ; se tendria -

s — 21890 __
=5 x-+5xoos’—:156°°- Del mlsmo

modo se encontraran las otras dos cantidades.
2.° ,,Uno que paga de renta cada afio 4,
»deja de pagarla ¢t de afios con la condicion
»» de dar 7 de interés por cada real del dine-
»ro atrasado <quanto debe al cabo de # de
5 aflos ? ¢
Al fin del 1.5 afio no debe interés : por
no haber renti atrasada ; al fin del 2.° afio
debe el -interés ar de una renta a4 atrasada;
pues si 1 real dar, a produce ar: al cabo
del 3.7 afio debe 24r de intereses, al cabo del
4-° 3ar....y al fin del afio ¢, (t—l)ar. To-
dos estos intereses forman la progresion arit~
mética + 0. ar. 2ar. 3ar. .....(t—l)ar Cuya

i (x 67) ;untesele el nime-

suma es
ro a¢ de rentas caidas en #-afios,’y Sera s—=
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(1=t) arr'e=1)+rat  or(te1)<2

arinl) g =( ( )xat
: S 2 2 ,

lo que-se debe al cabo de # afios. por rentas

¢ intereses. Despejando 4, # y  en esta equa-

-2
Y, T
r

cion, se tiene a—=—

r(t=1)+2¢
2 =1\ 2 25=24¢
V(2 (2)): =
N\ ar r : ar(t=1)

» Uno que paga roo dob. cada afio deja
» de pagarlos 8 afios dando al cabo de este
»tiempa las ocho rentas con los intereses 4
yrazon de § por 160 : ; quanto debe pagar?*

T ' r(t—=1)=+2y
Sustiruyendo los valores en s= e z) )xat

" sale ::(’-3;°‘+7'”—)x8_oo=94o. §i se diese

esta suma de 100 dob. retenidos 8 afios y se
pidiese el interés que ha producido cada 1oo,

25 ar -
se tendria r—= = 1880 —16 ==0,0§; y
: " 4t t~1) 100x7 ~

si 1real da 0,043 100 rs, dardn §, interés
que se busca. :

'3.° ,,Dado un capital, el interés anual,
» Y ¢l nfimero de afios que estd ganando, ha-
» llar quanto monta el capital y las ganancias
»d interds compuyesto.* :

Sea a €] capital , ¢ ¢l tiempo, y r el in-
terés'de I real, sera I real +r, que llama-
rémos R, lo qye se debera al cabo de un afie
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por I real y su interés. En el 2.° afio ¢nua
ganando como principal 1 real 6 R, con que
diciendo , 1 da R, R ;quanto dard? se ten-
dra R*-al fin del 2.° afle por capital y ga--
nancias ; del mismo modo se hallara R3 por
lo que se debe al fin del 3.7 afio.... y al cabo
del afic #, R*. Dirdse despues, st r da Rt a
gué dard? 6 1:R*:a:aR’; luego a produce
de principal y ganancias al cabo de ¢# afios

¢
aRt, y serd s==aR?, a==-l-:;- s R=\V'-3-
Ts—La
LR
» St se pregunta la suma que producen
» 20000 pes. & § por 106 al cabo de 6 afios,
sentrando & ganancias el interés: * se tendrd
4=—20000, t==6, r==0,05, R=—1,05: y
de consiguiente s=—aR*==20000x(1,0§ )’=
20000xI , 3401==26802 pes. . e
4.° Dada una renta que se paga cada.
s»ano, los aflos que deja de pagarse, y el in-
»terés ; hallar lo que se debe al fin de dicho
yptiempo por los atrasos y ganancias 4 inte-
» 1€S compuesto. - Co
Sed. 2 la renta anual, ¢ el tiempo que
deja de. pagarse, r el interés de r-real, 14-r
61: un real y su interés, y s la suma. Alfin
del 1.7 afio se debe solo la renta @: al fin:
del 2.% se debe la renta 4 de este afio, y la
renta ¢ intereses del1.° que es aR; porgue

y =
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si 1 daR, 2 dard aR: con que se debe a+aR:
al fin del 3.° por la misma cuenta se- debe
a+aR+aR?; puessi 1 da R, a+aR dard
aR+aR* que con la renta del 3.F aflo com-
pone a+aR~+aR’: al fin del 4. se debera
a-+aR+aR*+aR?.... y al cabo del afio #;
a+aR~+aR*+aR%+...aR**,. esto es,.....
a(lra-R+R’+R3+....R‘-l). La suma de es-

ta progresion geométrica es (201)uesreemees
RX né-1—1 Rf—1
T — : luego la deuda que se.

RE-1 .
—xa, de donde tambien

busca , serd s=

" s s
se saca A=="p; 1" R=y (4—-’-! ) ryt=
"r("“"'"ﬂ_‘“ - -,
LR , L :
,»Si la renta anual son 2400.pes:y se
,,retiene 8 afios con condicion de. pagar 4
» POt 1002 interés compuesto ; se tendra s—
=1 . (1,04 =t s
F—— % g==—————%2400==22 140 pes.

% 2D 0,04 -
cantidad que se pide. (o
253 De los dos valores que.tiene: toda.
incognita de 2.° grado, hemos contada solo
con el que satisface.derechamente:Jasicugs:
tion: s, perque el otro, 0°'no perteneae: a;eHa,
o la resuelve en diferentes circunstasicias. Sin
embargo , hay ca:os:en-que dichos dos va-
lores resuelven el problema .de.dos. maneras
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diferentes ; y uno de ellos es el siguiente.
»Uno vendi6 un-Caballo en 24 dobl.
»perdiendo en la venta tanto por 100 co-
»mo le habia costado zen quénto lo compro? .
Si llamamos z lo que le costé 6 lo que
perdié por 100 dirémos, 57 de 100 quedat
loo—x, de.x, importe del Caballo, queda-

-, (100—x)Xx
ran =

oo Y como esto ha de compo-

_ : (100—x)xx - .
ner 24, tendrémos 24="""Toe s O
r’~Jo0r=——2400; donde r==go= 10,
esto es, =060, y a==40, valores que re-
suclven ambos. el .problema. -

254 Tambien se resuelven como: las de
2.° grado las equaciones de:esta forma.......
FMEpa™=——q: es decir, las'que tienen solok
dos términos con la incognita . y el esponea-
te del uno es.duplo del.espanente-def otrq
como zi+ar’=b, x5+ sxiz=t &ci Con
efecto, si eni la equacion 4-trag*=rb s¢- com-

. T { [ wa® ~a*
Ppleta el cu%u}raddy ésx ) Tt+ggi = =b _5_;’
Yy sevsaca-la iz ‘cuadrada; desambos mism-

. AN T T
sulta g Sl (30 4y 5
.b;os , resultg F"T"' _.__..1/(27-'- 7 ) Sz
T ‘ T Azlv."‘ i gt ’: ! ' :
==} 4 (‘75‘!' ——) 5 Yuelvase 4 sacar de.dm-

ST g PN S o)
bos miembros Ia raiz Cuadrada, 'y se tew
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dra ﬁnalmente ==/ “‘““V( b—.-—-..-))

En estas equaciones ocurre la dlﬁcultad de
tener que sacar la raxz cuadrada de la caati-

dad — -+V( b+ —;—) de dos términos, uno

racional y otro irracional » ¥ que llamarémos
binomio. Veamos cémo se vence.

' 245 Represente m~+/n el binomio de
quien se ha de extraer la raiz cuadrada, y |
sea esta /21y : y serd 1V (m-+y/n)=—y/ 1+
VY, y cuadrando, m+y/n==x-+y+2/zy.
Iguale¢mos , como' es natural las cantidades
racionales entre si, y lo mismo las radicales;
serd {z+y=m, y 21/zy=1/s. Cuadrando
ahora: ambas equaciones, y restando despues
da.2.3.de la 1.2, se tendra 2’—2zy+y*=
m’+-n, donde sacando la raiz es x—y=—
y(m' —n) luego 2, y, seran conmensurables
quando m*—a sea un cuadrado. Si esta Gld-
-ma equacion se suma con la anterior x—v—y::m,
sale 2x——m+1/(m —-n), 6 x==Im=+..
&/ (m*—n).” Restando dichas equaciones ‘se
tiene : ay—ﬂmrww(m —n); ¥ y=im—..

s/ (m*—n) : serd pues, 1/ m+1/n)—1/x+
*Vy**]/(’ m—<y/(m --:z) +v(Gm—=i...

v (m®—n) ) y par la misma razon V(m——
Vn)‘“—Vx-Vy_—.:V(--u-—-V’(m --u))—- :
la{:(-—m-l—ﬂ/(mmm)) 2
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»Si se pidiesen dos nimeros cuyo pro-
pducto es 10§,y la suma de sus cuadrados
#2743 seria xy=10§, 2°+y’=274;]a 1.t

10 - .
5. cuyo valor substi-

equacion da y==

tuido en la 2.3 la convierte en estat z%+..,
(105)*
=274,y zt+(108) ==12742", 4

274x*==—(104)": de donde se saca z’=—
137217744, y 2=V (13755V7744).
Aqui es m=137, Vn=V7744, n=7744;
v(m*—n)=1/(18769~7744)=V 11025 =
Wy : de consiguiente ' (m=xyn)=1/ (1374
V7744)=V(Emriy/(m'—n) )= (m—3
V(= n) )=y (i ) (g ey 2
1124,y x valdra 14 6 7: en el 1.7 caso es
y=7, yenel 2.° y—145:luego 1§y 7 son.
los nimeros que se piden.

Para sacar. la raiz del binomio 7+1/48,
se tiene m==7, n=—=48, V(m’—=n)=1; y
sustituyendo estos valores en la férmula, re-
lta (7+1/48)=1/ (3+5)+1(i—$)=
V4i+V'3=2-+V3. )

En el binomio 4+21/3, que se pone asi,
4+1/125 es m=4, n=12)/(m*—n)=12,
y sustituyendo, sale 1/(4+21/3)=1+13 6
—1—1/3. En 2)/—1 que no tiene parte ra-
cional, es m=o,n=4, y vV(m'—n)=2: sg-
@ pues, V2y—~1=I+y=I1. .

- Q
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DE GEOMETRIA.

256 r:[Fodo lo que se presenta 4 nuestros
sentidos ocupa algun espacio , y es 4 un mis-
mo tiempo largo, ancho y grueso. Estos tres
géneros de estension , longitad , latitud y
profundidad son el obgeto de la Geometria,
que los considera cada uno de por si para
averiguar mejor sus propiedades. Mide por
eg. lo largo de un camino sin atender a su
ancho , y la anchura de un rio sin calcular
su profundidad. Llamarémos pues, sélido 6
cuerpo lo que abraza anchura, longitud y
grueso como una pared. Pero si considera-
mos en la pared su ancho y largo, es decir,
su cara , 6 exterior sin atender 4 su grueso,
nos habremos formado idea de la superficie 6
latitud ; y si miramos solamente & su largo
sin hacer caso de lo ancho, tendremos la idea
de la lfnea. Esta la consideran los Gebmetras
compuesta de partes infinitamznte pequefias
que llaman puntos, y que son sus elemen-
tos: 4 la superficie se la figuran como un te-
gido de infinitas lineas , y al s6lido como un
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paquete.de infinidad de superficies : de suer-
t: que los estremos de una linea serin pun-
tos , los de la superficie lineas, y los del so6-
lido superficies.

D¢ las Lin?a:, del Circulo y-de los Angylos,
287 Si se concibe que el punto A (ﬁg

1.2) se mueve acia B sin mudar de direccion
6 por el camino mas derecho, dejando ras-
tro tras si, formara la Jinea recta AB, qué
sera la mas breve distancia entre los dos pun-
tos A y B; la (inica que se puede tirar en-.
tre cllos , y de consiguiente la verdadera me-
dida de la distancia que hay entre los dos.

268  Por ser la linea recta la mas corta y
la inica que se puede tirar entre dos puntos A
y B, quedara determinada la situacion 6 po-
sicion de una recta en sefalando dos Puntos,
por donde debe pasar: y asi dos lineas rec-
tas qualesquiera AS, AB no pueden tener
dos puntos comunes , 6 no.se pueden cortar
en mas que en un solo punto A ; porque nin-
gun otro estd en la direccion de las dos.

259 * Si el punto A que trazé la recta
AB , hubiera caminado 4cia B por otro ca-
mino que el recto, esto es, mudando a cada
paso de direccion, hubiera descrito una linea
curva, qual es AOB 6 ADB: y como se
puede ir desde A4 B por i(x_;ﬁnitos caminos,

‘ V2



212 . ELEMENTOS
habra una infinidad de lineas curvas , siendo
asi que es (nica la especie de las rectas. v

260 Para tirar lineas rectas en el papel
sirve la regla, pluma y lapicero , instrumen-
tos vulgares y conocidos de todos. En un ter-
reno llano se puede trazar una recta, sino ha
de ser muy larga , atando los dos estremos de
un bramante dado de greda, algo estirado,
a dos piquetes A, B (l%g 2.2) puestos en los:
dos estremas de la linea; se tira despues de
dicho. bramante acia arriba, y dejandole caer
con impetu contra el suelo, dejara impresa
en €l la recta AB que se pide.

261 - Para trazar una linea larga , se fija
en.uno de sus estremos B (fig.3.2) , unjalon
A que quedara derecho sobre el suelo si si-
gue la direccion de un hilo con un plomo:
y otro M en D : despues se ponen otros T,
N &c. intermedios ; pero de suerte que mi-
rando desde A el jalon M se confunda con
€. el que entonces se coloca; y seguramen-
te estaran dichos jalones en mna misma li-
nea recta BD. Quando es muy larga, se
divide la operacion en dos, tres, 6 mas es-
taciones. o

262 En la practica de’ medir una linea.
qualquiera, que consiste en averiguar las ve-
- ces. que en ella cabe otra linea conocida que -
. se toma por la unidad, como una linea de

un pie, de una vara, no puede haber difi-
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cultad ; y asi solo.advertirémos que los Geo-
metras en lugar de sogas de cafamo , espar-
to &c. que padecen mutaciones con el tem-
poral , usan de una cadena de alambre grueso
6 de hierro, cuyos eslabones suelen ser de
un pie 6 de una vara cada uno.

263 Conviene advertir que la principal
medida que rige en Castilla, es la Para que
llaman de Burgos, sefialada por Felipe II en
su Pragmatica del afio de 1568, y compuesta
de tres pies, cada pie de doce pulgadas, ca-
da una de doce lineas &c. Tambien se usa
del Estadal , que se compone de diez pies
castellanos. Por lo que hace al tamafio de la
vara de Aragon, Valencia, y la media Ca-
na de Catalufia, 94 palmos de los quatro
en que se divide la vara de Castilla, equi-
valen a 102 Aragoneses, 4 88 palmos Valen-
cianos y 100 Catalanes. -

264 La medida mas general, y 4 que
suelen reducirse las demas, es el Pi¢ de Rey,
sesta -parte de la Toesa , medida francesa.
Dicho pie tambien se divide en 12 pulga-
das, cada pulgada en 12 lineas &c. Para re-
ducir 4 esta medida la-de los diferentes pies
de las demas Provincias de Europa han con-
siderado los Gedmetras dividida en diez par-
tes iguales.la linea que es ;37 de pie:' y de
las 1440 partes que por esta cuenta tiene el
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pie de Rey, han encontrado que tiene el
Pie dc-...»t

Castilla..1234%[Venecia. 1§40 |Suecia ....ueuvni.n 1320
Roma....1320 |Rhin.....13915s|Dinamarca.......1403¢

Londres.1350 Bolonia..1682 ; |Constantinopla. 3120

Por medio de esta tabla se reduciran con una
simple regla de tres los pies de una Nacion
4 los de otra qualquiera; pero.quando haya
que reducir & pies castellanos los franceses,
serd mejor usar de la razon sencilla de 6:7
que tienen aquellos a estos con poca difes
rencia. ‘

- 26¢ De las lineas curvas solo hablaré-
mos de la circunferencia del circuio. Asi se
llama la linea curva cerrada ADCE (fig.4.2)
que traza el estremo A de una linea AO fija
en Q, dando una vuelta entera al rededor de
dicho punto O que se llama centro. Al espa-
cio encerrado por dicha curva llamamos cir-
culo: 4 las rectas AO, OD, OE tradas del
centro 3 la circunferencia radios ; y didme-
tro 4 qualquiera AC que pasando por el cen-
tro se termina por ambas partes en la circun-
ferencia. _

266 Como cada radio es igual 4 la linea
AO que traza la curva, seran todos los ra-
dios iguales, y todos los puntos de la circun-
ferencia distaran igualmente del centro. Los

\
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didmetros tambien son todos iguales ; pues’
se componen de dos radios.

267 Qualquier porcion TCP de circun-
ferencia se llama arco, y cuerda 6 subtensa
de dicho arco la recta TP tirada por sus dos
estremos T, P. Los arcos iguales tienen cuer-
das iguales AE, AD en un mismo 6 en igua-
les circulos; y si las cuerdas son iguales lo
seran tambien los arcos : pues si doblando el
circulo por AC se sobrepone el arco y cuer-
da ARE 4 AQD, caera el punto E sobre
D, y todos los puntos del arco ARE sobre
los de AQD, como que todos distan igual-
mente del centro ; luego se ajustaran perfec-
tamente log dos, y de consiguiente seran igua-
les. Por lo mismo, las mayores cuerdas sub-
tenden mayores arcos, y al contrario.

268 La mayor cuerda de un circulo es
¢l diametro; ED por eg. es mayor que qual-
quiera otra TP ; pues los dos radios TO, PO
tirados 4 sus dos estremos equivalen al dia-
metro , y dichos radios juntos son mayores
que TP (257). |

269 Un circulo qualquiera ADCE se
traza en el papel con el compds , instrumen-
.to bien conocido , abriéndole de suerte que
.sus dos puntas caigan en Oy A, y haciendo
dar una vuelta entera 2 la punta A al rede-
-dor de la punta O que ha de estar fiia.

270 Si consideramos ahora que 4 la rec-
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ta BE puesta sobre BA (fig. 5.2), se la hace
andar el espacio EA con uno de sus puntos O,
teniendo el otro fijo en’B, se habra formado
el dngulo OBA que ¢s ¢l espacio compreen-
dido entre dos lineas BE, BA gue concurres
en un punto B. Dichas lineas se llaman lados
del angulo, y el punto B su vértice. En ade-
lante nombrarémos un angulo 6 con sola la
letra del vértice , 6 con las tres EBA, 6 ABE,
poniendo en medio dicha letra B. El dngulo
EBA sc llama rectilinco, MNO (fig.6.2), cur-
wilineo y RSH mistilinco por la clase de lineas
que los forman. .

271 De la formacion del angulo se co-
lige que el espacio que encierra, se debe me-
dir por un arco de circulo descrito desde. el
vértice. como centro con qualquier intervala;
pues aunque sea menor el arco descrito 4 la
distancia D' que a D (fig. 5.2); siempre serd
una misma la medida del angulo CBD; pues
el arco D'C' es la 4.2 parte de su circulo co-
mo lo es DC: de consiguiente el angulo es
siempre el mismo que se acorten 6 que se
alarguen sus lados.

272 Para medir los arcos del circulo le
han considerado los' Gedmetras dividido en
360 partes iguales con el nombre de minutos:
cadd uno de estos en 6o segundos, cada se-
gundo en 6o terceros &c. Estas partes que
son grandes 6 pequefias, segun que el cir-
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culo lo es, se indican con las sefiales °, ’, *,
" &c. de suerte que 7.° 8/,:36", 9", quiere
decir stete grados, ocho minutos, treintay seis
segundos 'y nueve terceros. Llamarémos recto
¢l angulo que tiene por medida go° 6'la 4.
parte de la circunferencia como DBC, ABD,
medidos por los arcos DC, DA : agudo el
angulo ABE cuya medida que es el arco QA,
s menor que 9go°; y obtuso aquel como CBE,
2 quien mide un arco CDO mayor que go°.

273 8 una linca qualquiera ER cae so-
bre otra AC, forma siempre con ella dos dn-
gulos ABE , EBC que juntos valen 180°, 6
dos dngulos rectos ; pues su medida sera siem-
pre la mitad de la circunferencia (271). Alar-
gando EB, la RB que cae sobre AC forma
tambien en B dos éngulos ABR, RBC que
valen juntos otros 180°. Ca

274 Luego 1.° todos los angulos que se
forman en un punto B qualquiera, valen 360°:
2.° el didmetro AC divide al circulo en dos
partes iguales: 3.° para medir el angulp
APD (fig.7.*) que forman dos paredes AO,
OD, se alargaré con una regla la base AP, y
midiendo el angulo DPC, serda lo que le
falta para 180° la medida del APD que s¢
desea. :

27§ Lo que falta 6 sobra & un angulo.6
arco para componer 9o®, se llama su comple-

mento: el del angulo ABE (fig. 5.2) es el 4n-
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gulo EBD: y el de EBC es EBD: y asi el
. complemento de un dngulo agudo es positi-
vo, el del angulo recto es nulo, y el del
sobtuso es negativo. \

276  Suplemento de un angulo es lo que
le falta 6 sobra para componer 180°: el an-
gulo ABE por eg. es suplemento de EBC y
al contrario. De consiguiente el angulo agu-
do tiene un obtuso por suplemento, el recto
otro recto, y el obtuso un agudo.

277 Supuesto que los dngulos iguales
deben tener suplementos y complementos
iguales; y que deben ser iguales los que ten-
gan unos mismos ceinplementos y suplemen-
tos ; tendrémos que si se cortan como quiera,
dos linecas ER , AC, serdn iguales los dngu-
los ABE, RBC opucestos al vértice que lla-
marémos por eso vérticales ; pues tienen am-
bos un mismo suplemento, que es el angulo
‘EBC: lo mismo se debe entender de los an-,
gulos EBC, ABR, cuyo suplemento comun |
-es el angulo ABE.

278 8% dado el dngulo OCD (fig.8.2) s¢ '
pidiese formar otro igual en un punto B de la ih
recta AB ; se trazara desde C con qualquier |,
abertura de compas el arco OD, con la mis-
ma abertura se trazara desde el punto dade
B el arco indefinido AR ; se tomara despues
con el compis la distancia OD, que se tras-
ladarade A2T, ytirandopor By T la Li-
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nea BT, se habra formado el angulo TBA
igual 2 OCD ; pues que los arcos AT, DO
que los miden, se han hecho iguales. :

279 Con el instrumento MHDT (fig.¢.2)
que es un semicirculo de alaton 6 cuerno di-
vidido en sus 180° con sus suplementos de-
bajo para poderse contar por la derecha y por
la izquierda ; se puede formar en el papel un
angulo qualquiera de 40° por eg. en el pun-
to B de una recta BC, aplicando el radio
BT del instrumento de manera que coincida
su centro con el punto B, y tirando despues
por este punto y el num.® 40° que se pide,
la recta AB; pues el angulo ABC que resul-
ta, es de 40°. Asimismo, para medir con di-
cho instrumento un angulo qualquiera ABC,
puesto su centro en el vértice B del dngulo,
yel radio BT sobte uno de sus lados , medi-
ri dicho 4ngulo el arco DT que intercepten
sus lados , alargados si es menester. -

280  Un semicirculo (fig. 10.2) de alaton
de 74 14 pulgadas de diametro dividido en
180° y en medios, quartos &c. de grado &
proporcion de su magnitud , sirve para me-
dir y formar angulos en el terreno. A este
fin se coloca sobre un pie, y por medio de
dos tornillos se le pone derecho, inclinado
6 en qualquier otra situacion que requiera
la direccion de las miras 4 los obgetos que
forman los- d4ngulos. Para dirigir a estos las
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lineas visuales hay una regla 6 alidada CD
riovible al rededor del centro, que tiene en
sus estremos dos pinulas m, #, clavadas y
hendidas muy perpendicularmente , lo mis-
mo que el diametro inmobil AB que las tiens
en los puntos que corresponden a o® y 180°.
Quando los obgetos estan 4 mas distancia que
ded 84 g mil varas, en lugar de dicha re-
gla se usa de un anteojo que con otro que
se coloca en el diametro inmobil descubre
mas claramente dichos obgetos.

281 Quando se trate de medir lineas
en el terreno, se vera el modo de usar este
instrumento que se llama Grafometro : ahora
solo afnadirémos que para ver si tiene el cen-
tro en su lugar, esdecir, silas lineas de las
miras, de las pinulas, eges de los anteojos &c.
se cortan en el centro del instrumento; se
pueden observar todos los angulos que for-
men los obgetos que hay al rededor, comen-
zando por uno y dando la vuelta hasta vol-
ver a él; y si la suma de todos, compone con
diferencia de pocos minutos 360°, se puede
dar por bien centrado : aunque convendra re-
petir la prueba, no sea que la casualidad de
algun error en la observacion de algun an-
gulo, haya compensado la falta del instru-
mento. ~ .

282 Si una recta AS (fig. 11.*) cae cor-
tando la BD sin inclinarse 4 un lado ni a otro,
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¢ forntando los angulos ACB, ACD igua-
ls, se llama perpendicular a ella. Qualquie-
ra otra DS que corte la BD inclinandose mas
aun lado que 4 otro , se llama oblicua. :

283 De aqui se infiere 1o 1.° que laBD
que no se inclinad A ni & S ser4 tambien per-
pendicular 4 AS. Lo 2.° que si qualesquiera
dos puntos A, S de una linea AS estin 2,
igual distancia de otros dos B, D de la BD;
todos los puntos de la AS, distaran igualmen-
te de B y D; pues los puntos de una linea
(248) tienen . todos , la posicion que dos de
ellos: de consiguiente la AS no'se inclinara.
aBnia D, y le sera perpendicular. Y como-
C ha de distar igualmente de B y. D, dividi--
ri tambien AS a la BD por medio. .

284 Lo 3.° Con un solo puato A que
tenga la perpendicular AS & igual distancia
de los dos B, D de la BD sobre quien - cae,
los debera tener todos y dividirla por medio
en C; pues si algun punto E par-eg. no dis-
tira Jo misimo de D y B, se inclinaria por es-
ta parte 4 un lado mas que 4 otro, contra el
supuesto dg ser perpendicular. : '

285 Lo 4.° De todas las rectas AB, AE,
AC, AO &c. (fig. 12.2) que se pueden tirar _
de un punto A sobre otra BD , la perpendi-
eular AC ¢s mas corta que qualquiera otra,
AB por eg. Pues haciendo CS=AC, vy ti-
rando BS ; se tiene la AS menor que las dos
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AB+BS, y de consiguicnte la mitad AC de
AS mas corta que AB, mitad de AB+Bs.
Lo mismo se probara de otra qualquiera. De-
cimos que AB es la mitad de AB+BS 6 que
AB=BS; porgue estando el punto Cde la
perpendicular CB 4 igual distancia de Ay de
S, lo estard tambien el punto B de dicha per-
pendicular (283), y AB=BS.

286 Las lincas mas oblicuas. 6 que dis-
tan mas de C, son las mas largas; y asi AB
es mdyor que AE ; pues siendo AB+BS ma-
yor que AE+ES, serd la mitad AB de las
primeras mayor que la mitad AE de las otras.
De consiguiente seran iguales las. AE, AQ
- tiradas 4 E, O puntos igualmente distantes

de C, :

287 Lo 5.° La perpendicular mide la
distancia que hay de un punto d una recta, 6
de una recta & osra ; pues ¢s el camino mas
corto,

288 Lo 6.° Desde un punto A no se pue-
de tirar mas perpendicular sobre BD que la
AC; pues esta sola es la mas corta que sg
puede tirar desde A sobre BD (28§). Ni tam-
poco desde C se puede levantar & BD mas
+ perpendicular que CA: pues qualquiera otra
se inclinara 4 un lado mas que 4 otro.

289 Para levantar una perpendicular
en el punto C de la linca BD (fig. 11.3); se
tomardn dos puntos E, O 3 igual distancia de
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C, y haciendo de ellos centro, se trazaran -
con el compas con una abertura mayor que
EC, dos arcos que se corten en un punto
qualquiera A ; se tirard por Ay Cla AC, y
esta sera la perpendicular (283) 5 pues tiene
dEos puntos A, C a igual distancia de los dos.

’ 0. {: ’ ' \
290 Desde un punto A se bajard una
perpendicular sobre BD ; trazando desde A
con el compas un arco quaiquiera EO qué
corte la BD en dos puntos E, O ;. y desde es-
tos los dos arcos que se corten en S; tirese
despues AS , y sera la perpendicular (281};
pues tiene tambien A y S 4 igual distancia -
d&EyO. '

29t De lo que se infiere que si se pidie-
se dividir por medso una recta BD; se traza-
ran haciendo centros en B y D, dos arcos que
secorten en S, y la AS tirada por Ay S, di-
vidira por medio la BD ; pues distando igual-
mente Ay S de By D, todos los demas pun-
tos de AS como C, distaran igualmente de B
yD (248), y sera BC=CD ; luego &c.

292 El instrumento ABC (fig. 13.2) de
alaton con una charnela en B para que cerra-
da quepa en ¢l Estuche matemdiico , se llama
Escuadra. Sirve para tirar perpendiculares
en el papel ; porque sus dos lados AB, BC
forman un éngulo recto ABC. El mismo uso
tiene la escuadra H de una madera dura y lisa,
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293 Para tirar en el terreno una perpen-
dicular 4 la linea AB (fig.14.2) desde un pun-
to.C; se fijara en este puato el medio de una
cuerda, cuyos estremos se han de atar bien
tirantes en dos duntos A, B de AB; se divi-
dird la AB por medio en D, y la CDsera Ia
perpendicular (283); por tener C y D 4 igual
distanciade AyB. - -
- 294 ' Se levantard desde D una perpen-
dicular 2 AB; tomando AD=BD), atando en
A y B los estremos de una cuerda, por cuya
mitad C y el punto D se tirara la CD, que
serit la perpendicular por lo que acabamos
de decir._ : S

29§ Llamarémos paralelas aquellas li-
neas AB, CD, EP (fig. 15.), cuyos puntos
correspondientes distan todos igualmente los
unos de los otros: de consiguiente seran igua-
les todas las perpendiculares HO, MN, que
se tiren entre ellas, que miden dicha distan-
cia (287) : y como ninguna de las paralelas
puede inclinarse 4cia las otras, aunque se alar-
guen infinitamente nunca podran juntarse.
296 De aquise infiere 1.° que si dos. li-
neas AB, EP son paralelas 4 otra CD), seran
paralelas entre si; pues siendo por la suposi-
cion HO=MN, y OR==NS, sera HO~+
OR=MN+NS y &c. - -

297 Lo 2.° que si se: toman dos puntos

H, M 4 igual distancia de la recta CD, y

A
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se tira por ellos la AB; serd ‘paralela 4 CD.

298 Lo 3.° que si de dos -paralelas EC,
PD (fig.16.2) la una EC es perpendicular
AD, tambien lo debera ser la PDD, que por
no estar inclinada 4 su paralela EC, ha de te-
aer la misma inclinacion con la AD. Y al con-
trario, si una recta AD es perpendicular 3
EC lo sera tambien a su paralela PD (282
y 295). Ultimamente, si las EC, PD son
perpendiculares @ AD), serdn paralelas; pues
cayendo ambas sobre AD, sin inclinarse 4
un lado ni 4 otro, no estaran inclinadas la
una 4 la otra; luego &c.

299 Como las lineas paralelas AB, CD
(fig. 17.2) tienen -igualmente distantes sus
puntos correspondientes , no estarin inclina-
das la una 2 la otra ; y de consiguiente ten-
dran ambas una misma inclinacion con otra
" linea qualquiera SR que las corte; y como
esta inclinacion forma 4 la derecha de la se-
cante los angulos o y ¢ por cima, x y n pot
bajo de las paralelas, y a la izquierda de di-
cha secante los angulos p y z, ¢ y m; tendré-
aos que quando una recta SR corta dos 6
mas paralelas 1.° forma iguales los angulos o
yt, xyn; pyz,eym, losquales se llaman
sorrespondientes, Co :

300 Lo’2.” Tambien son iguales los 4n-
gulos alternostye,;xyz: pyn, my o; por-
que siendo o y #, iguales yPo=l (277), serd
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tumbien #=¢, y lo mismo se prueba de los
demas, que se llaman aiternos por formarse
alternativamente , uno por cima y otro por
bajo de la secante: ¢,#; x, 23 son alternos
internos porque estan en las paralelas; #, p;
0, m, csternos por estar fuera.

3or Lo 3.° Los angulos internos ¢, x,
de un mismo lado de la secante son suple-
mentos el uno del otro; porque siendo e=¢
y ¢ suplemento de x (273); lo sera tambien
¢: tambien ¢ es suplemento de z.

302 Al contrario , siempre que una rec-
ta RS corta a otras dos AB, CD formande
los angulos correspondientes iguales; seran
dichas lineas paralelas : porque siendo igual
su inclinacion con la SR, no estardn inclina-
das la una a la otra. Tambien seran paralelas
AB, CD si resultan iguales los angulos al-
ternos : porque si e=¢, siendo e=o (277),
sera tambien #=o, es decir, iguales los an-
.gulos correspondientes, y las lineas paralelas.
%‘ambien lo son quando ¢ es suplemento de
x; pues siéndolo igualmente ¢ (273), se ten-
drat=e, y t=o0: luego &c.

303 De aqui inferiremos 1.° que si dos
angulos MNA , EDC (_ﬁg. 18.) tienen sus
lados AN, ED; MN, y CD paralelos, se-
.7an iguales, porque alargado uno de los la-
dos AN hasta B, se tiene ANM=—=ABC=
EDC (299). o :

- ~
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3o4 2. . Que si se pidiese tirar una pa-
raiela d la recta CD (lig. 17.) por un punto
qualquicra p , se tirara por p qualquiera rec-
ta RS; se traza desde n_con qualquier inter-
valo np el arco pg, y desde p con el mismo
intervalo el arco indefinido r4; se toma des-
pues la distancia pg, y trasladuda de r 4 &,
se tirard por py h la AB que serd la paralela
que se busca; por haberse hecho iguales los
angulos correspondxentes pnq, rph (478)
305 3.° Si se pidiese levantar 'una per-
pendicular en el extremo D (fig-16.) de una
recta AD que no se puede alargar; se levan-
taria en qualquiera de sus puntos la perpen-
dicular CE, y nrando como acabamos de de-
cir, por el punto D una paralela d CE, seria
perpendlcular (298)

De las Lineas y de los Angulos en el circulo.
306 Una recta CT (fig.19.) tirada des-

de el centro de un circulo perpendicularmente
d una cuerda DS, la divide por medio y lo
mismo d su arco DTS porque estando el
punto C de dicha. perpendnéular 4 igual dis-
tancia de los dos Dy S, lo estarén todos los
demas de CT (28 3) luego PyT distaran

almente de D y S, y serd de consiguien-
te DP=PS, vy DT_TS

307 Al contrario , si laPCT divide por
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medio en P la cuerda DS, tendra dos pun-
tos C y P 4 igual distancia de Dy S, y de
consiguiente serd perpendicular 4 DS: ]o mis-
mo sucede quando CT divide por medio el
arco DTS. T

308 Luego 1.° los arcos ZD y QS de
un mismo circulo comprehendidos entre pa-
ralelas son iguales ; pues dividiendo CT por
medio 4 los arcos ZDTSQ, y DTS, si de
ZDT=TSQ quitamos DT=TS, quedara
ZD=QS.

309 2.° Se podra dividir un arco qual-
quiera ZTQ en dos partes iguales con la per-
pendicular bajada desde el centro sobre su
cuerda ZQ: y la perpendicular CH bajada
sobre TQ dividird su mitad TSQ en otras
dos. De consiguiente , toda la circunferencia
de un circulo, podra dividirse en quatro par-
tes iguales tirando en ella dos diametros per-
pendiculares ED, AC (fig.4.2), y si cada

" uno de los arcos iguales AQD , DPC &c. se
divide por medio resultaran ocho arcos igua-
les; y se habra partido la circunferencia en
16, 32, 64 &c. partes iguales dividiendo su-
cesivamente por medio dichos arcos.

310 3.° St dados tres puntos M, N, O

fig.19.) se pidiese trazar un circulo por ellos,
6 encontrar un punto C igualmente distante
de los tres; se tirardn las cuerdas MO, NO,
y divididas por médio cen las perpendicula-
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res RC, LC; el punto C donde estas con-
curren, es el centro del circulo que pasard
por M, N, O; pues debiendo dichas perpen-
diculares pasar ambas por él (307), no pue-
de ser otro que C, finico punto que tienen
comun.

311  La operacion es la misma quando

se da el arco MNO'y se pide su circulo 6 su
centro ; pero es esencial que los tres puntos
no esten en linea recta; pues si se diesen los
puntos A, C, D (fig. 16.) las perpendicula-
res EC, PD debiendo ser paralelas (298),
no podrian encontrarse.
- 312 De donde se inferird que una recta
no puede cortar 4 un circulo en tres puntos:
como tambien, que dados tres puntos que no
estin en linea recta, queda determinado un
circulo , que no podra equivocarse con otro:
pues si dos circunferencias se pudiesen cortar
en tres puntos, tendrian un mismo centro,y
no serfan dos , sino una la circunferencia.

313 Si desde un punto A (fig. 20.) que
io sea el centro de un circulo, se tiran a la
parte de la circunferencia mas distante varias
rectas AE, AD, AB, AF &c. 1.° AB que
pasa por el centro, es mayor que qualquicra
otra AD : pues tirando el radio CD=CB,
AD es menor que AC+CD, 6 que AC+
CB'6 que AB. ’

314 2.° AD es mayor que AE , que dis-
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ta mas del centro ; pues tirado el radio CE,
seran CO+OD juntas mayores que CD 6
que CE su igual ; quitando GO coniun, que-
da OD mayor que OE, y afadiendo 2 am-
bas lineas OA , sera DO+OA 6 DA mayor
que EO+OA; y como EO+OA son mayo-
res que EA, sera AD mucho mayor que AE.
315  Sise tiran a la parte de cir¢unferen-
cla mas inmediata las rectas AM, AN &c. lz
AM gue alargada pasa por el centro, es la
mas corta: pues tirado el radio CN, se tiene
. CA+CN mayores que CN 6 que CM su
igual ; quitess CA comun, y queda AN
mayor que AM. , ‘ .
'316  Quando el punto A (fig.21.) &sta
fuera del circulo, sucede lo mismo § pues
siendo AN+NC mayores que AC, resulta,
quitaido de una parte el radio CN y de otra
el CM, AN mayor que AM. Seran pues,
iguales las lineas tiradas desde qualquier pun-
to (fig. 26. y 21.) 4 igual distancia del cen-
tro C; y como solo hay dos con esta condi-
cion, una a la derecha de la AB y otra a su
izquierda : no se. podran tirar désde dicho
punto tres lineas iguales 4 la circunferencia;
y si desde algun punto se pueden tirar mas
de dos lineas iguales sera sin duda el centro
del circulo. _
317 Tangente de un circulo es la linea
AT (fig.22.) que aunque s¢ alargue no corta
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sino toca su circunferencia; y es solo en un
punto que se llama del contacro ; pues si lo
tocase en dos m , 1, tiradas al centro las me,
nc que serian iguales (266), serfan mayores
que la perpendicular CT, que se tirase entro
ellas (285) : luego estando el puntoT en la
circunferencia , deberdn caer fuera de ella m
y n. Una linea AB que desde qualquier pun-
to A fuera del circulo le corta en dos puntos
E y B, se llama secante.

318 Tendremos pues 1.° gue el radio
CT debe ser- perpendicular d la tangente
(284); pues es la linea mas corta que se pue-
de tirar desde el centro a dicha tangente; y
al contrario, la- perpendicular AT al extre-
mo T del radio CT sera tangente al circulo.
Y asi para tirar una tangente al ‘circulo en un
punto T, se tira'el radio CT y se levanta en
T la perpendicular AT; la qual debe ser {ini-
ca, por no poderse levantar mas perpendicu-
lar que una desde qualquier punto T (288):

319 '2.° Sitres circunferencias de circulo
s¢ tocan dentro 6 fuera, los centros C, D, R
de los circulos, y el'punto o del contacto es-
tin en una linea rectaj porque debiendo los
radios Do, Ro, Co, ser perpendiculares a la
tangente, formaran una sola linea recta (318).

320 3.° Qualquier otra recta DO (fig.
23.) tirada por el punto T que no sea la tan™
gente, corta al circulo ;- de suerte que. qual-
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quier 4ngulo rectilineo BTD es mayor que
el mistilineo BTPD, el qual sera infinita-
mente pequefio: pero sin embarge puede. ser
dividide por infinidad de arcos Tk, Th &c.
que se van acercando a la tangente AB, 2
proporcion que son mayores los radios con
que se describen. . '

321 Importa 4 veces medir los angulos
no con arcos, descritos desde su vértice, sino,
con los de algun circula junto al qual, 6 den-
tro del qual estan formados; y pot eso vamos
a sefialar 4 cada uno la medida que le cor-
responde, s:gun su distinta posicion. Empe-
cemos por el angulo ATD (fig. 24.) que for-
_ ma la tangente AT con la cuerda TD, que
* se llama angulo del segmento, y tiene por me-
dida la mitad del arco TRD que subtende la
cuerda. Para demostrarlo , tirese por el cen-
tro el diametro PQ paralelo & la cuerda TD,
el RS perpendicular 4 PQ y el radio TG. El
angulo recto RCP es igual al angulo ATC
tambien recto:. quitese de ambos el dngulo
TCP igual a4 su alterno DTC, y quedagd
DTA=RCT: y como el angulo RCT le
mide el arco RT (271) mitad de DRT (306)
este mismo, medird tambien ¢l angulo ATD.
Como los dos angulos ATD, DTB valen
180° (273) 6 la mitad de toda la circunfe-
rencia TRDQSPT, si de ella se quita la mi-
tad del arco RTD, medida del angulo ATD,
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quedar la mitad de DQSPT por medida del
angulo DTB. :

322 De esta proposicion se infiere que
la medida de un dngulo BTD (fig 25.) cu-
yo vértice estd en la circunferencia (se llama
snscripto) , es la mitad del arco BD que com-
prenden sus lados, que son dos cuerdas. Por-
que tirada la tangente AT, si de la medida
del dngulo ATB, que es la mitad de TDB,
se quita la del dngulo ATD que es la mitad
de TD, quedari la mitad de BD que serd
medida del angulo BTD. :

323 Luego 1.° el dngulo del centro
BCD es duplo del inscripto BTD que insis-
te sobre el mismo arco; pues la medida de
BCD es elarco BD y lade BTD, £BD. Lo
2,° Todos los angulos inscriptos A, B, C;
(fig.26.) de un mismo circulo. que. insisten
sobre un mismo arco FD son iguales; ‘ pues
que tienen una misma medida. - -

324 Lo 3.° Todo angulo inscripto BTR
(fig. 27.) que insiste en el didmetro es rector
pues vale la mitad de 180° 6.9o°. El que
insiste en un arco menor que la semicircun-
ferencia como TRB es agudo; y el que es-
triba como NMR, en mayor arco que la se-
micircunferencia es obtuso. S

325 De consiguienté se levantard en el
estremo T de la recta TB una perpendicular,
trazando un circulo desde qualquier punto C
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con el intervalo CT tirando por el centroy
el punto B en que el circulo corta la BT, el
diametro BR ; pues la TR serd perpendicu-
lar 4 BT ; por ser el angulo RTB recto.
326 Si se diese en el terreno la recta BD
(fig. 28.) para levantar en su estremo D la
perpendicular ; se atarian en B y D los estre-

mos , y én A la mitad de una cuerda BD:y

pasando la parte AB 4 ser AC, sera la CD
perpendicular. Y al contrario, para bajar des-
de C una perpendicular acia el estremo de
la DB, atada la cuerda en Cy By dividida

en su mitad A, se pasala AC 4 AD, yti-

rando CD, sera la perpendicular. Porque
siendo iguales las AC, AB, AD sera Al
centro del ¢irculo que pasa por C,D, B{316)

y de consiguiente sera CB diametro, el dn- |

gulo CDB recto (324), y la CD perpen-
dicular. .

327 DPara tirar dos tangentes 4 un circulo
desde un punto O (fig. 29.) dado fuera de ¢};
despues de haber tirado la OC 4 su centro,
se trazara desde su mitad H con el intervalo
OH un circulo que cortara al dado en los
dos puntos B, T, por los quales y O tirando
las OB, OT seran las tangentes; pues tiran-
do los radios BC, CT, seran rectos los n-
gulos CBO, CTO (324) : luego las OB,

T seran perpendiculares, y de consiguies-
te tangentes.
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328 Si se pidiese trazar Sobre la recta
BD (fig. 30.) un segmento de circulo; tal
que todos los angulos inscriptos en €] como
BAD}; sean iguales & ufi angulo dudo X : se
hard en unio de los estremos B de la BD un
angulo DBF igual 4 X, se levaitata sobre BF
la perpendiciilar indeﬁn_ida BH, y en medio
de BD otra perpendicular PT que cortari 4
la BH en uin punto C que sera centro del cir-
culo gue se pide; pues siendo la médida del
ingulo DBF 6 X la mitad de BTD (321),
la misma que tiene el dngulo inscripto BAD
y qualquier otro que insista sobre la cuerda
BD; serd el segmento BNAHD capaz dél
ingilo X como s¢ pidiés -
429 Por esta proposicion serd facil de~
termiriar el sitio de un punte T qualquiera
(fig. 29.) conociendo el valor de los dngulos
RTB, BT'O; qué ¢on dicho punto forman
las rectas TR ; TB; TO tiradas 4 los tres ob+
getos R, B, O, cuva situacion ¢5 conocidas
pues tirando las lineas BR, BO ¥ trazando.
sobré BR una porcion de’ circuld capaz dek
ingulo dado BTR ; y sobre BO otra capaz
de’f angulo BTO ; debiendo el punto T caer
en ambos circulos ; serd aquel en que los dos
se cortan. o o
330 La medida del 4ngulo BAR (fig.31.)
que ge llama excéntrico por no tener su vérti-
ce en el centro del circulo en que estd, es /s
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mitad de los dos arcos BR+HC que abrazan
sus_lados alargados. Porque tirando por C
la CD paralela 4 HR sera el angulo BAR=
BCD (299); y siendo (322) la medida de
BCD, ; BD=:BR+:RD=:+BR+:HC,
por ser RD=HC (308); seri la medida de
BAR, ;BR+IHC.

331 La medida del 4ngulo ZCB forma-
do en la circunferencia con la cuerda BC
la DC alargada, es tambien la mitad de los
arcos BC+CD que subtenden las cuerdas;®
porque siendo DCB+BCZ=180° (273) 6
la mitad de tuda la circunferencia CHBRDC,
si de ella se quita la medida del 4ngulo BCD
que es ;BD, quedara ;BHC+:CD por la
del angulo BCZ: |

332 Un 4ngulo BAP (fig. 32.) circuns-
sripto, 6 cuyo vértice estd fuera del circulo,
siene por medida la mitad del arco céncavo

BP en que insisten sus lados alargados si es
~ menester, menos la mitad del arco convexd
HR que comprenden dichos lados. Porque
tirando la RC paralela 4 HB, el 4ngulo CRP
que-es ignal 4 BAP (299), tiene por medi-
da CP 6 BP--$BC, ¢ Gltimamente 2 BP—
:HR: pues BC=HR (308): luego la me-
dida del 4ngulo BAP es ZBP—2HR.
‘ 333 Sise tira HM paralela 4 la tangente
AX, se probard del mismo modo que ¢l 4n-

gulo XAB le mide ;XB—1XH: y Gltima-
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mente tirando por Z una paralela 4 AX so
hallara que la medida del dngulo XAZ que
forman las dos tangentes, es : XBPZ
: XHRZ. S

b: las Figuras, 6 de los Tridgngulos Qua-
drilateros y Poligonos.

334 Dos solas lineas no abrazan espacio
determinado : se necesitan tres, 6 quatro, 6
€inco, 4...... infinitas para encerrarle, A este
espacio cerrado llamarémos Sigura ; rectiis-
nea, curvilinea , & mistilinea, segun sean rec-
tas 6 curvas las lineas que la forman : 4 estas
lineas lados de la figura: 4 la suma de to-
das ambito, contorno, 6 perimetro : & isope-
rimetras a las figuras que tienen perimetros
iguales. .

335 Lafigura ABC (fig.33.) se llama
triangulo rectilineo: se compone de tres la-
dos AB, BC, AC, y de tres 4ngulos A , B,
C: se llama equildtero quando sus tres lados
son iguales: 7sésceles (fig. 34.) quando son
ignales dos : escaleno (fig.35.) quando los
tres son desiguales : rectangulo (fig.36.) quan-
do uno de sus 4ngulos D es recto: obzsu-
sangalo quando uno de ellos D (fig-35.)
€ obtuso ; y. acutdngulo (fig.34.) quando .
todos tres son agudos.

336  Qualquiera de los lades AC (fig.33)



238 ELEMENTOS
opuesto al 4ngula B que se toma por vértice,
se llama base del triangulo; y altura, la per-
pendicular BT tirada desde el angulo B del
vértige 4 la base, Se ve que quando Ios 4n-
gulos A, C, adjacentes 4 la base AG son agu-
dos, cae la perpendicular dentro del trian-
lo ; quando es recto und de dichos dngu-
os (fig.36.). es el mismo lado AD del trian-
gulos'y cluando es obtuso (fig.35), la OR
cae fuera y sobre la base CD alargada. El
Jado AB &'ig.36.) opuesto al éngl.ﬁo rectq
D del triangulo ADB, se llama hipatenusa.

337 En el tridngulo isosceles EDF (fig.
34.) la perpendicular ER divide por medio
Ja base DF ; porque siendo ED y EF iguales
estar el punto E de la perpendicular ER, y
- de consiguiente todos los demas (284) 4 igual
distancia de Dy F; luego DR=RF.

338  Los tres dngulos de qualquier tridn-
guio valen siempre dos dngulos rectos 6 180°.
Si se da el tridngulo ABC (fig.37.) y se ha-
ce pasar un circulo por sus tres angulos se
vera (32_2) que la medida de todos tres es la
mitad de toda la circunferencia ; luego va-
'len 1890" )

339 De aqui s¢ infiere 1.° que alargado
qualquiera de los lados BC de un triangulo,
el angylo esterno ACD), es igual 4 los dos
internos y opuestos A y B: pues su medida
es (331)2(ATC+BRC) medidas de Ay B

(322).
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340 2.° Que en ningun tridngulo pue-
de haber mas que un angulo recto 6 un ob-
tso: y quando alguno es recto serin los
otros dos complemento el uno del otro (275):
Y asi conocido el uno se averiguara el otre
restando el conocido de go,°

- 341 3.° Que qualquiera de los angulos
de un tridngulo es suplemento de los otros
dos (275) , y se sabr su valor restando Ia
suma de ambos de 180°; y al contyario, res-
tando de 180° un 4ngulo’ de up tridngulo,
saldrd la suma de los otros dos. Por eso si dos
angulos de un tridngulo son iguales 4 dos de
otro, el tercero que es el suplemento, serj
tambien igual al “tercero,

342 4.° Tambien s infiere que en qual-
quier tridngulo los lados opuestos 4 j uales
angulos son iguales; y que si son igua%es los
lados lo seran tambien los angulos opyestos.
Pues siendo iguales los énfulos s lo deben sep
los arcos , sus medidas Yy de consiguiente syg
cuerdas (267): y si lo son las cuerdas, lo
seran los arcos , y los angulos que miden: De
suerte que en el tridngulo isgsceles (fig.34.
siempre son iguales Jos dos angnlos D,
opuestos 4 los dos lados EF, ED iguales
en el equilitero son iguales los tres dngulos
Y por lo mismo vale cada ugo 60° 6 13 terce-
ra parte de 180.° '

343 -5-° Que al mayor lado de un trifn.
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gulo estard opuesto el mayor angulo; y al
menor el menor : y al contrario , el mayor
angulo tendra mayor lado enfrente : porque
mientras mayor sea la cuerda, mayor serd
el arco, y de consiguiente el angulo que mide
y al contrario. Co

344 Dos tridngulos ABC, abc, (fig.38.) son
iguales 1.° st Sb&t‘res lados del uno son igua-
Tos & los del otrd, 6 si AB=ab, AC=a,
CB==0cb, pues sobreponiendo el triangulo
abc 4 ABC de modo que b¢ caiga sobre BG;
el punto b deberd caer en. el arco de circulo
descrito, desde C con el intervalo be=BC, y
en el descrito desde A con el intervalo ab=
AB: caerd pues, en B, en donde se cortan
.dichos arcos ;- y el triangulo abs se ajustara 6
*confundira con ABC : luego seran iguales.
348  2.° Soniguales dos triangulos ABC,
abc que tienen un lado AC=ac adjacente d
dos dngulos A, C; a, ¢ iguales ; pues ponien- |
do abc, sobre ABC, de suerte que as caiga |
sobre su igual AC; caerén los puntos 4, ¢,
sobre A, C; y como los 4ngulos A, a; C,i |
son iguales, el lado ab caera sobre AB y .|
sobre CB ; luego el punto b caera sobre B,y |
1os tridngulos por ajustarse 6 confundirse,, sé- ‘
ran iguales. _
", 346 3.° Tambien lo son, quando tienen
~ sin angulo B=b formado por dos lados AB,
BC; ab, be tambien iguales; pucs sobrepe-




DE GEOMETRIA. 241
siendo €l tridngulo 2bc 4 ABC, caerén los
lados , ab, bc sobre AB y BC por ser igua-
les los angulos B, b5 y los puntos a, ¢ sobre
A, C por la igualdad de los lados ; luego a¢
caera sobre AC, y los tridngulos se ajusta-
ran, y de consiguiente seran iguales, -

347 Para formar un triangulo de tres li-
neas dadas, 6 cuyos tres lddos sean iguales
a los del triangulo abc; se toma una linea
AC=ac, y trazando desde A con el intervalo
ab y desde C con el intervalo ¢k dos arcos , se
tiraran 2 A y C desde ¢l punto B donde se
cortan,las lineas BC, BA, y se tendra el tridn-
gulo ABC=gbc. Quando seda una recta AC,
y se pide formar sobre ella un tridngulo equis. -
latero; se trazan los arcos desde C y A con el
intervalo AC, y luego se tiran las AB y BC..

* Si se diess un lado a¢ y los angulos adjacentes
a,¢ para hacer el triangulo; se formarian en
los estremos A, C de una recta AC=ac dos
angulos B, C iguales 4 b,¢; y de los lados
AB, BC juntos en B resultaria el triangulo que:
se pide. Quando se dan dos lados ab; bc y el
angulo comprendido b; se forma un angulo
B=4, y cortando BC=zbr, AB=ab, se tic-
ae el triangulo pedido ABC. o
- 348 Elquadrildtero, que es una figura:
formada por: quatro lineas y quatro angulos,
se llama trapezoide (fig. 39) quando no tiene
lado algung paralelo 4 otro Q trapecio (fig. 40)
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quando dos de sus lados AE, BC son para-
lelos 5 y paralelogramo quando cada lado es
paralelo a su opuesto. El paralelogramo se
llama rombo (fig.41) quando sus quatro la-
dos son iguales y desiguales sus angulos con-
tigiios : romboide (fig. 42) quando sus angu-.
los y.lados contigiios. son desiguales: rectdn
gulo (fig. 43) quando sus angulos son rectos,
y desiguales sus lados : y cuadrado (fig. 44)
quando sus angulos y lados son iguales. La
recta EB (fig. 42) tirada de un angulo. al
opuesto de qualquier figura, se llama dia--
gonal : 'y la perpendicular AT 6 BD 4 la ba-
se BC alargada si es menester, altura del

quadrildtero. - -
+ 349 Los quatro dngulos de un quadrila-
tero valen siempre 360° 6 quatro dngulos rec-
tos: pues tirada la diagonal AC (fig.40), di-
chos angulos son los de los triangulos ACE,
ACB que valen 360° (335). . .

350  S8i dos lados AD, CB (fig. 43) de
un quadrildtero ADBC son iguales y para-
leios , lo serdn tambien los otros dos AC, DB..
Porque tirada la diagonal AB, los triangulos
ACB; ABD que tienen el lado AB comun,
AD=CB, ¢ iguales los angulos 7 y 0 (300),
seran iguales (346) : luego el lado AC=DB:

'y como son tambien iguales los angulos alter-
nos r, y, seran paralelos AC y BD (302).
351 De aqui se infiere . £.° que la dia-
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onal AB divide ¢! paraelogramo ADBC ¢n
dos triangulos ACB, ABD fguales; pues ade-
mas del lado AR comun a los dos, los angu-
los x,y; ¢,0 son iguales por las paralelas
(300): luego (345), seran iguales los tridn-
los. De consigniente, un tridngulo qual-
quiera ABC sera siempre la mitad de un
paralelogramo de igual base y altura que él.
2 2.° Las paralc«’og'ramos ABCE,
BCDF (fig. 45) de una misma 6 igual base.
C, que estan entre unas mismas paraiclas
0 tienen una misma altura, son iguales : pues
los triangulos ABF , ECD que tienen AB=
EC, BF=CD (350), ¢ iguales los angulos
m,n comprendidos (303), seran iguales (346), .
quitese de ambos el triangulo EKF comnn,
y quedara AEKB=CKFD, y si se afiade 4
ambas partes el triangulo BKC, resultara el
paralelogramo ABCE ignal al otro BCDF.
De consiguiente , los trigngulos de igual ba-
se y altura, 6 que teniendo una misma 6 igual
base , estan entre unas mismas paralelas, son
fguales; pues son mitades de los paralelogra-
mos iguales. ' S
353 3.° Las partes HR, TX (fig. 46)
de dos paraleias NO, MP interceptadas en-
tre otras dos paralelas AB.CD , son igua-
Jess pues resnlra un paralelogramo HTXR, -
cuya diagonal HX le divide en dos tridngy-
los iguales : luego ,HR::_T)f2 : y en todo pa-
2
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ralelogramo seran iguales los lados opuestoss
HT,RX; HR, TX. N

354 4.° Los angulos opuestos Ay B, C.
{D (fig. 43) de un paralelogramo son igua-

es. Porque siendo paralelos AC, DB deben
valer 180° los dngulos A y D (301); y por.
ser paralelos AD, CB, tambien D y B val-
- dran 180°; luego A y B que tienen un mis-
mo suplemento D, seran iguales (277): lo
mismo se probara de Cy D. De consiguien--
te, st uno de estos angulos es recto, lo seran
igualmente los otros tres: pues si A es recto, .
lo sera tambien su igual B; y habiendo de
componer 180° los dos iguales Cy D (349),
seran tambien rectos ambos.

. 355 Si dados dos lados br, ce, (fig. 42)
y el angulo ¢, se pidiese trazar un paralelo-
gramo : se tomara EC=bc, se formara en E
un angulo E=¢, se cortara EA=c¢e, y ti-
rando por A una paralela 2 EC y por C otra
a EA, resultara el paralelogramo AECB que
se pide : el qual sera rectangulo si el angulo
¢ fuese de 9o°, y cuadrado si ademas fuese
be=ce.

356 Se llama generalmente poligono a la
figura terminada por mas de quatro lineas: y
en particular pentdgono 4 la que consta de.
cinco, exdgono 4 la que tiene seis, eptdgono.
a la de siete, oszdgono a la de ocho , encagono
4 la de nueve, decdgono 4 la de diez, dode-

=¥
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cdgono 4 1a de doce..... pentedecdgono 4 1a de
quince &c. Quando todos los lados y éngu-
los de los poligonos son iguales, se llaman re-
gularc:, ¢ irregulares quando no loson. Al
angulo B (fig. 47) cuyo vértice se mete den-
tro de la figura, le llamarémos entrante: y sa-
lientes a los demas que caen fuera dé la fi-

a.

357 Un poligono ABCDEF (fig. 48)
cuyos angulos tienen todos sus vértices en Ia
circunferencia de un circulo, se dice estar
inscripto en él, 6 el circulo circunscripto al
poligono: su perimetro tanto mayor quanto
mas lados tiene, es siempre menor que la cir-
cunferencia del circulo. Quando los lados de
un poligono PRTHMN tocan ‘todos al cir-
culo, se dice circunscripto 4 él, y el circulo
inscripto en el poligono : su perimetro tanto
menor quanto mas lados tiene, es siempre
mayor que la circunferencia del circulo. De
consiguiente,, quanto mas :lados tenga un po-
ligono inscripto 6 circunscripto a un circulo,
mas se acercarda 4 su circunferencia: y si el
niimero de lados se concibe infinito 6- mayor
que qualquiera asignable, se confundira su
perimetro con dicha circunferencia del cir-
culo, ¢l qual se podrd considerar como un
_ poligono infinitdngulo 6 de una infinidad de
lados.

348 Las perpendiculares OT, OR &c.
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(fig.49) tiradas desde el punto medio O é
centro de un poligoio ABCDE sobre sus
lades AB; BC &c. se llaman radios recios 6
"apotecmas del poligono : y radios oblicuos 4
las OA., OB, OC &c. tiradas desde O 4 los
angu'os, de suerte que los dividan por me-
dio. Unas y otras son iguales entre s: quando
el po'igono es regular. Los oblichos OA , OB
&c. lo son porque dividiendo la pérpendicu-
lar OT por medio 2 AB (337); tendran los
triangulos OAT ; OTB. A1=TB, OT co-
mun; é iguales los angulos ATO, OTB
comprendidos ; luego seran iguales (346),
.y AO=0B; lo qual s¢ probara igualmente
de OC; OD &¢. Tambien son iguales los ra-
_ dios rectos; OT, OR &c. porque siendo en
los triangulos OTB; OBR ; TB=BR por ser
mitades de los lados iguales AB, BC,; el lado
OB comud, y los éngtﬁos comprendidos OBT,
'OBR iguales por ser mitades del angulo B, se-
ran iguales dichos triangulos (346), y OT=
OR: lo que se demostrara igualmente de los
demas. . o o
359 De aqui s¢ infiere que sise dividen
por medio dos de los angulos A, B de un po-
‘ligono regular con los radios .oblicuos AO,
OB, y se traza desde el punto O de su con-
curso un circulo con el radio OA o BO,
quedara inscripto en él el poligono. Igual-
mente , si con el intervalo de uno de losra-
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dios rectos OT de un poligono se traza un
circulo, quedara inscripto en el poligono 6
este circunscripto al circulo.

360 La .suma de los dngulos interiores

de todo poligono es tantas weces 180° como
lados tiene menos dos. Tomemos el pentago-
no ABCDE (fig. 50) y lo mismo se demos-
trara de qualquier otro. Si desde uno de sus
angulos D se tiran las diagonales DA, DB
a los angulos opuestos A, B, quedara el po-
ligono dividido en tres tridngulos cuyos an-
gulos valen 3x180° (338): y como estos son
los mismos que los del poligono, serdn es-
tos 3x180° 6 §—2x180°, que son tantas ve-
ces 180° como lados tiene menos dos. Lo mis-
mo sucede en el poligono ABCDEF (fig.
47) no contando el angulo entrante B por el
lado esterior ABC, sino por el interior que
comprende los quatro dngulos ABF , FBE,
EBD y DBC. '
"~ 361 Si dicha suma se divide en qual-
quier poligono regular por el nlimero de sus
4ngulos o lados, se tendra el valor de cada
éngulo. El del pentagono por egemplo, serd
§—2x180° 6 §40° divididos por §, que son
108° : el del exigono vale 4x180° 6 720°
spartidos por 6 que dan 1207.. v

. 362 . De consiguiente, para construir qual-
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quier poligono v. gr. un exigono, sobre una
«xecta dada AB (fig. 48), formado en B el an-
gulo ABC igual al del poligono que es de-
.1267, se trazard un circulo desde el punto O
«en que concurren los dos radios oblicuos AQ,
OB con el intervalo de qualquiera de ellos;
%r pasando con un compas la distancia AB &
Alos puntos C, D, E, F de su circunferencia,
a los que se tiraran BC, CD, DE, EF, FA,
se habra descrito el exdgono que se pide.

- 363 Sidesde el centro O (fig.51) de un
poligono se tiran rectas OA, OB &c. & todos
sus angulos, quedard dividido en tantos tridn-
gulos como lados tiene, los quales 4 causa de

-sus radios oblicuos iguales, seran isésceles é
-iguales si el poligono es regular. Con efecto,
,los angulos de estos triangulos valen §x180°

(338), de donde si se quitan 360° 6 8x180*
.que valen los formados en O que no pertene-
«cen al poligono, quedaran §—a2>186°, valor
de los dngulos interiores de dicho poligono,
¢omo lo digimos ya (360). _

364 Cada uno de los dngulos que se for-
~man en O, se llama dngalo del centro del poli-
gono, y su valor en el poligono regular es

360° que valen siempre todos, partides por
el niimero de lados del poligono : en el exa-
gono regular valdrd 60°, 0 360° partidos
por 6: y como 'solamente 6x60, 4xgo y
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3x120 componen 360°; solo con triangulos
equilateros en los que vale cada angulo 60°,
con cuadrados cuyo angulo es de go°, y con
exigonos podra enlosarse un - pavimento con
figuras regulares. . ;
365  En qualquiera de los tridngulos,
ABO, se ve (341) que el angulo del centro
AOB es suplemento de los otros dos ABO,
OAB 6 del dngulo ABC del poligono & que
equivalen: y como tambien es suplemento
de ABC el angulo esterior TBC, sera este
igual al dngulo del centro BOA. Lo misme
se probara de los demas esteriores RCD,
XDE &c. que se forman alargando 4cia una
misma parte todos los lados del poligono: y
de consiguiente [a suma de estos dngulos es-
derfores serd igual en qualguier poligono &
la de los del centro , que es 360°. ‘
366 Tanto estos como los esteriores dis-
-minuyen a proporcion que es mayor el ni1-
mero de lados : y asi en el circulo,. que se
compone de una infinidad de ellos , el angu-
lo esterior BTPD (fig. 23) es infinitamente
pequefio como lo dejamos dicho : y por lo
mismo el dngulo CEPD que forma el radio
con la circunferencia, s¢ puede considerar
como recto. ‘ o
367 Valiendo el angulo del centro AOB
(fig. 48) del exagono regular 360° partidos
por 6 6 Go°, valdran tambien 60° cada uno

\
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de los dngulos igualess OAB, OBA (338 y
342), y el triangulo AOB sera equilatero
(335): luego ¢l lado AB del exdgone rezu-
bar inscripto en un circulo es igual al yadi
AO de dicho cireulo: de consiguiente, el dia-
metro sera igual 4 § del perimetro del exago-
no, y la circunferencia mayor que el triplo
del diametro. :
368 Luego para inscribir un exidgono
regular en un circulo se llevara su radio con
un compis seis veces sobre la circunferencia,
sefialando los puntos A, B, C &c. y se tira-
ran despues por ellos las cuerdas AB, BC &c.
que formaran el exdgono: y si se tiran des-
pues las cuerdas BF , FD, DB se tendra el
tridngulo equilatero inscripto; pues cada uno
de dichos lados sera cuerda de 120°. En él se
tiene el radio oblicuo OB=2OC duplo del ra-

dio recto OX, por ser OX=XC,

369 Como cada lado de un poligono ins-
cripto en un circulo es cuerda de un arco
igual 4 360° partidos por el nimero de la-
"dos ; si se pidiese inscribir un poligono regu-
lar en un c¢irculo dado, se buscara, dividien-
do 360° por el nimero de lados, el arco que
cotresponde 4 ¢ada uno, se tirara la cuerda a
dicho arco valiéndose del Semicirculo (279),
'y repitiéndolo con el compas por toda la cir-
-cunferencia , quedara inscripto el poligono.
Para trazar en este mismo caso el poligone
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drcunscripto, se alargan los radios oblicuos
0C, OD (fig-49) ‘hastd que éncuentran la
PH tangente al circulo en el punto Q, y PH
sera el lado del poligono circunscripto : los
demas se determinan del mismo modo. -
370  Si sé tiran los dos diametros AB,
CD (fig. 52) perpendiculares el uno al otro,
queda el crculo dividido en quatro partes
iguales ; pot las que s¢ podra dividit (3c9)
in. 8, 16,32, 64 &c partes Con el trian-
gulo equilatero 6 con el exdgono regular sé
le podra dividiren 3, 6, 12, 24, 48 &c. pat-
tes iguales. Si se tira la cuerda AC de go°,
la AH lado del pentigono 6 de 72°, y laAD
de 60°, y se divide el arco TC por medio en
O, sera HO de 3°, que no se puede dividir
mas geométricamente. Efectivamente, AC—
AT 0 90°~60°=30°; luego TO=14°: y co-
mo TH=AH-AT=72°~60=12°, sera
HO=3", con cuyo intervalo se dividira el
arculo e 120 partes iguales. - ‘

De las Lincas proporcionales.

- 37t 'Si en una linea ab (fig.53), que
forma coft otra 0b un éngulo qualquiera abo,
se tomait las partes iguales bn; ne, chyhk &c.
y por los puntos #, ¢, k, k, se tiran las para-
lelas ng, es, hr, kp &c. cortarin en la bo las
partes.iguales bq, ¢s, sr, rp &c. pues tiradas
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las g2, sc, rl &c. paralelas 4 ab, los triangu-
los bng , zqs , que tienen bn=ne=qz (353),
el angulo nbg=z4s (299), y el bng=gzs (303),
serdn iguales (345), y el lado bg sera igual
a gs: de los triangulos gzs, scr, rlp &c. se

sacard del mismo modo que son iguales gs,

sr, rp &c. -

372 Luego la parte bn ¢s respecto dela
bg, lo que ne respecto de gs, lo que ek res-
pecto sr &c. es decir, que bmbguneigs::chisr:
hk:rp: &c. de consiguiente serd (180) ba su-
ama de los antecedentes de dichas razones, a bo
suma de los consecuentes, cemo un antece-
dente bn & su consecuente bg 3 como dos an-
tecedentes be 4 dos consecuentes bs; y como
qualquier nimero de antecedentes nk 4 igual

nimero de consecuentes gp: 6 batbebmbyg:

be:bsunk:qp &c. , de mamera que si ba es los |

dos tercios de bo, tambien b# serd los dos ter-
cios de bg, be de bs, nk de gp &c.

373 De aqui se infiere lo 1.* que gual-
gquiera recta hk (fig. §4) paralela @ la base
ad de un tridngulo , divide proporcionalmente
dos otros dos lados ab, bd : esto es, sera bh:
#a:bkkd ; y bh:bazbk:bd. Tambien sera bd:
bk::da:kh ; pues tirando por k la kp paralela
4 ab, sera por lo que acabamos de decir, bd:
bt:ad:ap=hk (353).

. 374 2.° Al contrario, siempre que una
recta bk divida' proporcionalmente los lados
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bay bd de un tridngulo abd, serd paralela a
la base @d : porque como la paralela 4 la ba-
se, tirada por &, ha de cortar en ba una par-
te bh que tenga con 44 la misma razon que
bk con kd (373), la bk de quien esto se veri- -
fica , debera ser paralela 4 ad.

378 3.° Sidesde un punto qualquiera b
(fig. 55), se tiran d una recta ac muchas
otras ba, bc, bd, be , las cortard proporcio-
nalmente una linca hk paralela d la base:
porque (374) en los tridngulos bac, bed, bde,
la k& paralela a sus bases, corta los lados de
suerte que bh:haszbq:qenbpipdibkike , y bh:bas
bg:be:bp:bd::bk:be. , ‘

376 Siendo en el tridngulo bac (373)
bg:birhq:ac, y en el tridngulo bed, bg:be:qp:
¢d; sera hqactqpied, 6 hq:qp=acicd : crzl.
mismo modo se probard que ¢p:pk:cd:de;
luego hq:qp:pkuacicd:de. Lo mismo se veri-
fica quando la paralela of corta las ab, be, bd,
be alargadas; pues tomando en ba , bu=bt .y
tirando por » la nm paralela a ae, los tridn-
gulos bsx, bxs, bsm son -iguales & btz , bzr,
bro (345), por tener cada uno un lado y los
éngulos adjacentes iguales ; luego siendo na:
xs:smuacied:de , sera tambien zz:zrirouac:
cd:de. . ,

4.° 8i la linea bd (fig. §0) divide ¢l
dngulo b del tridngulo abc en dos angulos igua-
lesx, 05 cortard e lado opuesto ac en dos par-
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tes ad, dc proporcionales a los otros dos lados
ab, bc; esto es, sera adidesabibe : porque
tirando por 4 |a 4z paralela 4 db que encuen-
tre en z la ¢b alargada, serd el angulo o=y
(299), y 2=t (300 5 y por ser #=0., se-
rat=y, y (342) ab=zb, Como la paralela
bd 4 az corta los lados a¢, z¢ de suerte que
ad;deszbibe (373), se tendrd poniendo por zb
su igual ab, ad:dciiabibe. Al contrarjo, siendo
los segmentos ad , dc proporcionales 4 los la-
dos ab, be, dividira la bd al angulo b por me-
dio : porque siendo adidc:ab;oc , sera ad:des
zb:be, y (374) la bd sera paralela a 2z, el an.
gulf) 7=0(299), y t=x; luego siendo ¢=y,
serd x50, :

378 §.° Para gncontrar una quarta pro.
porcional d las tres lineas dadas m, n, o,
(fig-57) 5 tiradas dos lineas bf, ba que for-
men un angulo qualquiera abf, se tomara con
cl compis sob e of, b7 igual a la linea dada
m, y la bg del tamaiio de la #; cortese des-
pues-en ba, la bp igual a lalinea o, tirese.
por py rla pr, ytrazando . por el punto g
la gt paralela 4 pr, sera bs la quarta propor-
cional a m,n,0; pues en el triangulo bzg se
ticne (373) br:bgubpibt , 0 minzoibt, :

379 Una tercera proporcional @ dos Ii-
neas dadas m, n, s¢ encuentra tormmando en
bf , br, bg iguales 4 m, n, y sobre ba, bp=mn,
tirando #p, y por g su paralela g¢; puessien-
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do br:bgubp:bt , serd m:mun:bt & 3= mim:bs.
380 6.° Para tirar por un punto dado
f(fig.§8) wuma linea £g, que se cncamine en
derechura al punto del concurso de las dos ab,
dr, quando est¢ punto estd demasiado distante
para poderse determinar; desde dos puntos
qualesquiera de Ja ab se tirardn dos paralelas
«d, be que rematen en lade, desde el pun-
wasetirara & flaaf, 'y 4.esta la paralela
indefinida b(; tomese en e]la la parte bg quar-
u proporcional 4 las tres lineas ad, be, af; y
tirando por f y ¢ 1a fz, seré Ja linea que se pi-
de: porque siendo adsbexiaf: by , i se tiran
atras dos paralelas qualesquiera mn , #0 , serd
tambien -4d:af:mu:no ; luego. quando m# sea
cero, lo serd tambien n0 ; esto es, quando la
# s¢ junte con de, s juntaid rambien la £z,
381 7,° Ultimamente, si s pidiese di-.
vidir una recia. ab (fig. 59) en qualesquiera
partes,. v..gr. en.ocho iguales; se tomarin
enla linea bf.que forma con ab. un angulo
qualquiera -abf, comenzando desde b y con
qualquier, intervalo de compss bd , las ocho
partes iguales bd, dx &c. desde ¢ donde con:
duyen , se tirard la recta.ca, y. trazando des-
pues por los puntos 4, x,  &c. paralelas 4
‘4, cortaran-en ab las.ocho partes ignales.
Pues siendo be:barhd:be ; datehuzrihp &c. se-
nbe eh, hp octavas partes-de av , come
b, dz, zr &¢. 1o son de be. .

{
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382 St se hubiera de haber dividido la
ab en dos partes que tuvviesen una razon qual-
quiera, como 3:4 ; tomada la suma 3-+5=8
de partes iguales sobre bc, y tirada la ca, se
tirarfa por la tercera division la pr paralela &
ac ; pues siendo brircubpipa y brirez3:s , se-
1a bpipa:3:g. '

383 En esta doctrina ‘estriba el método
‘'de construir las Escalas, instrumento que re-
presenta en partes pequefias las medidas -de’
leguas , toesas, varas &c. tomadas en el ter-
reno. Si se toman por eg. 4 arbitrio en una
linea qualquiera as (ﬁ§ 60) diez partes igua-
les ad, di, ce &c. senaladas con sus nfimeros
correspondientes 10, 20, 30 &c. y la prime-
ra se divide en sus diez unidades que repre-
senten varas, pies‘&c. se tendrd una escala
as de 100 partes iguales: en la que para to-
mar un nomero qualquiera de ellas, como
65, se pondri-enel nfimero 6o una de las
puntas del compés yla otra'en el ¢, y este
mntervalo serd- de 6§ partes. Como tambien,
se averiguard el nlimero de partes de la esca-
la que tiene una linea nm ; tomando su lon-
gitud con el compas, poniendo la punta en
una de las decenas como 40, y viendo adénde
llegala otra, siesa g tendra 45. ~
- 384 Para construir una escala mas exdc-
tay universal ; tirada en el punto A de una
linea AG indefinida, la perpendicular AB de
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lengitud arbitraria (fig.61), y por Bla BP pa-
ralelad AG, se dividira una porcion AH y su

“ 1gual BD en diez partes iguales, que se sefia-
larén con los nfimeros 16, 20, 30-&c. se tira-
ran despues trasversales desde 10 2 D, de 20
aIo, de 30 4 20. 'Repitiendo-ahora en la
AG diez veces la porcion AH, se levantarin
en los puntos F, G &c. las perpendiculares
FI, GP &c. 4 las que se pondrén los nfime-
105 100, 200, 300-&c. Dividase ‘por ltis
mo la AB en diez partes iguales 1, 2, 3, &e.
ytirando por estos puntos paralelas, queda-
ri construida la- escala de mil partes, en la
que los intervalos HF ; FG &c. son de cien
partés? D 1o, 1020 son de diez, cuyas uni-
dddes son'#p, on &c. ; pues siendo los tridn-
gilos D1oH, Dtp, Don, Drs &c. semejan-
tes, serd-, DH dé diez partes 4 Hio de otras
diez ; ¢oino Ds dé cinco, 4 sr de otras cincos
tomo’Ds de dos, a On de otras dos. ’
385 De consiguiente , si se'me pidiesen
a6 partes de esta escala, supueito que HG
6 SQ vale 200, D6o 6 Tr, 60, y rscin-
co4 serd la distancia TQ de 264 partes. Asi<
mismo sabremos quantas ‘partes contierie Ge la
escala qualquiera recta; tomando su intervalo
con el compis, acomcdando una de sus pun-
tis sobre alguna dé las lineas DH, FI, GF &c.
y viendo despues 4 qué trasversal-de la BD
corresponde. - - - i N ‘

R
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De las Lineas proporcionales en el cirels
( y de la semejanza de las figuras.

386 Dos tridngulos atr, bed (fig. 62)
son semejantes , si los tres angulos del uno
son iguales 4 los tres del otro , esto es, a=b,
$=d, r =¢. Quando son ignales los dos an-

ulos del uno.a los del otro, lo son los tres
, 341) : y en los triangulos rectangulos bas-
ta la 1gualdad de uno de los agudes ; asi co-
mo en los isdsceles la de qualquiera de los
tres. De consiguiente , si dada una linea 4¢
s¢ pidiese trazar sobre ella un triangulo _se-
mejante a air 5 se formardn en d y ¢ dos ane
gulos iguales.a ¢y r, y sera el triangulo :bd€
semejante & a¢r. Si en un triangulo atr se ti-
ran paralelas mn, pg &c. 4.1a base, resultaran
. los triangulos amn, apg, atr semejantes ;- pues
tienen comun el angulo 4, y los otros dos
iguales por las paralelas. Lo mismo: sucede
quando.los del un tridangulo ont (fig 63.) son
paralelos 4 los del otro abc ; pues deben ser
- equiangulos : 6 quando son perpendiculares
los lados, unos a etros.como los de emd; pues
si'se le da.al triangulo.emd la quarta parte
de una vuelta, quedaran sus tres lados para-
lelos a los tres de abe. I
. 387 | Dos tridugulos semejantes quales-
quiera atg, bdc tienen proporcionales sus la-
dos homélogos 6 los opuestes 4 iguales ngu-
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los ; at:bd=ar:de=tr:de. Porque si se toma en
el lado at, am=bd, y por m se tira la mn
paralela 4 la base #r, tendrn los triangulos
amn, bdc el lado am=bd, y por ser seme-
jantes atr, bde, los angulos =5, y m=t=d;
iuego serdn iguales (345), y an=bc, mn=dc;
y como por razon de las paralelas m9, #r se
tiene (373) at:amzar:an:tr:mn, serd tambien
at:bd:ar:be=tr:dc, poniendo por am, an, mn,
sus iguales bd, bc,cd. '

388 Al contrario, si-los lados homélogos
de dos tridngalos atr, bdc sog proporcionales
at:bd::ar:bentride, dichos tridngulos serdn se-
mejantes: porque tomando am=~d, y tiran-
do mn paralela & tr; sera (373) at:am=ar:an:
tr:mn: y como por suposicion at:bd:ar:be:
tride ;s sera am:bd:an:be:mn:de : los términos
de la-primer razon am, bd son iguales, con
que lo serén tambien a% y be; mny dey y los
triangulos amn , bdc seran iguales(344): luc-

o siendo. el. tridngulo amn semejante- 2 arr,
Fo debera ser tambien bde. =~ -
" 389 Dos tridngulos atr, bdc con un dn-

gulo a=b, y proporcionales los lados que le for-
man at:bd:ar:be, son semejantes. ‘Tomando
am=5bd , y tirando mn paralela & #r, reslta
at:am:ar:an , 'y como se supone at:bd:ar:be,
serd am:bd:an:be; y siendo am=>bd, serd
an=b, y los triangulos amn,bdc iguales (346):
luego siendo amn semejante & a¢r, lo sera tan-
bien bde. Ra
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390 Si desde el dngulo recto b (fig. 64)
¢ un tridngulo rectdngulo abe, se baja la per-
pendicular bd , resultan dos tridngulos abd,
bdc semejantes d abc, y de consigniente entre si:
pues cada uno de ellos tiene con 4b¢ un an-
gulo comun, y un angulo recto.en d; luego
son semejantes con abc (386), y de consi-
guiente lo seran entre si.

. 391 De_ la semejanza de los tria'mgulos
abd, bdc se saca (387) ad:bd::bd:dec 6 + ad:
bd:ds, es decir, que la perpendicular bd ba-
jada del dngulo recto de un tridngulo rectdn-.
gulo sobre la hipotenusa , es media propor-
cional entre sus segmentos ad, dc. 'Y como to-
do.4ngulo inscripso ab¢ (fig.63) formado so-
bre el diametro 4¢ de un circulo es recto (324),
sera tambien media proporcional entre los seg-
mentos ad, dc de) didmetro la perpendicular
bd bajada sobre él desde qualquiera punto de
la circunferencia del circulo , esto es, serd
#ad:bd:de, y de consiguiente (175) (bd)*=
adxde. ' o o

393 - Y asi para encontrar una media
proporcional entre dos lineas dadas m, n; to-
mando ad=m y de=n, se juntaran.ambas
de suerte que formen una sola recta ac, que
se dividira por medio en o : desde o con el in-
tervalo' 4o se trazara el semicirculo abke, y la.
perpendicular 45 levantada en el punto 4 del
concurso de las dos lincas, sera media pro-
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porcional entre ady d¢, 6 entre my n°(391).
393 De los triangulos #bd, abc semejan-
tes (390) , se saca ac:abzab:ad (387), y de
Yos abe, bdc tambien semejantes, ac:be::be:dc; es
decir, cada lade ab,bc de los que forman el dn-
Zulo recto, es medio proporesonal entre la hi-
{mtmu.m y ¢l segmento correspondiente , y por
o mismo qualquiera cuerda ab (fig.65) tira-
da desde el estremo del didmetro ac, es media
proporcional entre ¢l didmetro y cb segmento ad
que forma la perpendicular bajada desde & so-
bre ac 5 pues tirada la bc, ‘el tridngule abe es
rectangulo en’b. S :
394 Luego si dadas t,x, se pidiese una
media proporcional entre ellas; se trazaria so-
bre a¢=¢ un semicirculo, se tomaria ad=r,
y levantando en 4'la bd perpendicular a ac,
seria la media proporcional la cuérda ab tira-
da de 24 b3 pues en el triangulo rectangulo
abc, se tiene ac:abzab:ad 6 t:abuaby.
39§ Si después de haber trazado sobre
la hipotenusa a¢ (fig. 66) del triangulo- réc-
tangulo abc un semicirculo., se alargan 25,
ac, y se levanta en ¢ la ¢é pergendicular 4 a¢;
en ¢ la ¢f perpendiculat 4am, yeng, b, %,
-, las perpendiculares 2 dichds lineas, se ten-
‘drd- una série 'de lineas proporcionales + ad
ab:ac:ae:afiag &c. en los tridngulos rectangu-
los semejantes abd, abe, ac?, aef, afg &e.
396  De las-dos proporciones wdac:ab:ad,
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wac:be:de, se saca (ab)*=—acxad, (be)*=x
acxdc : sera pues, sumando ambas equacio-
nes, (ab)*+(bc)*=acxad+aixdc, 6 gabg 4
(be)*=ac(ad+dc), 6 Gltimamente (ab)’-+
(be)*=acxac=(ac)* , que es decir; ¢l cua-
drado (ac)?® de la hipotenusa de un tridngule
rectdngulo, es igual d la suma de los cuadra-
dos (ab)*~+(bc)* de los otros dos lados. -
397 Las partes de dos cuerdas ad , be
(fig.67) que se cortan en un circulo , son reci-
procamente proporcionales ; esto es, ac parte
de la 1.2 es a ¢b parte de la 2.2 como ¢¢ parte
de esta 2.2 a ed parte de la 1.2: porque tiran-
do las ab y ¢d, resultan semejantes los trian-
gulos acb, ced; pues tienen los angulos en ¢
iguales (277), y c=4 (323) : luego (387)
ae:ehzecied. Si entre dos paralelas ab, ¢d sz
tirap como quiera las ad, bc que se.corten, son
tambien reciprocamente proporcionales sus
partes por la misma razon. o
398  Dos secantes ab, bc (fig. 68) tira-
das a un circulo desde un punto b, son reci-
Pprocamente proporcionales con. Jas partes es-
teriores br,bd s de suerte que be:baxbr:bd:
porque si se tiran gd y r¢, los tridngulos bre,
bad que tilzne'n ademas del angulo 5 colmug,
a y ¢ ignales (323), seran semejantes : luego
( 387)gbr:bd::§)¢:ba? o " . g
399 Sise tiran d un circulo desde un pun-
tobs una tangente bp y una'secante ba, la tan-
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gente es media proporcional entre la socante y -
el segmento esterno, 6 ba:bp:bp:br. Tiradas
las pa, pr, los tridngulos apb , pbr son seme-
jantes, pues tienen el dngulo b comun y a=
(321 y 322) : luego ab:bp=bpibr, y (bp)*—
abxbr(175). Del mismo modo se verifica
que aibozbo:br, 6 que (bo)*=abxbr ; sera
pues, (bp)*=(b0)*, y bp=bo, es decir , seran
iguales las dos tangentes tiradas a un circulo
desde qualquier punto fuera de él.

400 Por esta proposicion I.° se encuen-
ira una media proporcional entre m y n (fig.:
69) ; tomando una linea bt=my br=n, tra-
zando sobre el didmetro ¢ un circulo, y tiran-
do 4 él desde b la tangente ba, que sera media-
proporcional entre b¢ y br, 6 entre m y . -

401 2.° Se puede dividir una linea a5
en media y estrema razon; asi se llama la di-
vision de ab en dos partes ad, db tales, que
la mayor db sea media proporcional entre la
menor ad y toda la ab. Para esto se levanta
en el estremo 4 la perpendicular a¢ igual a
la mitad de ab, con el radio ¢ se traza un
circulo, por by ¢ se tira ket , y tomando bd=
br, quedara la ab dividida en 4, de suerte
que ad:bd::bd:ab. Porque siendo (399) bt:ba:
ba:br 6 (177) bt—ba:bazba—br:br; como
bt—ba=kr=bd, por ser bt—ba=ht—2ar=bt—
tr, y ba—br=ba—bd=ad ; se tendra bd:ba::
ad:bd, 6 ba:bd:pd:ad (177). Quando'la par-
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te r¢ de la 3ecante es igiml 4 la tangente 2B,
queda la secante dividida en media y estre-
ma razon en r ; pues siendo (399) br:ab:ab:
kr, sera en tal caso bt:rturt:br.

402 Si en el tridngulo isésceles abe (fig.
70), cuyos dngulos b, ¢ sea cada uno duplo
de'z 6 de 72°, se divide el angulo & por me-
dio con la b¢, quedara la a¢ dividida en me-
dia y estrema razon en f. Porque siendo se-
mejantes los triangulos abe, the , por tener el
angulo ¢ comun, y a=thc=36°, sera ac:ch::ch:
¢ty 6 ac:at:at:ct , pues ch=bt=at por la igual-
dad de los angulos (342). Luego si be es la-
do del decagono inscripto en un circulo, sera
el dngulo a=36° (364), by ¢ de72°; y de
consiguiente , tirando b¢, sera be=at, y el
lado del decdgono inscripto en un circulo serd

“$gual al segmento mayor del radio dividido en
media y estrema razon. .
403 Tratemos ya de las demas figuras,
que para ser semejantes deben tener todas sus
angulos iguales, y proporcionales todos sus
lados 6 lineas homéblogas , es decir , las opues-
tas a iguales dangulos, 6 situadas semejante-
mente en ellas. Seran pues, semejantes los
- pentigonos ABCDE, abede (fig.71), silos
angulos A=4, B=b,'C=¢, D=4, B=¢, y los
lados AB:ab::BC:b¢::CD:cd::DE:de. o
404 ,, Si-de dos anguies homélogos C, ¢
» de dos figuras scmejantes ABCDE , abcde,
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s8¢ tiran 4 los demas las diagonales CA, CEy
» ¢4, ¢¢; los tridngulos en que queda dividi-
»da la una figura, serin semejantes 4 los cor-
» respondientes de la otra.* Pues los triangu-’
los ABC, ab¢ y lo mismo se prueba de DEC,
dec , ademas de los ngulos B, & iguales, tie-
nen proporcionales los lados AB, BC; 45, be
que los forman (403); luego serin semejan-
tes (389). Sera pues, el dngulo n=o y (387)
AB:ab:AC:ac; y como AB:ab:AE:ae, serd
AC:a¢:AE:ae, es decir, -proporcionales los
lados AC, AE; ac, ae de los triangulos AEC,
acc, ademas de ser iguales los dngulos m y 2
que forman; pues si del ingulo A=4, se qui-
tan=o, quedard m=z; luego tambien son se=
mejantes los tridngulos ACE, ace y de consit
guiente todos los de las figuras. o

405 Por un razonamiento contrario-'sd
prueba igualmente que si los tridngulos en
que una figura se divide, son semejantes 4 log
correspondientes en que-se divide otra, son
semejantes las figuras. Y asi para construir-und
figura semejante 4 otra ABCDE dada, y qud
tenga 4 bc por lado homélogo de BCse lle*i
vara bc desde ¢a b', se tira¥a por b'la b'a’ pa-
ralela & AB que encontrari 4 AC en a'; por
a’:se trazaré la '’ paralela & AE, y por ¢
la ¢'d paralela 4 ED; y fesultars la figura
Cd'e'a'b’ semejante 4 ABCDE. ‘Tambien pu-
do. haberse trazado sobre el lado B dado, el
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tridngulo abe semejante 4 ABC (386), sobre
ac, el tridngulo ace semejante 2 ACE, y so-
bre ec, ecd semejante 2 ECD, y se hubiera
tenido la figura abcdz semejante 4 ABCDE.
406 Para copiar una figura qualquiera
ABCDEF (fig 72), 1.° se podra tirar la
diagonal BE, y bajando 4 ella desde todos
“las angulos las perpendiculares AOQ,FS, DR,
CP, se vera quantas partes ticnen de una esca-
la la BE, dichas perpendiculares, y sus respec-
tivas distancias BO, OS, SP &c. Tomese des-
pues una linea be del mismo niimero de par-
tes que BE, y determinando por uno'y otre
lado las distancias bo, os &c. de las perpendi-
culares , dando 4 cada una el nfimero de par-
tes que les corresponde , se habran determi-
nado los puntos o, s, p, , en los que levan-
tando las perpendiculares oa, sf &c. del mis-
mo tamafio que OA , SF &c. se tendrin los
puntos b, a, f, d &c. mas principales de la fi-
gura: los demas se pueden dibujar 4 ojos ad-
virtiendo que si.no basta la BE-para determi-
nar dichos puntos por ser muchos, 6 por set
g;ande, su disfancia respectiva , se tirara otra
ase perpendicular 4 BE por guyo medio se
determinaran. . - L
407 2.° Tambien se pudiera haber co-
pizdo aplicando. el papel 6 lienzo en que es-
td la figura 4 otro, y picando despues con
un alfiler sutil los puntos mas principales por
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los quales se podran determinar los demas.

408 3.° Si despues de haber picado con
un alfiler los puntos de la figura, se aplica
sobre un papel, y se repasan despues dichos
puntos con un Cisquero, que es un lienzo
con carbon molido; quedaran sefialados di-
chos puntos en el papel, cuidando de levan-
tar con tiento el original.

409 4.° Apliquese sobre un papel, otro
dado de qualquier color que se quite facil-
mente,, pongase sobre ambos la figura que
se ha de copiar, y repasando con alguna fuer-
za todos los puntos principales con una punta
roma, quedara calcada la figura en el papel.

410 §.° Ultimamente, si se aplica @ un
cristal la figura dada, en sitio donde le dé
bastante luz por atras, y se¢ pone sobre ella
un papel , se traslucird por él toda la figura,
cuyos puntos sera facil copiar. -

411 Paralevantar ol plano de un terre-
no , 6 trazar otro semejante en el papel coa
las distancias respectivas que tienen los pun-
tos @1 obgetos principales que en él hay#; sir-
ven difererites instrumentos como el Grafo-
metro, la Plancheta, la Brijjuja &c. Habla-
rémos ahora de estos dos iiltimos con. rela-.
cion 4 los terrenos accesibles por todas sus par-
tes, reservando para despues el uso del Gra-
fémetro en los sitios en parte é del todo in-
accesibles.
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412 La Plancheta es una tabla HMNO
(fig.73) de tres pies de largo, y como dos y
medio de ancho, colocada sobre un pie se-
mejante al del Grafémetro (280); sobre ella
se estiende un- papel que se afianza con un
bastidor que coge el perimetro de la tabla;
y-para dirigir por ella visuales 2 los obgetos,
se usa de una alidada LT con dos pinulas en
sus ‘estremos , 6 de un anteojo si los obgetos
estan 4 mucha distancia.

413 DPara levantar un plano con este ins-
trumento , se mide una base SR desde donde
se puedan ver los mas de los obgetos que se
han de figurar ; se pone la planchetaen S
un piquete en R, y dirigiendo la alidada de
manera que por sus pinulas se vea R, se ti-
rard en el papel una base EF, dandole tan-
tas partes de una escala, como varas 6 pies
tenga SR. Hecho esto, se dirigira la alidada
& todos los obgetos A, B, C &c. del terreno,
y por-cada direccion, se tirara una linea inde-
finida en el papel. Pasese despues el instrumen-
to 4 R dejando un piquete en S, y alineando
con él la-ef, dirijanse visuales 4 los obgetos
A, B, C-&c. observados, las quales senala-
das -enel papel , cortardn las primeras en los
punos z, b, ¢ &c¢. que determinaran la posi-
cion de los' del tetreno, 4 causa de los tridn-
gulos- semejantes 'SAR ) SBR, SCR &c. ¢fa,
efb, efc &c. que resultan. T,
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414 El poco aparato que reéquiere el uso
de este instrumento , le hace apreciable para
determinar los puntos menos principales de
un plan forjado ya por un método mas exac-
to. Sise quisiere por eg. aiiadir al anterior
¢fcba un punto R omitido , se plantar sobre
él la plancheta, se dirigira la alidada por los
puaatos A, a, y despues por B', 5', y el con-.
curso f de las lineas Aa, Bb. tlradas en cada di,
reccion, sefialara la situacion de R ; en prue-
ba de lo qual la linea tirada por G¢ pasara
tambien por f. Por lo demas, suelen ser con-
siderables los errores que pueden resultar con
la planchera, ya por ser muy agudos los an-
gulos que_sobre «.lla se forman, . ya. por. estar
el papel expuesto 4 moverse. Ademas.de es-
to, quando el mal temporal mterrumpe la
operacion, hay que volverla & comenzar si s¢
desea alguna exactitud. . S
415 La Brijula es w :nstrumen;mde
marfil, madera {1 otra_matexia-sélida (fig: 74)
de dos hasta ; seis. pulgadas de digmetro., cuya
parte. interior es un circulo don-dos diime.
tros que se cortan ajangulqs sécros. Elestres
mo.de uno de ellos tiene una flor:.de lys con
que se sefiala el Norte, use, de-los quatro
puntos Cardinales del mundo 1 desde él em-
pieza la division; del cuculol ersus 360° acia
la derecha.dcl que mira al,Ciglo con la cara
al Norte, el qual tiene el Jur 4. las espaldas.
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el Oriente 4 la derecha y el Ponfente 4 1a iz-
quierda : asi se llaman los otros tres puntos
del mundo. En el centro del circulo sobre un
ege de cobre puntiagudo se coloca una aguja
"de azero tocada al iman, muy en equilibrio
para que pueda dar vueltas con facilidad; y
todo se tapa con un cristal redondo que en-
caja en un rebajo hecho al rededor del circulo
para impedir que el ayre menee la aguja.

416 Tomo esta tiene la virtud comu-
nicada del iman, de dirigir uno de sus estre-
mos 4cia el Norte y el otro 4cia el Sur; se cui-
da de colocar tanto en el Grafémetro como en
la plancheta una brijula para dar por medio
de ella 4 los obgetos la misma situacion enel
papelque tienen en el terreno con relacion &
los puntos cardinales del mundo. Con este
fin se coloca de manera que la linea Norse-Sur

. quede paralela con el diametro del Graféme-
tro 3 pues siendo ¥ base comun de todos los
triangulos que’ $¢’observan , paralela-a di-
cho didmetro;-con solo dirigir paralela a la
eguja ld linea de fe , que es la que pasa por
medio de la alidada, se sabra con poca dife-
rencia la situacion: de los obgetos respecto de
diches puntos cardinales. -

417 Dige con poca diferencia, porque
la aguja segun-el tiempo y los diferentes lu-
gares, s¢ aparta mas 6 menos de'la direccion
del Norte. Para saber en quaatos grados se
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.aparta, 6 el dangulo de la declinacion de la
aguja con la linea norte-sur, hay que tirar
esta linea en el terreno. Lo que se puede ha-
cer trazando desde un punto dos lineas de
treinta 4 quarenta estadales , una 4cia el Sol
naciente y otra quando se pone, y dividien-
do per medio el 4ngulo que formen las dos,
con una linea que sera.la meridiana 6 norte-
sur. Si a esta meridiana se aplica una de las
bases AB de la britjula, quedara con ella. pa-
ralela su linea norte-sur, 'y el dngulo que.con
ella forme la aguja, restado de 360°, dara el
de la declinacion. , _
-418.. Con ningun instrumento se levantan
mas facilmente los planos que con la Britjula;
pero ninguno ocasiona mayores equivocacio-
nes , ya sea por tomarse muy agudos los an-
gulos-por-la pequefez de-las agujas, ya sea
por no haberse acaso.apastado lo bastante de
alguna miina de hiegro-en el terreno; y én ca-
sa, dé utensilios de higrro ; puntas de compis,
6 de otrd brijula. Por eso suele servir sola-
mente para determinar. ¢/ por menor de un
plano ; como el curso de u rio, la direccion
de un. camino ,.¢l cirtuito- de -una laguna,
bosque &c. -0 SR
419 Para qualquiera de estos. casos se
plantaran piquetes A,B, C, D, E (fig. 75)
en todos los recodos mas reparables, se co-
locar la brijula en A,y suponiendo que sea
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AH la direccion de la aguja, se medira la AB,
y se vera qué niimero de grados tiene el an-
gulo HAB. Puesto el instrumento en B, se
medira igualmente la BC, y el angulo HBC,
repitiendo esto mismo en cada recodo. Se to-
mara despues en el papel un punto a, y ti-
rando a arbitrio la ak que represente:la direc-
cion de la aguja, se formara con el Sémicirculo
un angule hab—=HAB, dando 4 ab tantas par-
tes de. una escala como varas 6 pies tuvo AB:
se tirara después por b la b paralelad ab, y
-ge hara el angulo Abc=HRC, dando & bc tan-
tas partes como medidas tuve BC 5 practique-
se lo mismo en los demas puntos , y se-habra
levantado ‘el plan propuesto. B
- 420 - Los perimstros de dos figuras seme-
fantes ABCDE ; abcde (fig. 71) sean regula-
zzs 6 mo.,-tienen entre si la misma razon que
sus .lados.;: porciones, diagonales .y demas k-
neas.homélogas. Porquie siendo'(403) AB:ab:
BC:benCD:ed=DE:de, ser (180) ABA-BC+
CD+DE 6 ABCBE perimetro de launa.fi-
- gura'y suma:-de los-antecedentes, 4 abcde: pe-
ximetro de la otra y sama de los consecuertes;
como; un antecedenté ' AB 4 su consectiente ab;
como qualquier nimero de antecedeiites AB-+
BC+GD:o. ABCD', & igwal namero de con-
seeyentes. Y- come AB:#b:sAC:ac:CE.ce &c.
(404)sseran tambientosladosy perimetros pro:
porcionales 4 las diagonales, y en los poligo-
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nos regulares 4 los radios rectos, oblicuos &c.
De manera que la figura de un perimetro du-
plo del de otra, tendra lados, diagonales, ra-
dios duplos; triplos si fuese triplo el peri-
metro &c. .

421 Todas estas proposiciopes tienen lu<
gar en el circulo , poligono infinitingulo
(357)» que podemos imaginar dividido en
infinitos triangulos con radios tirados 4 todos
sus puatos, que serdn las bases y lados infi-
nitamente pequefios del poligono. De consi-
siguiente , las circunferencias de los circulos,
son entre si como: sys radios, didmesros | cuer-
das y arcos semejantes. De manera que dado
el diametro y cifcunferencia de un circulo, y
el diametro de otro , si se nos pidiese su cir-
cunferencia, diriamos, ¢l primer didmetro es
4 su circunferencia, como el 2.° didmetro &
la circunferencia gue se busca, que seria el
4:° término de la proporcion. Pero hasta aho-
ra estd por averiguar la circunferencia 6 por-
cion de linea recta que exictamente corres-
ponde a cierto didmetro, 6 la razon del dij-
metro.-4 la circunferencia: teniéndose ya casi
por imposible la que se llama (434) Cuadra-
tura del circulo. Sin embargo, son suficientisi-
mas para la practica las razones 7:22 que tie-
ne el didmetro 4 la circunferencia segun 4.
gqutmédes, en la que sale un solo pic de menos
en un circulo de 8oo pies: 8113:355 que ha-
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o Meécio, y que da un pie de falta en una
circunferencia de¢ 1000000, y I: 3,141592-
6535897932 &c. hasta ciento veinte y swte
notas decimales.

422 Si se diese un didmetro de 16 varas,
hallariamos su cxrcunferencm de 50%v. di-
ciendo , 7:22:16:02v. y al contrario, el
dxamﬂno 16 7. de una circunferencia que tie-
ne o: v. se’encuentra por la proporcion 22!

7:50%v: 16, Ultimamente, si dado el didme-
tro de 207. se pidiese la longitud de un arco
de 32° 40, se buscara primero la cxrcunfc-
rencia que es de 623 v y despues se dird, s
toda la nnunferm:za 6 360° tiene 622 v,
équantas tendrd 32°, 40'? Saquese el Glumo
termmo y y saldrin § 32 varas. -

De las Superficies y Planos. .

423 El segundo género deestension. en
longitud y latitud que se llama area 6 super-
ficie, cs el espacio que encierran Jas. lmeas,
y segun sean estas rectas 6 curvas Sera recti--
linea, curvilinea 6 mistilinea la superficie.
Tambien se llama plana la superficie perfecs
tamente lisa sin hoyos ni eminencias, como la
del cristal : y curva aquella cuyos puntos no
‘estan igualmente altos y - ba;os como la de
una bola.

424 Dicha superficie plam que se con-
sidera formada de infinidad de- lineas que lle--
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nan todo su espacio (256), se llama plano
quando se imagina separada. de los cuerposy
y como no tiene grueso , cavidadesni promi-
nencias , qualquiera recta que le toque en dos
puntos le tocard en todos ; pues sino ; tendria
una parte en el plano y otra-mas elevada, y:
no serfa recta. Por lo mismoy un plano puesto
sobre otro'le toca en todos sus puntos , y for=-

“ma con él un solo plano s pues se tocan pre-
cisamente todas las rectas que los forman.
425  Tres. puntos que no estdan en linea
recta , determinan. la. situacion de un plano;
porque si dos planos pudieran tener trés pun-
tos comunes , 6 los tendrian todos'y forma-
rian un solo plano , 6 tendria uno de ellos
alguna parte elevada sobre el otro plamo, lo
que no puede ser (424). De consiguiente,
tres puntos que no_estén en linea recta, no
pueden ser comunes 4. dos planes. .-
426 De aqui se infiere que por tres.pun-
- tos qualesquiera v.-gr. los de un’triangulo,
s¢ podra- hacer pasar un plano: y de consi+
guiente-dos rectas BD, BC (fig:76) que se
corten, estaran en un mismo plano, determi-
nade per los tres puntos D, B, C: y lo misma
dos paralelas TH, AB. . - I
427 Una resta AB perpendicular a un
plano MNOP, es tambien per pendisular d to-
das-las lineas puestas en el mismo ‘plane que
pasaw por 4l punio: B vdesla, prrgandicular;
: Sa

N
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pues si 110 lo fuera se inclinaria acia algun la-
do del'plano, contra el supuesto de ser per-
pendicular. De consiguiente , dos lincas TH,
AB perpendiculares a un plano son paralelas
‘entre.si; pues uniéndolas con HB son per-
pendiculares a la HB (298).

428 . Desde un punto tomado en un. plano
6 fuera de él, no se pucede tirar mas que una
perpendicular d dicho plano ; pues si se pu-
dieran tirar dos desde un mismo punto, se
podrian tirar dos perpendiculares desde un
punto 4 una linea recta, lo qual es imposi-
ble (288). :

429 Si dos planos ENMA, BOPS (fig.
77)-s¢ cortan , la comun seccion s wna linea
recta: porque si tomamos dos puntos en di-
chaseccion), la recta que pase por ellos ha de
estar toda :en cada uno de los planos (258),
luego sera la comun seccion, y sera linea
recta. .

430 8% dos planos EMNA, BOPS son
perpendiculares al plano RQ, su comun sec-
cion DC serd tambien perpendicular al pla-
no ; pues si del punto C se levanta una per-
pendicular al plano RQ, debera hallarse toda
en cada uno de los planos EMNA , BOPS;
luego sera la comun seccion.

431 La inclinacion de dos planos AN,
BP se. mide por el dngulio ACB que forman
dos lineas AC , BC perpendiculares d la co-
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mun seccton DC, tiradas una en el plano AN,
yotra en el plano BP : pues si imaginamos que
sobrepuesto el punto A 4 B; se aparta despucs
el plano AN moviéndose al rededor del ege
DC, trazara B hasta volver 4 su lugar, el
arco AB; luego medird la inclinacion de los
planos el angulo ACB, cuya medida es AB,

432 Luego en la interseccion y encuen-
tfo de dos 6 mas planos se verifica quanto de-
jamos demostrado en la interseccion y en-
cuentro de dos 6 mas lincas (273, 277 y sig.
82y sig. , 298 hasta 303 ) que escusamos
Iepetir aqui.

433 Los planos son paralelos quando
distan igualmente por todas partes: y asi si
un plano corta dos 6 muchas planos paralelos,
las comunes secciones son tambien paralelas;
pues sino , alargandolas se vendrian 4 juntar
¥ de consiguiente los planos, contra lo sypues-
to de ser paralelos.

Medida de las Superficies.

434 Las superficies se miden con cuadra-
dos, por ser la figura mas sencilla: y asi cua-
drar 6 ‘medir una superficie ABDC (fig.78)
esaveriguar las veces que en ella cabe otra su-
perficie cuadrada y conocida abde que se toma
por la unidad. Y como ABDC se puede con-
schir formada (256) por la recta DC que se
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mueve: paralelamente 4 si misma lo largo de
BD, dejando rastro tras si de su movimiento;
4 cada paso Db que ande, igual al lado db
del cuadrado abdc que se toma por la unidad,
formara tantos cuadrados xguales a abdc,quan-
tas veces dicho lado Db 6 D¢ quepa en la li-
nea DC que son quatro. Luego dicha super-
ficie contendra tantas veces quatro cuadrados
-guales & abdc, como veces su lado db 6 Db
.quepa en la base BD, esto es, ‘el producto
del ntimero de veces que el lado del cuadra-
do cabe en la base y en la altura. Esto espli-
caremos en lo sucesivo brevisimamente di-
ciendo que la superficie de un paralelogramo
rectangulo es el producto de la base por la al-
tura, bien que con impropiedad; pues ni una
linea puede multiplicarse por otra no siendo
niimero abstracto (15) , ni aunque se pudie-
ra muluphcar resultaria una superﬁcxe , sino
‘una linea.

435 Luego 1.° la .mper cte de un cua-
drado es-el producto de la base 6 de la altu-
ra por si: y la de un paralelogramo qual-
-quicra BODF (fig. 4) es el producto de su
base BC por su altura DT 6 AB; esto es,
BCxAB : porque BCDF es igual 4 ABCE
%3523 , y este tiene por superficic BCxAB

434)-
. 436 2.° La superficie de un triangulo
qualquiera, como mitad que es del paralelo-




 DE“GEOMETRIA. 279
gramo de igual base y altura que él1 (351) es
la mitad del producto de su base. por su al-
tura , 6 el producto de una de las dos la base
6 la altura por la mitad de la otra.

437 La superficie de un trapecio abce
(fig. 79) es el producto de su altura ed por
la mitad de la suma de sus bases paralelas
bc, ae : parque con la diagonal a¢ queda di-
vidido en los dos triangulos ab¢, ace , cuyas
superficies son (436) ;bexed~+acxed: lue-
go la suma de estas dos superficies 6 la del
‘trapecio sera ; (be=+ae)xed. Sise toma a0=
ob, y se tira ot paralelad be, serd la superfi-
cie del trapecio edxto: porque tirando por o.
la mn paralela 4 ec, se tiene 2to=en—+mc, y
to=2(en-+mc)=3(ae+bc), poniendo bm en
lugar de an su igual en los tridngulos aom,:
bom iguales, por tener ao=bo, los angulos
en o iguales (277)y lo misma @y b (300)..
438 La superficiz deun poligono regular,
ABCDE (fig.51) ¢s el producto del radio
recto por. la mitad de su perimetro; porque
siendo la superficie de cada uno de los trian-
gulos iguales en que se divide (363),.¢l pro-
ducto de su altura OH por la mitad de sn base
AB (436); serd la de todos los tridngulos 6 la:
del poligono, el producto de la altura 6 radio
recto OH por la mitad de todas las bases 6 Ja-
dos del poligona que forman su perimetro..
Luego un tridngulo. que tuviese por base’ el
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perimetro del poligono , y su radio recto por
altura, tendria la mismasuperficie que el
poligono; pues seria tambien el producto del _
radio por la mitad del perimetro. .
439 Como,uncirculo es un poligono in-
finitangulo (357), seré su superficie ¢/ pro-
ducto del radio por la mitad de la circunfe-
rencia, 6 de esta por la mitad del radio: vy
equivaldr 4 la superficie de un triangulo cu-
Yya base fuese la circunferencia » Y la altura el
radio. La superficie de un circulo de 20 pies
de diimetro, cuya circunferencia es 625(423),
serd 314 pies cuadrados, producto de § mi-
tad del radio por la circunferencia 623.
440 La superficie de un sector de circy- .
‘lo ACBD (fig-80) es el producto de la mi-.
tad del radio por el valor del arco ADB. Si
este arco por eg. es de 32° 40, y su diime-
tro de 20 pies, tendr el arco 535 pies (422);
multipliquese por § mitad del radio, y resul-
taran 2812 por la superficie del sector. -
441 Un segmento de circulo ABD tiene
por superficic a la del sector ACBD menos:
la del tridngulo ACB. Y la de una cotona’
se hallara buscando separadamente la de
Yos dos circulos que la componen, y restando-
la superficie del menor de la del mayor.
s 442 Para sacar la superficie de un po-
ligono irregular ; se le divide en tridngulos,
en los menos que pueda ‘ser., se saca I3 de.
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cada uno, 6 de cada dos si se les puede dar
una base comun, y la suma de todos, seri
‘la del poligono. Sien el ABCDEF (fig.72)-
se toma la diagonal BE por base de los dos
triangulos BEC, BFE, se sacard de una vez -
la superficie de ambos, multiplicando BE por
la mitad de las alturas PC, FS ; y afiadien-
do 4 la superficie que resulte, la de los tridn-
gulos FAB, EDC que se sacarda cada una
por si, se tendra la del peligono. .

443 Quando estd terminado de alguna
linea curva irregular, se le reduce segun lo.
muestra la figura 81, 4 poligono rectilineo,
y despues de medir las superficies mistilineas:
restantes, 6 como triangulos 6 como segmen-.
tos- de circulo, se uniran 4 la del poligone
para tener la total sin error sustancial.

Reduccion y division de las Superficies.

444 Para reducir un paralelogramo 4 up
cuadrado, 6 hacer un cuadrado igual en su-
perficie 4-un paralelogramo dado BCDF (fig.
45) s se busca (394) una media proporcional
M entre la base BC y la altura DT, y esta,
sera el lado del cuadrado: porque siendo BC:
M:M:DT, sera (175) BCxDT=M":6 la_
superficie del paralelogramo igual a la del
cuadrado.

44§ Una media proporcional-entre la mi-
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tad de la base y la altura, 6 entre la base y
la mitad de la altura de un triangulo, seria
el lado del cuadrado igual a él en superficie
(436).’Y la media proporcional eatre el ra-
dio y la semicircunferencia de un circulo, da-
ra el lado del cuadrada de una misma super-
ficie que él (439)- .
446 Una figura rectilinea qualquiera
ABCDE (fig. 82) se.reduce d otra igual en
superficie , y que tenga un lado menos ;5 tiran-
do la diagonal BD, y por el punto C la CG
paralela a2 BD, que cortara en G el lado AB
alargado ; tirese despues la DG, y resultard
el quadrilatero AGDE  igual al pentagono

ABCDE. Porque sienda iguales los tridngu-

los GBD, CBD (352) por ser de una mis-

ma base y estar entre las paralelas BD, CG,

si, del pentigono se quita el triangulo CBD,
.y se le pone su igual GBD, quedara AGDE=

ABCDE. Si al quadrilitero AGDE se le
- quita por el mismo ‘métedo otro lado, que-
~dard: reducido al triangulo FDG igual a él-
en superficie : de consiguiente, qualquiera fi-
gura rectilinea se podra.reducir @ triangulo,
y tambien 4 cuadrado (445).

: 447 Hayase ahora de reducir un tridn-
Sulo ACB (fig. 83) 4 otro igual.en superficie,
gue tenga su vértice en un punto dade D. Pa-
ra esto tirense 4 los puntos A, C las DA,DGC;
por el vértice B la BH paralela a4 la base AC;
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y por el punto H donde la DA corta &4 b,
la HE paralela @ DC; y tirando finalmente
la DE, sera ADE el triangulo que se pide.
Porque tirando la HC, los triangulos DHE,
HEC de una misma base HE, y que estan
entre las paralelas DC, HE, son iguales (352}:
jantense con el triangulo AHE en la 1.2 figu-
ra, y réstense de AHE enla2.2y 3.2 yre-
saltard el triangulo ADE igual 4 AHC; y
como este es igual 2 ABC triangulo dado,
por tener una misma base y estar entre las
paralelas BH, AC; sera el triangulo ADE=
- 448 Para dividir un tridngulo ABC
(fig.S4) en las partes iguales que se guiera,

con lineas tiradas desde un punto dado D; se
dividird la base AC en el ntimero de. partes
en que se ha de dividir el tridngulo, y sea
en dos en E, 4 donde se tiraran las EB y ED,
y desde B la BF paralela a DE; drense por
dltimo DF, DB, y estas dividiran al triangu-
lo en dos partes BDFA , DFCB iguales. Por-
que los triangulos ABE, EBC de una misma
altura BE y bases CE, AE iguales, son igua-
les (352) : tambien lo son BEF, BDF, por
tener una misma base BF y estar entre las pa-
ralelas BF, DE : afiadanse a ABF, y resultara
el tridngulo ABE mitad del total ABC; igual

al trapezoide AFDB; y de consiguiente, la
porcion DFCB sera la otra mitad. -~ .
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449 i se pidiese dividir en qualesquicra
partes , por egemplo en dos , un quadrildtero
ABCD (fig.8¢) desde un punto E dado en
uno de sus lados ; se reducira primero al trian-
gulo ABF (446), se tirara despues la DE,
y la DG 4 la mitad G de la base AF; y sera
el triangulo ADG mitad de ADF 6 del qua-
drilatero ABCD : finalmente tracese por G
la GH paralela a DE, y tirando EH, dividi-
ra el quadrilatero como se pide. Porque sien-
do iguales los triangulos DEH, DEG de una
misma superficie que estan entre las parale-
las GH, DE; si se afiaden 2 ADE, se tendra
ADG mitad del quadrilatero igual 4 ADHE.

450 - Para dividir en quantas partes se
quicra, sea en tres, el poligono ABCDE (fig.
86) con lincas tiradas desde uno de sus dn-
gulos D; transformesel? en el triangulo TDF
(446) , dividase su base TF en tres partes
iguales en Hy G, y tirando DH, DG, que-
dara dividido el poligono en tres partes igua-
les: pues son iguales los tres triangulos TDH,
HDG, GDF que tienen una misma altura y
bases iguales. Quando alguno de los puntos
G, H, &c. cae fuera del poligono como su-
cede en ABCDE (fig.86*), el qual si se di-
vide en quatro partes iguales como acaba-
mos de decir, cae fuera el punto H; se redu-
<ce el triangulo HDI al quadrildtero AODI,

tirando por H la HO paralela a4 AD.

)
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Comparacion ds las Superficies.

451 Siendo la superficie de un parale-
logramo el producto de la base por su altu-
ra (434); si llamamos B la base, A la altura,
S la superficie de uno; b, a, s la base, altura
y superficie de otro ; sera S=BxA, s=bxa;
luego S:suBxA:b=a; es decir, las superficies
de los paralelogramos son como los produc~
tos de sus bases por sus alturas, O estan en
razon compuesta de bases y alturas.

452 Quando B=5, la proporcion S:s::
AB:ab, se reduce a S:s::A:a, y quando A=a,
es SisuB:b; esto es, los paralelogramos de
una misma base son como sus alturas , y los
de una misma altura son como sus bases. .
- 483 8% las bases de los paralelogramos
estan en razon inversa de sus alturas, serdn
sus superficies iguales; y al contrario, si son
iguales en superficic, tendrdn bases y alturas
reciprocas ; porque si Bibua:A , sera (174)
BxA=bxa 6 S=s; y si S=s 6 BxA=bxaq,
serd (176) B:b=a:A. _ o

454 Como los tridngulos son mitades de
los paralelogramos de igual base y altura
(351), tendran tambien (183) /a razon com-
puesta de bases y alturas ; los de igual base
serdn como las alturas, y los de igual altu-
ra como sus bases: los iguales en super fiete
tendrdn sus bases en razon inversa de sus ak
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turas; y los que tengan vases y altwras reci- -
proca; , serdn iguales en superficie.

455 En los paralelogramos y triangulos
semejantes , en los que la razon de las bases
es igual 4 la de las alturas (403), sera la ra-
zon'compuesta de bases y alturas que tienen
dichas figuras (4§ 1) , duplicada de qualquie-
ra de ellas (172); luego los paralelogramos
y tridngulos semejantes tienen la razon du-
plicada. de sus bases y alturas, 6 son como
sus cuadrados: y como las bases y alturas son
proporcionales a todos los lados homélogos,
seran dichas figuras como los cuadradoes de
sus lados homélogos , y asi sera SiszA*:a%:
B*:b’* &c. '

456 Luego la superficie de qualesquiera

iguras semejantes tendran la razon dapli-
ada de sus lados homélogos , 6 serdn como sus.
¢uadrados.: pues siendo los tridngulos en
que dichas figuras pueden dividirse, partes.
semejantes suyas (404 ), deberan tener la mis-
ma razon que ellos (183), que esla de los
cuadrados de sus lados homologos (455). Y
asi, la superficie de los poligonos regwilares
semejanses son entre si como Jos cuadrados-de
sus perimetros , diagonales , radivs rectos y
oblicuos. X las superficies de los circsilos 6
semicirculos ‘son como los cuadrados de. las
ecircunferenvias , radios , didmetros , arcos -y
euerdas semejantes. . -

A
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457 - Por ser (396) (ab)’=acrxad=acpd
fig.87), y (be)*=acxde=dpfc; seri (ab)*+
bc)*=aepd--dgfec , 6 el cuadrado V de la hi-
potenusa ac igual a la suma X+Z de los
cuadrados de los otros dos lados b, bc: pro-
posicion que demostramos (395), y que tam-
bien consta de que siendo semejantes los tridn-
gulos abc, abd, bde (390), sera (455) abe:
abd:bde(ac)*:(ab)*:(be)*=V:X:Z, y siendo.
sbe=abdwbdc , sera V=X+Z.
488 Luego 1.° X=V—-Z,y Z=V-X,
6 e? cuadrado de cada lado del angulo recto,
es ignal d la diferencia entre los cuadrados
de la hipotenusa y del otro lado. 2.° Quando
el tridngulo rectangulo es isésceles, el cua-
drado de la hipotenusa es duplo del cuadra-
do de cada lado, esto es, (ac)’=2(ab); y
de consiguiente ac=y'2(ab)*=aby’2, que
es una cantidad inconmensurable ; y como 4¢.
es entonces diagonal. del cuadrado. V', serd
la diagonal de un cuadrado inconmensurable ‘
con sus dados i es deciry no podra con los la-
dos expresarse el valor de la diagonal.
489 .3.°Toda figura formada. sobre la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual
dla suma de las semejantes trazadas sobre
los otros dos lados ; por egemplo, el semicircu-
loabea es igual a los semicirculos aXé, bZc:
pues siendo abca:aXb:bZi:(ac)*:(ab)*:(be)*
(456)» ¥ (ae)'=(ab)’+(be)" 5 serd tam-
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bien abca=aXb+bZc. Si se quita ‘de ambas
partes aoba, bhch comun, queda aXbo+bZch
igual al tridngulo abc, y quando ab=bs, se
tiene aobX =abd. Las porciones de circulo
- aXbo, bZch se laman las Limulas de Hipé-
¢érates que encontré su cuadratura.
460  4.° El cuadrado de & hipotenusa.es
4 los de los otros dos lados, como la hipatewusa
d los segmentos correspondientes d -diches la-
dos; 6 (ac)*:(ab)*:(bc)*rac:ad:ds : porque
(ac)*:(ab)*:(be)* wabc:abd:bde:ag:ad:de ; pues
. ‘teniendo los tres tridngulos una mistha gltura
bd, serin como sus bases ac, ad, dc(4§4).
" 461 §.° Luego los cuadrados de dos cner-
‘das ab, ah (fig.65) tiradas desde wn - estre-
‘mo a del didmetro, son entre si como las par-
tes ad,ar que cortan en él las perpendicula-
_res'bd, hr bajadas de los estremos de dichas
cuerdas: porque en el tridngulo abe, (ac)*:
(ab)*:ac:ad, y en ahc es (ac)*:(ak)*uaear;
lucgo (ab)’_:(};k)’::ad:ar. S
" 462 De las figuras regulares ¥soperi-
- metras la que tiene mas lados incluye mayor
superficie. Sean pot eg. un cuadrado .y un
~ pentagono (fig. 88), si se inscribe en ellos
‘un circulo , estaran sus ‘superficies en razon
"de los radios ¢, #m ; pues son el producto
de la mitad de su perimetro por dichos ra-
dios ;- luego nm es mayor que ¢ca: porque si
“fueraniguales y de copsiguiente sus” circulos,
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serfa menor el perimetro del pentigono, que
el del cuadrado (357), contra lo supuesto de
ser igualcs; lucgo es mayor la superficie de]
pentagono que la del cuadrado. De consi-

t guiente el circulo que es un poligono de infini-
tos lados , tiene mayor superficie que otra qual-
quicer figura de igual perimetro.

463  Para hacer dos figuras que tengan
entre si una razon dada como la de 1:3; sg
tomardn en una linea indefinida 4¢ (fig. 65)
dps partes que sean entre si como 1:3, de
suerte que sea 34d=dc ; desde su mitad o sg
trazara un semicirculo, y levantando en 4 la
perpendicular db, seran ab, be tiradas a los
estremos del didmetro los lados homélogos de
las figuras que se piden, las quales se traza-
rdn semejantementce sobre ellos. La razon de
la operacion-es evidente , pues las ﬁguras se-
mejantes. trazadas sobre 4b y be, son entre si
(456) como (ab)*:(bc)*=ad:de=1:3 (461);
Juego &ec. .

. 464 Si dada la figura abede (fig. 71) se
desease otra de una superficie tripla, 6 que
tuviese con.ella ia razon de 3:1; suponicnde-
& uno de sus lados ab de 10 varas, hallaria-
mos el homélogo AB de la otra figura ha-
¢iendo 1:3:(10)*:300, cuadrado de AB; de
suerte que AB=)/300=17,32 varas con po-
ca diferencia; hagase ahora ab: AB:be: BC::
€d:CD::de;DE, y se tendra lf‘longitu_d de los



290 " ELEMENTOS -

demas, que unidos con angulos iguales aa,b;
¢,d, e, formaran la figura ABCDE que se
desea. C : : :
o De tos Sélidos.

465 La filtima especie de estension que
abraza longitud , latitud y profundidad 6-al-
tura, se llama sélido., cuerpo o volimen : se-
ra regular , i las superficies de que se com-
pone,son iguales y semejantes, y sus angu-
los solidos iguales; los demas son irregularss.
El cuerpo de quatro superficies se llama ¢e-
traedro, el de cinco pentaedro,y exdedro, ep-
taedro, octaedro.... polyedro el de seis , siete,
ocho..... y muchas superficies. - o

466 Llamamos dngulo sélido. al formado
de mas de dos angulos planos que concurren
en un punto : tal es H (fig. 89) compuesto

. de los angulos DHA, AHB, BHC, CHD:.
La medida de estos dngulos compone la “del
angulo s6lido que es siempre menor que 360°;
pues si se tira la perpendicular HO; y las DO,
CO, BO, AO, sera cada angulo' AOD ma-
‘yor que su correspondiente AHD , por tener
su vértice mas cerca-de la base comun ADj
luego todos los dngulos formados en H valen
menos que los formados en O que componen
360° (274). Tambien cada dngtlo de los qiié
forman el angulo s6iido, es menor que la suma
de los demas: pues si llegase DHC por eg:
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a ser igual a DHA+ AHB~+BHC, puestos
estos sobre aquel no compondrian un sélido,
sino un plano, . :

467 El solido ABCFDE (fig go) cuyas
dos caras opuestas ABC, DEF que son sus
bases , son dos planos iguales y paralelos,
las demas superticies ABED, EBCF, FDAC
paralelogramos, se llama Prisma:y puede
considerarse formado por el plano ABC mo-
viéndose paralelamente 4 si mismo lo largo
de la recta AD, dejando rastro de su camino.
ABC se llama plano generador , y cada plano
infinitamente delgado de los que forma , ele-
mento del prisma. La perpendicular HO tira -
da de qualquier punto de la una base a la
otra, es la altura: y las lineas AD, BE, FC
lados del prisma. Quando estos son perpen-
diculares 4 la base, 6 iguales a la altura, se

llama el prisma recto; y oblicuo (fig.91) quan--
do no. Ultumamente, sera triangular , cua-

drangular , pentagonal &c. el prisma, segun

el plano ABC sea triangulo, cuadrilitero,

pentagono &c. :

468 Quando el plano generador es un
paralelogramo ABCD (fig. 92), el prisma
que resulta, toma el nombre de paralelepi-
pedo, que tiene por superficies seis paralelo-
.gramos : quando es un cuadrado ABCD (fig.
:93) consta de seis cuadrados iguales, y se
lama cubo. Un circulo A’];l:BF fig.94) pro-

. 2
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‘duce un sélido ABDC que se llama cilindro,
‘que serd recto quando cae perpendicular la
linea OH que pasa por los centros de las dos
‘bases, y es su ege: y oblicuo (fig. 95) quan-
‘do cae inclinada. Tambien puede considerar-
se producido por el rectingulo AOHC que
'dé una vuelta al rededor de HO. .
469~ Si nos figuramos que una recta AH |
(fig-S9) fija'en el punto H, corre con el es-
‘tremio A los lados de la figura ABCD, habr .
producido un sélido que se llama Pirdmide,
‘¢uya base es’ ABCD, y cuyas caras son tri-
‘angulos que tienen su vértice en un mismo
‘punto H que se llama vértice 6 citspide de la
‘piramide : su altura es la perpendicular HO
‘tirada desde el vértice H 4 la base, y su ¢ge
la tirada desde H al centro del poligono de
‘la dicha base. Quando el ege es diferente de
laaltura, y el poligono de la base irregular,
“sera la piramide érregular; pero si coincidie-
‘se el ege y la altura, y el poligono de la ba-
“se es regular, lo sera tambien la piramide, y
todos los triangulos CHB, BHA &c. seran
-igudles € isosceles. Una perpendicular HT,
“tirada desde H sobre uno de los lados de la
" base, la dividira por medio (337), y serd la
“altura de todos los triangulos : s¢ llama apo-
“ tecma. La pirdmide ¢riangular tiens por base
“un tridngule , 1a cuadrangular un cuadsilg-
tero &<, :
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470 Si la base de la piramide fuese un
circulo (fig. 96) 6 un poligono de infinitos
lados, resultara un sélido que s¢ llama Cono;
que se puede considerar formado por el tridn-
gulo rectangulo AOH que diese una vuelta
al rededar de OH : OH es su ¢ge, y altura
quando es perpendicular : las lineas AH, CH
&c. sus lados , que se equivocan con los apo-
tecmas; y segun que la OH sea 6 no perpen-
dicular a la base, sera recto {1 oblicuo €l cono.

471 Si el semicirculo AEB (fig.97) da
una vuelta entera al rededor de su diametro
AB, producira la esfera AEBDA que es un
solido de revolucion terminado de una super-
ficie curva, cuyos puntos distan igualmente
del punto C que es su ¢entro. El arco FA
forma el casco 6 casquete esférico FTHA.
El sector circular FCA engendra el sector es-
Sérico CFAHT : y FAO mitad del segmento
FAH produce el segmento esférico FTHAO,
- cuya base es el casquete FTHA. A qualquie-
-xa AB de los didmetros llamarémos ¢ge de la
esfera, polos & sus dos estremos A, B ; y zo-
" ma 4 la parte EHFD comprendida entre dos
- planos paralelos. - }

472 Un semipoligono que hubiera dado
una vuelta al rededor del didmetro, hubiera
-producido un esferoide , regular 6 _irre%plar
segun fuesc el poligono : y como el drculo ¢s
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un poligono infinitingulo (357), serd tam-
bien la esfera un esferoide infinitangulo.

473 St imaginamos perpendiculares tira-
das desde la circunferencia a todos los puntos
del diametro AB, cada una en la revolueion
describira como radio un circulo, y de con-
siguiente juntos todos formaran la solidez de
la esfera: luego si a la esfera la corta un
plano qualquiera, la seccion sera un circulo,
tanto mayor quanto mas se acerque al centro:
los que pasan por €l se' llaman circulos ma-
ximos , y los demas menores.

De la medida y comparacion de las Super-
Sicies y de los Cuerpos.

474 La superficie del prisma (fig. go)
sin contar las bases ABC, DEF, que se lla-
ma lateral, se compone delos paralelogra-
mos rectangulos AE, EC, AF, cuya medida
es (434) el producto de sus bases AB, BC,
AC por la altura comun AD. Las catas del
prisma oblicuo (fig 91) son los paralelogra-
mos AG,GD, DT, TE, EF de lados AF,
BG, DH &c. iguales, cuya superficie consi-
derando 4 estos lados como bases de los para-
lelogramos , y tirando sobre ellos sus alturas,
6 las perpendiculares ab, be, ¢d, de , es{435)
el producto de estas Giltimas’ por una-de las
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bases 6 lados iguales AF. Lo mismo se de-
mostrard en el paralelepipedo, cubo y ci-
lindro. ‘
475 Luego la superficie Jateral de un
prisma qualquiera (fig.9o) es el producto del
perimetro ABC de su base por la altura AD
si es recto; y si es oblicuo, el producto de uno
de sus lados AF por el perimetro avcde per-
pendicular 4 dicho lado. La superficie del ci-
lindro AD (fig.94) es el producto del peri-
metro AEBF por la altura AC. Para medir
la del cilindro oblicuo AD (fig. 9§) basta pa-
ra la practica multiplicar uno de sus lados
BD por la longitud de un hilo enrollado por.
el vestigio de la seccion abed perpendicular
4 BD. Sacada la superficie lateral se afiade
la de las dos bases para tener la total. :
476 Los triangulos ADH, ABH, BCH,
DCH (fig. 89) que son las caras del prisma
ABCDH, tienen por superficie (436) el pro-
ducto de sus bases AB, BC; CD , DA por la
mitad de HT altura de todos los triangulos
(469) : luego la superficic lateral de una pi-
ramide es el producto del perimetro AB+BCx,
CD+DA d¢ la base por la mitad de su apo-
tecma; 6. X(HT<ABCDA), En la piramide
inclinada se mide cada cara de porsi, y la
suma de la superficie de todas es la de la pi-
rimide. La superficie lateral del cono ACH
(fig.96) es la mitad del producto de la circun-
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ferencia ABCD de la base por uno de sus las
dos AH 6 £(AH<ABCDA). -~ . = -
477 En un trazo 6 tronco de pirimide -
de bases abc, ABC paralelas (fig. 98) las caras ..
son_las trapecios Ab, Bc, Ca, cuya superfis.
cie-es (437) el praducto de la mitad de sus-bar
ses_paralelas AB, ab; BC, bc; CA, ca por la
altura comun k¢, ¢ tirando mp, pn, nm por:
la mitad de Aa, Bb, Cr; htxmpn : luego Ia
superficie lateral de un tronco de pirdmide es .
la mitad del producte de los perimetras-abc,
ABC de sus bases por la altura ht, esto es,
7 abe+ABC)xht : 6 mpnxht, producto de}
- perimetro mpn medio entre los de las bases
por.la altura ht. Tambien la superficie def
tronco Ac (ﬁg. 99) de pirdmide conica es ..
3(abc+ABC)xAa, mitad del producto de los
perimetros de las bases por su lado; 6 mpnsx
;\Z produito del perimeiro medio por diche
ado. s -
478  Si consideramos 4 ab (fig.97) como
uno de los infinitos lados del semicirculo BEA:
que produce la ésfera, formard en su revolu-:
cion un cono truncado : cuya superficie, ti- -
randa las paralelas ad, bg, y por n mitad de,
ab, lanm; serd (477) abx circunferencia mn, .
Bajando ahora la ar perpendicular 4 bg, y ti- .-
rando el radio n¢; en los tiangulos.abrynoc se<
mejantes (386)se tiene ab:ar=tp:ncino; y por.
ser las circunferencias proporcionales & sus ra- . ;
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dios (431), seré ab:tpucircunf. nc: circanf nos
luego (174) abxeircunf. no=tpx circunf. ncj: -
6 Ia miperficie del cono truncado descrito por
ab, igual 4 su ege #p multiplicado por la ¢ir-
cunferencia del circulo maximo de la esfera.
Pruebese lo mismo de todos los solidos que:
componen la esfera, y tendremos que su su.
perficie os el producto de sw ege AB por Ja cir-
cunferencia de su circulo maximo: de suerte
que si' suponemos que- €l .diametro AB ten-<
ga 20 pies, y de consiguiente 62 2 la circun-
ferencia de su circulo, serdn 20x62 £ 61 2472
los pies ‘cuadrados que contiene la superficie
de la esfera. - . : o

479 De aqui se infere 1.° que la super:
ficie'del casco esférico AFTH es el products
de su altura OA por la circunferencia del cir:
culo maximo s y la de la zona DEHF el pro-
ducte de OC por la circunferencia de dicho
circulo. 2.° Que la superficie de un circulo cu»
yo radio fuese el ege de la esfera, seriaigual
4 la de la esfera: pues la cireunferencia-de
este circulo seria dupla de la del circulo mé-
ximo de la esfera. a N

480  3.° Como la superficie del circula
miximo es el ptoducto de la circunferencia
por la mitad del radio, que es-la quarta par-
te del didmetro, y la de la esfera el produc-
to de dicha circunferencia por todo el diame-
0 ; ¢quivaldrd esta d ln de quatro circulos
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mazimos. De. consiguiente, siendo la super-
ficie lateral del cilindro circunscripto (fig.
100) el producto de HM 6 AB ege de la es-
fera por la circunferencia de uno de sus cir-
culos maximos HOGR 6 EQFT , es decir,
igual a la de la esfera; si a la del cilindro se
anade la de sus dos bases que son circulos ma-
ximos , compondra seis circulos .maximos; y
lg superficie total del cilindro circunscripto 4
la esfera, sera 4 la de la esfera como 6:4, 6
como 3:2. : .

481 Sdlidos semqantn son los que cons-
tan de-igual nimero de superficies semejantes,
ademas de tener sus angulos solidos iguales;
y asi-los de diferente especie como un pris-
may una piramide no pueden ser semejantes.
Como las superficies de los solidos se com-
ponen de dos factores del mismo modo que
las superficies planas; demostrarémos como
enellas (451 ysig.), las proposmu)nes que
ﬁlguen.

<" 482 ,,Las superﬁc1es laterales de los pns-z
,,mas.son entre si. como los productos de sus
s alturas por el perimetro df; sus bases, si son
siTectos; 6.por ¢l de la seccion perpendncular |
s»a las alturas ,.si_son oblicuos. Los prismas
sde igual a}tura son. como, los perimetros. de
5 5us bases, los de igunal perymetro son como
ssus alturas, y los'de alturas y perimetros
» rectprocamente proporcionales son de super-
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»ficies iguales, y al contrario. Lo mismo se
»debe entender de las piramides 6 conos con
» la diferencia de poner lado en lugar de al-
,, tura.
483 ,, Las superficies de los sélidos se-
»» mejantes son entre si como los cuadrados de
s»sus lineas homologas ; y de consiguiente,
»» las superficies de dos esferas son como los
,»cuadrados de sus radios 0 didmetros. <

De la medida y comparacion de las solideces
de los Cuerpos.

484 La solidez de un cuerpo que es el
espacio que ocupan sus superficies, sea 6 no
mazizo, se mide averiguando las veces que
en él cabe otro cuerpo que se toma por la
unidad. El escogido para esto es el cubo, que
por tener todas sus dimensiones iguales es el
mas sencillo. Sea ab (fig. 92) el solido que se
toma por la unidad, y averigiiemos las veces.
que cabe en el prisma AT.

485 A este solido le forma el plano
ABCD que corre paralelamente la linea CT
(467); luego d cada paso Cb que ande dicho,
plano, igual 4 la altura db del sélido b, for-

mara tantos solidos iguales 4 b, quantas ve-

es la base cabe en el plano AC: si son qua-
tro, sera la solidez del prisma tantas veces
quatro solidos iguales a 4b, quantas. la altu-
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ra db quepa en CT ; luego serd el producte
del namero de veces que la base ad cabe en
AC, multiplicado por el nlimero de veces
que la altura db cabe en la altura CT, 6 mas
brevemente ¢/ producto de la superficie de la
base por la altura, y si es recto por su lado.
486 Para sacar la solidez del paralelepi-
do AT en la suposicion de ser AB de 15 pul-
‘gadas , CB de 8 y AE de 20; sacaré la super-
ficie de la base BD multiplicando AB por CB
6 14 por 8, y multiplicando el producto 120
por la altura AE que es 20, tendré 2400 pul-
gadas clibicas 6 cubos de una pulgada, que
equivalen 4 I pfe ciibico y % de pie, dividien-

do 2400 por t2xI2x12=I1728 , nmero de

pulgadas clibicas que contiene un pie ctibico.

487 Luego la solidez de un cilindro roc-

20 AD (fig.94) es el producto de la superficie
‘de su~base AEBF por su ege: y la del oblicuo
(fig. 9%) ¢l producto de ia base AEBF por la
altura HO: de consiguiente seran ignales los
cilindros y prismas que tengan una misma ba-
se y altura.

- 488 Un plano RQ (fig. 101) que corte
A una pirimide TABCDE paralelamente 4
{a base, cortard proporcionalmente los lados
AT, BT, CT &c. y qualquiera otra recta
" TO tirada del vértice 4 la base, y en la mis-

‘ma razon que dos qualesquiera lados homé-

logos AB, ab de la seccion. Pues si por la ree
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ta TO y los lados de la pirimide imaginamos, ¢
los planos TOA, TOB, TOC &c. cortarag>

la seccion abede en oa, ob, oc, o¢, od, lag™
2
quales serdn paralelas 4 OA, OB &c. par s%
7
y \v

secciones comunes de los planos paralelos RQ
ABCDE (433); luego los triangulos ATO
BTO, CTO &c. seran semejantes , -y sus la-
dos proporcionales, TO:To:TA:TaxTB:Tha
TC:T¢ &c.:: AB:ab:BC:be &c. T
489 Luego 1.° las secciones ABCDE,
abcde serdn semejantes ; pues se dividen en
igual nfimero de tridngulos semejantes, . por
tener paralelos sus lados; y de consiguiente,
sus -areas seran como los cuadrados de las li-
neas TO, To; pues se tendra (455). ABCDE:
abedes(AB)*: (ab)*=(TO)*:(To)*; por se
AB:absTO:To (488). . . . ..
490 3.° Si suponemos iguales las. altu-
ras TO,  MN de las piramides TABCDE,
MFGH cortadas por el plano RQ, estarin
las secciones abede, fzh en la misma razon que
las bases ABCDE, FGH: y seran iguales
si lo son las basess pues siendo ABCDE:
abedes(TO)?: (To)* 5 FGH:fgh:(MN)*:
Mnr)*, y MN=TO; sera (TO)*:(To)":
MN)*:(Mn)*, y de consiguiente ABCDE:
abedex:FGH:fgh ; luego si ABCDE=FGH,
sera tambien abede=fgh. -
491  3.°-Las pirdmides de fgual base y
altura son iguales en solidex , aunque svan

» .
S
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v wyerentes las figuras de sus bases ;-pues serin
-.{180) todos los planos 6 elementos que com-
- ponen la solidez de la una, 4 todos-los de la

-* 7+ otra, como labase de la 1.2 dlade la 2.% lue-

R

-~

~

A\

Ed

i go siendo iguales. las bases; séran tambien
iguales todos los' planos; y debiendo haber
en ambos igual niimero de ellos por haberse
supuesto de-igual altura, seran las solideces
iguales. ' o -

492 - Esto supuesto, vamos a -probar que
qualquier pirdmide es la tercera parte de un
prisma de igual base y altura que ella; y
supuesto que todo prisma poligono puede di-
-vidirse en igual nimero de prismas triangu-
Jares de igual base y altura, bastard demos-
‘trar: In. proposicion. del prisma - triangular
EDFBAP (fig. 102). Para esto tirense desde

.-uno de sus angulos P las diagonales PE , PF
.en las caras laterales AEDP, BFDP. .

493 - Imaginemos ahora un plano que pa-
~sando por EP y PF, separe del prisma la pi-
-ramide PEFD, y otro que pasando por las
- diagonales EB, EP, separe del solido APBEF
"que quedé (fig.103), la piramide APBE : y

~ tendremos dividido el prisma en las tres pira-

: mides PEFD, APBE , EFPB, dc las quales
-las-dos primeras de bases EDF, ABP y altu-
ras PD, AE iguales, son iguales en solidez
(491): y las APBE, EFPB consideradas so-
‘bre las bases ABE ; BEF que son triangulos
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igtiales, y eon el vértice comun P, seran tam-
bien iguales; luego siendolauna PEFD de um
misma base EFD y altura DP que el prisma,
sera lo mismo que las otras su tercera parte. -
* 494 ‘Siendo ‘pues, la solidez: del prisma
el producto ‘de’la base por su altura (485);
sera la de qualquiet piramide la tercera parte
de este producto,” 6 la'base multiplicada por
et ‘tercio de la altura. X como el cono debe
ser tambien la tercera parte- del cilindrg de
igual base y altura, por ser’ prisma infinitin
gulo, sera su solidez ¢/ Producto de g bace
por el texcio de su alura. - g e
- 494+ Para sacar la solidez de un trozo'de
piramide 6 cono de bases paralelas (fig- 98 ¢
99) , imaginandole completo , .se saca su S0~
lidez multdplicando la base. ABC por 2 TO,
multiplicando-despues abc por £ To,se tendrd
la solidez del pedazo Tabe que falta = restese
esta de la total yse teadrd la-del tronco, I3
To que se supone conocida en esta operacion,
se saca porlo demostrado (488); pues sien-
do AB:ab=TO:To, tendremos ( 177) AB—
ab:ab:TO—To:To 6 AB—ab:ab:00:To. . -
" 496 Lasolidez de la esfera es ol produc-
to de: su superficie por eltercio de su radio;
porque si -la‘concebimos compuesta de wuna
infinidad de pirimides que tienen los vérti-
Zes en su céntro, y cuyas bases componen su
superficie, tendrin todas por- altura el radio
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de ia esfera, y sera la suma de sus, solideces
6 la de la esfera €] producto ds todas sus ba-

- ses , superficie de la esfera, por un tercio de

su altura, radio de la esfera : y asi la soli-
dez de una esfera de 20 pies de diametro,
cirya superficie es 12§7%(478), serd 3ix
1257 7= 419057 pies cabicos. Si suponemos
con Newton que el diametro de nuestro_glo-
bo tiecne 19688724 pies de Paris, y la dr-
cunferencia de uno de sus c'rculos maximos
61878850 5 tendra su superficie (478) .......
$218315660966250 pies cuadrados; y el pro-
ducto de este nimero por la sesta parte del
diametro dard 3997846798940344927500
Qigs; chbicos de que consta la tierra.
-c497. Luego la solidez de un sector esféri-
o CFAHT es el producto de la superficie
ddl-casco FTHA por el tercio del radio. Co-
ino esta. se compone del segmento FOHTA
. del cono CFH; si de la solidez del sector se
resta la del cono, resultara la del segmento.
-. 498 La solidez de la esfera es los dos
azrctos de la. del cilindro circunscripto. Lla-
‘memos al radio R, D al didmetro, C la su-
perficie del circulo maximo HOGR 6 EQPT; |
y sera 4C la superficie de la esfera (480),
¥ su solidez Rx4C,, 6 4x3R=xC, 6 2Rx(,
esto es, 2DxC, por ser 2 del radio  del dia-
metro: y como la solidez del cilindro es DxCs
sera Ja 1.2 dla 2.2 como £ DxC:DxC 6 como
341, 6 Gltimamente como 2:3.
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499 - Como toda solidez es px'oducto de
una superficie que tiene dos factores, por

~una linea; si llamamos B, C los factores de
1la superficie 6 base,, y A su altura, S la soli-
‘dez de un cuerpo; s la solidez de otro, v 4, -
b, ¢ sus tres factores , tendremos S...AxBC
:_axbc. Luego serd S:suAxBCiaxbe, es
decir, las solideces de dos prumas 6 cilin-
‘dros, 6 de wn prisma y un cilindro son en-
tre si como los productos de su base por Ia
_ altura. De consiguiente , los de tgual base
.serdan como sus alturas, y los de igual altura
como sus bases 5 pues si A=a resulta S:s:s
BC:be, y si BC=be, Sis:Aza,

500 Quando A:4:be:BC, se tiene (174)
AxBC=axbc 6 S=s; esto es, si las bases de
de los sélidos estdn en razon rmprom con las
alturas , seran sus solideces iguales, y al con-
-frario. Todas estas proposiciones se deben
entender tambien de las piramides 6 conos.

g§or Quando los sélidos son semejantes,
.son iguales las razones A:z, B:b, Cic (481)
.de los factores de ‘que se com gonen las soli-
"deces en la proporcion S:s:ABC:abe (499)s
luego las solideces de los cuerpos semcjantes
#stardn en razon triplicada’, 6 serdn como
los cubos de_sus factores hqmél«gos i 6 Sy
- A3:23:B3:53:(3:% 5 de consiguiente, las so-
lideces de dos e.sferas serdn como los cybos
" de sus radzos 4 didmetros.
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go2 Tenemos pues, que las figuras de
los solidos semcjantes son como sus lineas
homoélogas (420), sus superficies como los
cuadrados de dichos lados homologos (483),
'y sus solideces como sus cubos (g0 I): de ma-
nera que si los diametros de dos esferas por
eg. tuvieran la razon de 3:4, las circunfe-
rencias de sus circulos miximos serian -tam-
bien como 3:4, sus superficies ¢ las de las
_esferas serfan como (3)*: (4)* 0 como 9:16;
'y sus solideces como {3)3:(4:% 6 como 27:64.
§o3 Luego para hacer una esfera dupla
“de otra que tuviese 6 pulgadas de.diimetro,
haria la proporcion 1:2:216 cubo del didn.c-
tro dado: 452 cuio del ‘dianetro de la esfera
pedida : cuyo-diametro sera 7,66, raiz cl-
bica préoxima de 432,

Método para medir la capacidad de los va-
s0s.que encicrran algun iiquido.

© go4 Para medir la capacidad de un vaso

6 las veces que contiéne una medida‘que se
toma por la unidad; como-por lo comun los
vdsos son cotiicos 6 cilindricos; s¢ hard un ci-
lindro AH (fig. T04) de éstafio G hoja de la-
ta, en el que $e echard ubha 6 de¢s azumbres
“de liquido . y ‘tomando ‘una-vara (fig. 1os),
se sefalarin’ en uno de sus lados las partes
Er1, 12, 2 3'&c. iguales 4 1a altura AD que
ocupa el liquido en el cilindro.
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gog Para dividir el otro lJado MN de la
vara, se levantara en N la perpendicular NT
igual al diametro AB del cilindro, se tomara
Ni1=TN, y trando la hipotcnusa Tr, se-
ra_didmetro de un circulo 6 base dupla de
ARB; porque (456) los cuculos son como
Jos cuadrados de sus diametros, y (Ti)'=
(TN)*+(N1)’=2(TN)* (457) : sefialado
pues, T1 desde M a 2, se urara ia hipote-
nusa T2 ,:y serda por la misma razon didme-
tro de una buse tripla de ARB ; se trasladard
desde N & 3, y se continuard del mismo mo-
do para sacar los di metios quidruplos, quin-
tuplos &c. Si se dividen TN y Nt por me-
dio cu K y ¢, y se tira la K¢, serd diametro
de una base mitad de ARB, que se debe pa-
sar de Naz. o ,
- 506 Para medir-ahora el vaso XO (fig.

1006), se-aplicara e} lado NM de la vara al
didmetro XZ, y si coge N3, sera triplo de la
base ARB (fig. 104): y de consiguiente, el
hueco XT hard tres veces mas liquido que
AC. Midase despues la altura LX con el la-
do FE de la vara, y si equivale 4 cinco divi-
siones, deberé multiplicar 3 poy § para en-
contrar las azumbres de liquido que caben en
el vaso XO, que seran 15, .

-ga7 - Si el vaso fuere cono truncado, se
sacara una base media, sumando las dos; pe-
1o si la.de .agriba fuese muy pequefia, serd

; Va ,

7



3o8 © ELEMENTOS

mejor reducir e} vaso a sélido regular : pues
si se sacase la mitad de la suma de las dos ba-
ses AM y R del vaso ARM (fig:1q7), resul-
taria una base poco mayor que la mitad de
AM, y cuyo producto por la altura MC, da-
rfa una cabidad igual casi 4 la mitad del a-
Iindro AC; siendo asi que el cono ARM, cu-
ya cabidad se busca, es casi el tercio de di-
cho cilindro (493)- ‘ ,

08 Ultimamente , para averiguar el
hueco del tonel BQ (fig. 108); tomese un
didmetro medio entre los dos DE, AB, que
sera 22 si DE equivale en la vara a N3y

- AB 4 Na; sea la longitud CT=M8; mult-
pliquese 8 por 2%, y el producto 20 serd ¢l
niimero -de azumbres que caben en el tonel
propuesto, que podemos considerar como un

cilindro de una base media proporgional arit: -

‘mética entre el fondo y su vientre.

| Sdlido:. regxdare:.. .

50y Llamamos asi los cuerpos cuyas s
perficies son todas poligonos regulares € iguv
les, y cuyos dngulos sélidos se componendé
~ igual nimero de dngulos planos. Gomo estos
no han de llegar & 360° (466), y seis dngv
los de tridngulo equilatero componen 6x60°=
'360° , solo podremos formar con' angulosdt

tridngulo _equilatero un éngulo sélido de tres
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igual 2 3x60°=180°; de quatio que vale
4x60°=240; y de cinco, su valor gx60°=
300°: de donde resultan el tetraedro (fig.
109), cuvas superficies son quatro tridngu-
los equilateros, el octaedro (fig. 110) que
consta de ocho, y el drosacdro (fig.111) que
ticne veinte. Con angulos de cuadrados solo
puede formarse un angulo sélido de tres, igual
4 3x90°=1270; pues 4x90°=360°; y con
tres angulos de pentigono 6 3x108°=324°,
otro; 'y con ellos se forma el exdedro 6 cubo
(fig. 112) rodeado de seis cuadrados iguales;
y el dodecaedro (fig. 113) que consta de do-
ce pentagonos regulares. Y como tres angu-
los del exdgona regular valen 3x120°=360°;
es claro que no puede haber mas sélidos re-
gulares que los cinco referidos. ‘

§10  Si se saca la superficie de una de
las caras de estos, y se multiplica por el ni1-
mero de ellas, se tendra la superficie de cada
uno. Con este fin se han pintado al lado de
cada s6lido las superficies que le rodean.

g11  Lasolidez del tetraedro se saca co-
mo digimos (494); pues es una pirimide
equilatera t.riangu r. La del exdedro se en-
‘cuentra por lo dicho (485). Al octaedro se
le considera dividido en dos piramides igua-
les y semejantes, y despues se saca la solidez
de l’;s dos. Tambien el icosaedro puede ima-
ginarse dividido en veinte pirdmides iguales:



310 ELEMENTOS

y asi multiplicando por 20 la solidez de una
de cllas, se tendra la:del solido. Ultimamen-
te, tlrando rectas desde el centro del dode-
caedro 4 todos sus angulos, resultaran doce
pnamldes , pentigonos iguales; con que si
multiplicamos pof 12 la solidez de la una,
tendremos la del dodecaedro.

TRIGONOMETR!A RECTILINEA.

512, Ensena este ramo de la Geometria
el modo de averiguar en un triangalo recti-
lineo el valor de“tres de las seis cosas que
le componen, a saber tres angulos y tres la-
dos, dado el de las otras-tres : no siendo los
tres angulos ;- pues por ellos solo se puede-
saber la razon de los 1ados, pero no su lon-
gitud, ‘que sera difercrite en cada uno de los
infinitos ‘tridngulos que pueden tener.-unos
mismos angulos (335). A este fin, como los.
lados de los triangulos no son propor¢iona-
les a sus-angulos , se han inwentado:las lineas
trtgonometru Ls, senos , cosenss , -angentes, se-
cantes que vamos 4 dar - conocer, Jas qua-
les -ademas de ser propotcionales con los la-
dos de los tmngulos, SO -un equwalente de
sus, anguloc _

§13 Llamamos pues, semo recto. & seno
de un ‘angulo ACB (fig. 114) 6 de su arco
ABa la perpendicular AT bajada del estre-
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mo_A de dicho arco sobre el radio CB, que
Pasa PQI' el otro LSUCITIOB J‘mo Terso a la
parte BT del radio, comprendida entre el se-
no y el estremo del arco: tangente de dicho
angulo 6 arco AB 4 la BH perpendicular al
estremo B del radio CB, termlmda por el
radio AC alargado : y secante 2 la GH 6 ra-.
dio AC alaxgado
oS4 Tambicn, AD es seno del angulo
ACE 6 arco AE, DE su seno verso, EQ su.
tangente y CQ su. secante : y como el arco,
AE es compicmento de AB, seran AD, DE,,
EQ, CQ seno, seno verso, tangente y se-,
cante del complemento del arco AB, 6 mas
brevemente coseno, coseno verso , cotangente,
y ¢osecante del arco AB. En lo sucesivo es-
cribiremos sen , cos., tang, cotang, sec, en lu-
gar. de seno, coseno, tangente,, cotangente,
secante.,

. 51§ Segun lo que ‘acabamos de decir 1.°
El seno AT de un arco qualquicra AB es la
mitad de la cuerdg AR del ar.o ABR du}zlo
de AB; pues el radia CB perpendlcular aAR,
- le divide por medio (306). Y asi el seno del
arco de 30° ¢s la mitad de. la cuerda de 60°,
- que es ¢l radzo (367).

516" 2.° El coseno AD de un arco AB
qua]qmera es siempre igual 4 CT parte del
radio comprendida entre el centro y el seno:
y su seno verso BT cs la diferencia entre cl
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radio y el coseno. 3.° La tangente BH es igual
al radio BC quando el angulo BCH es de
45°; porque siendo el angulo CBH recto, ¥
BCH' de 44, sera tambien BHC de 45°
(341), y la BH=BC.

8§17 4.° Que si en un tridngulo rectin-
gulo CAT se toma por radio la hipotenusa,
y se traza un arco AB, serin-los otros dos la-
dos AT, TC seno y coseno del angulo ACT:
Y si se toma por radio uno de los lades ccmo
CB en el tridngulo rectingulo HCB , sera el
* otro BH tangente, y la hipotenusa CH se--
cante del angulo HCB. *

§18 En el punto B en que suponemos
que no hay arco, tampoco hay seno ni tan- .
gente, y el coseno es el radio CB. Al paso
que es ‘mayor el arco, crece el seno y la tan-.
gente , y disminuye el coseno y cotangente
hasta que el arco llega 4 ser BAE 6 de go°:
entonces es el seno el radib EC, que por ser
el mayor de todos se llama semo sotal 6 de
90°, el coseno es cero y lo mismo la cotan-
gente; y la tangente y secante que resultan
paralelas , 'son infinitas. -

- .§19 - En-pasando el arco de go° comien-
zan a mengiiar los senos y tangentes, y & cre-
cer los cosenos'y cotangentes hasta que lle-
g2'4 180° ‘6 al punto Fg, en el que es cero ¢l
seno y la tangente , el coseuo es el radio CF,
¥ la cotangente y cosecante paralelas é infini-
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tas.- Pero: es de advertir que en’ qualquier
angulo obtuso es uno mismo el seno, coseno,
tangente &c. que en el angulo agudo su su--
plemento ; por eg. el seno del dngulo ACF"
es AT, seno del angulo ACB suplemento de -
ACF; sucoseno esCD, su tangente es FG
éual aBH, a causa de Tos triangulos CBH,

1guales (345) : pero todas estas lineas
son negativas quando pertenecen 4 los angu-*
los obtusos, 6 estan en una sittiacion contra-
riaa la que tienen quando pextcnecen a los
angulos agudos.

§20 Sillamamos r el radxo ACde un cfr--
culo qualquiera, y a el arco AB; serd AT,
sen a3 CT, cosas BH, tang a3 CH, seca
&e.: Luego si dado el valor cfel ‘seno AT , se .
nos pidiese el de las demas lineas. 1.° En el
tnan ulo rectangulo CAT, donde (CT)*

(AT) (458), 6 CT-— AC)*
’I) serd cos a=1/(r*—sen’a), asi co-
moA AC *—(CT)*) 6 sena=v(r*—
cs*a). 2. or ser TB-(..B—CT (516), se--
YA sem wers a=r—cos a.

§21  3.° De los tridngulos reétangulos set
mejantes CAT, CBH se saca CT:TA=CB:BH
6 cos azsem a=w:tang a; luego tang a=....
—72,6 === suponiendo r=I. 4.° Enlos

s a cos

mismos tridngulos se tiene CT:CA-CB:CH
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r2.

—

sxendo .
‘cos a cos a
r=I. §. Por ser DE—-CE—CD tendremos
COS Vers a=—r—sen Q.

22 6.° De los tridngulos. seme)antes
CDA, CEQ se saca CD;DA:CE:EQ 6 sen

6 cosa:f: f sec a=

. tos a ., ,_ Ccosa

a:cosa: r cot a=" = hac1endo
sm a - sen a
r=r. '],'ambxen es BH: CB :CE: EQ 6 #ang a:
rz .. S |

'r vota_ WS O
. tang 4 L tang 4,

52 3 7 ° Ultlmamente CD CA:CE: CQ

.3
6 sen arrar: mseca:-—'—z—’—.
sen a . sen a
: 8.° En dlChOS triangulos se tiene

52
BH: CB CE EQ 6 tang a:rur:cotang a; de
donde tang a=

cotanga - ~ :o!ang a’ y whmg a=

b 4
Tag-;-t es'decir,, que Tas- tangentes estan en

razon mversa de las cotangentes. .-
. §2§. Dudo el seno BD=a (fig. 115) de

‘un arco qualqulera AB.y.de consiguiente su

cos a (520) , se tendra el.seno: BT de su mi-
tad en el ryiangulo rectangulo ABD, donde
por-ser AB=1/((BD)*~(AD)’),. se.tendrd

$AB=BT=21/((BD)'+AD}"), 6 sen 2=
SV (sen’a-sen wers®a) : péngase em lugar
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desen vers>a su valor (§20) (r—cos 2)* 6

, a
r’—2r cos a—+cos’a, y serd sen=;1/(sen*

a-+1*—2r (05 A+C0s*a) : Yy COMO sen’get....

cos*’a=r* en el tridngulo rectingulo BDC, se

’ ’y.e - a1 2 .
tendrd por tiltimo sen —=31/(2r*—2rcos a).

.'§26  Si dado BT'6 sen=se nos pidiesé el
seno BD=a del arco duplo, se sacara de la
equacion :m{-:%V(zr’—zf cos a) el valc.)r\

ri—a(sen®S)*
>y
sen a=1/(r*—cos* a) que encontramos (§20),
tendremos dicho BD. ) ‘

de cos a= » ¥ sustituido en.....

527  Supongamos-ahora conocidos los se<

nos EF=a, DT=b (fig. 116) de los arcos

AE, DE, y tratemos de encontrar-él seno'y) ~..

coseno de su suma y de su diferencia. Si se,
toma EB=ED, sera AB la diferencia de los
arcos AE, DE. Bajese el radio, CE,pery,eqdi-
cular 4 la cuerda BD; DM, TL, BG perpen-
diculares 4 CA ; y tirando las paralelas. TH,
BK, serd (373) DH:HK:KO:0B:BT:TD;
ésto es, PH=HK," KO=OB, asi como DT=
TB (306): luego el seno de DBA sumd
de los. arcos propuestos , sera DM=MH~+
HD=TL~HD: el seno de ladiferencia de di-

-

RN
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chos arcos BG=MK=HM-HK=TL-HD:

el coseno de la suma CM=CL—LM=CL—

TH, y el coseno de la diferencia CG=CL~+

LG"‘CL-l—TH

. El valor de estas lineas se saca de los tri-

angulos CEF, CTL, DTH semejantes, don-

de CE:CT:EF:TL, CE CT:CF:CL, CE:.

CF:DT:DH, CE:EF:DT:TH; 6 ponién-
~ doles sus nombres, r:cosbusena:TL =

2en a.cos b cosa.cosh

, ricosbucos a:CL= .
r

sen b cos a ’
s o560 azsenb:

r: cas,q : sen b: DH=
TH:-‘f-'-"-‘-’—""-"—"_-. Luego

1.° TL-l-HD_DM_..sm(a-l-b)__m‘ .cosb -+cos &.5en b
2.° TL—HD=BG=s m(a-b)__“"“ co:b—co:a sen b

r

o CL-—TH_ —CM=ros (d-l-b\._."s a‘ cos b—sen a.senb

7.

4- CL-O-TH__CM__co;(a b)— cos 4. ﬂn‘b—ﬂma senb,
528 Supuesto que tang=-— —

(521)-
.ge;;’xrtqng(a-f-b)::%: ................. |

s sen a sen b
¢ (sen a.¢os b—cos a. sen b) T\ sa ¥

Y cos @.cosb—sena.senb -

cos b

- .sena _ senb

AR > SERAISEEY
cosa cos b

dlvxdiendo anmerador y denominador por
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#0s a.¢os b ; pénganse ahora en lugar de....

sen a sen b tang a tang b
o5 “mib sus lguales — )

y se tendrd por dltimo tang (a+b)=......
v2(tang a—+iang b)
ri—tang a.tang’b
r3(tang a—tang b
(a_b) - r’-—o-t:ng a. m:g 2 *
. r.cos
. §29 - De la expresion cotang =— (522),
r.cos (a—+b)
sen(a—+b)
( sina.senb ]
t{coss.cosb—sina.senb) __ cos a.cos b -
sna.cosbcosasnb —  sma - send

- Y por lo mismo sera zang-..

sacaremos cotang (a+b)==

———— .
— vedew e

——
cosa cos b
y3—tang a.tang b
dang a—tang b

partiendo Por €05 4. cos b,y

. tasga  tan,
sustituyendo ——f-— ’ —‘ en lugar do......
stna  senb
5 > Como tambien utang (a—-b):
ri~+tang a.tang b
sang a—tdang b

r3
§30 Ultimamente , siendo secanté e

.

re.
“cos (@=l) =
K. r2xrs
cosa.cos b—sena.senb —— r(cos a.cos b-:ma.:mb)

(321), tendremos secant (a+b) =

multiplicendo por r:- multxylxquese y pam.-
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se el denominador pur ¢os a.cos b, y resulta-
r2xr?

—

ra secant. (4+b)= sena - _sem b
..

o L Sema
(r..co: a.cos b)x( r s cor h

r. seca. ncb

T e aiangb pomendo secant 'y tang en lu-

sen

gar cle sus 1guales e (521): y por

r. sec'a.sech
igual razon-sec (a—b)=", v2ltang a.tang b ° El

mismo calculo con corta dxterencw. nos dara
cosec (a+b)———"—— (523)__....

sen (a-tb;
¥3 . r’xr'

gen aicos b—tcos &, sen b’ _ (sema  senb
: (r.ca:a.cosb;x Rt A
cosa  cos b,

o L --seca.sech- V cosel (Zt b) sec&.sech. .
—— e g — [ttt
= tang a—+tang b mng a-tang b®

53 I Si en las expresiones de sen (a+b )
cos (a+b).&c: suponemos. a=b, a= b,
a=—13b &c. resultaran los valores de los se-
nos , cosenos, tangentes &c.- -de los arcos du-
plos triplos &c. 5: suponemos b=—=a y r—I,
serd sen (a+b)=—=sen2a=—12sena.tos a;
. cos (a+b)==cos 2a==rcos* a~—sen’a; tang ...
(a-v-b)*-tang 24=—=~2"2"2_: haciendo...

- 1—tang'a e
b=—12a, se tendrd sen 3a==sen a.cos 2@ +

L. cos a.5¢624a; oS 34""":6'63 4.!"[)& ‘2“-— .Qlflqd.

sen 2a &c. - G i, o



DE TRIGONOMETR{A. ‘519

§32  Asi como un arco se valfia por gra-
dos, mayores 6 menores segun el circule;
asi tambien el valor de un scno que en dife-
rentes circulos tiene distinta longitud , se es-
Ppresa en partes en que se considera dividido
el radio del circulo, sea grande 6 pequeiio.
Para que este valor sea mas exacto se sy po-
ne que el niimero de partes en que el radio
6 seno total se divide, sea grande como...,.
1000000, y averiguando qudntas de ellgs
corresponden 4 cada uno de los senos, cose-
nos, tangentes &c. desde 1’ hasta go°, se ha
formado una lista de ellos que se llama z4*"-
de los senos.

§33 Las proposiciones establecidas
bastan para su’ construccion ; pues teniei
Ioooooo partes el radio, cuerda de 6o~
(367) , tendra el seno de 30° que’essu mi-
tad (515}, §00000 : y buscando sucesivamen-
te los senos de la mitad (525), sacarémos
por el de 30° el valor de los senos der¢°,
7°30', 3°48°, 1°§2 30" hasta el de 527 g44™
3""'2 que ‘por su pequefiez se confunde ya
con su arco. Por lo mismo tanto ¢l como el
de 1'seran sin efror-sensible p:oporcionales

\

con sus arcos , y podremos decir , ¢/ arco de
§2"44"' 3% es d su seno encontr.ido | como

¢harco de 1 es d su semo. Conocido por ¢sta

proporcion el valor del seno de 1, sacarénios.

cde 2,4, 8 &c. (526), el de I'2'—3!
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§27), 3'+2'=g , el de 10/, 20/, 30/, 60/,
0 el de 1.° y con él se sacaran del mismo
modo los de los senos restantes hasta 45°.
Los demas hasta go° son sus cosenos , y su
valor se encuentra segun digimos ((§20):
y con los senos y cosenos se sacan (§21) los
valores de las tangentes y cotangentes.

§34 Las tablas que acabamos de ense-
flar a construir, en lugar de los valores de
los senos , cosen. tang. suelen contener solo
sus logaritmos para mayor comodidad en los
calculos ; pero logaritmos sacados por los an-

10s Gedmetras que consideraban al radio

idido en 10000000000 partes. Los Mo-

nos suponiendo el radio de 1000000 han

itido en los valores de los senos ,.tangen-
wo &c. las quatro Gltimas cifras, y algunos
cinco, por no necesitarse tanta exictitud;
_pero han dejado los logaritmos conforme los
sacaron los Antiguos. El que solo tenga ta-
bla de logaritmos de los senos, y quisiese sa-
car por ellas el valor de un seno v. gr. el de
18° 6', debe rebajar seis unidades de la ca-
racteristica de su logaritmo 9,4923083, y
- buscando 3,4923083 en los logaritmos de los
nQmeros naturales, le hallard entre 31067 y
3108, y qualquiera de ellos sera con poca
diferencia el valor del seno de 18°6°,
.. §35 Habiendo manifestado ya cémo los
- senos equivalen 4 los dngulos, vamos ahora

\
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& demostrar que en qualquicr iridnguio los
senos de los angulos son proporcionaies d sus
lados opuestos : para lo qual basta inscribir
en un citculo qualquier triangulo ABC (fig.
37), y reparar que siendo” cada lado cuerda
de un areco duplo del que mide el dngulo
opuesto (322) ; serd la mitad de cada lado
el seno del angulo opuesto: esto es, AP serd
seno del angulo B, AN seno de C, y BH seno
de A : luego siendo los lados proporcionales
4 sus mitades, lo seran de consiguiente & los
senos dé los dngulos opuestos; de suerte que
sera AB:senC::ACesenB:BCisen A -

5§36 En el tritngulo rectangulo
(fig. 117) es tambien el seno del angulo
D que es el radio =r, 4 la hipotenus
como ¢l séno A al lado BD, y como el ser
lado AD: y como tomando @ BD por rauw, o
AD tangente del dngulo B (517), y siendo
AD radio es DB tangente del angulo A serd
BD:ADzr:tang B, y AD:DBuritang A.-

§37 En un triangulo qualquiera ACB
(fig. 118) la suma de los dos lados BC+AC
que comprende el dngulo C, es @ su diferen-
¢ia BC—AC, como la tangente de ia mitad
de la suma de log otros dos angulos A, B es
@ la tangente de%itad de la diferencia de
estos dngulos: 6 BC+AC:BC~ACutang
1(A+B):tang ;(A-DB). x
. 4538 Para demostra’r%; duscribase un cig-

-
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culo desde C con el intervalo del lado me-
nor AC, y tiradas las dos cuerdas AE, AD,
y DF paralela 4 AE, sera el angulo # mitad
de los angulos A y B, por ser z=A~+B (339);
y ¢ mitad de z (323): el angulo DABes la
semidiferencia de A —B de dichos angulos
(238); porque DAB con el dngulo o=t
que es su semisuma, compone el angulo A
el mayor de Ay B; luego siendo EAD én-
gulo recto (324), y lo mismo su igual ADF
(300); sera tomando & DA y AF por radios,
EA tangente dcl dngulo t=—=3 (A+B), y DF
tangente de DAF—2(A—B): y como pot
ralelas EA, DF se tiene BE:BD:EA:
y BE=BC~+AC, BD—BC-CD=
AC, saldra por Gltimo BC+AC:BC-
tang 2(A+B,: tang Z(A—B). Conocida
isuma y semidiferencia de los dngulos
Ay B, se averigua facilmente el valor de
cada uno (238). ,

539 Finalmente, en qualgnier tridngulo
ABC (fig. 119 y 120) ¢l lado BC sobre ¢l
qual 6 sobre cuya prolongacion cae la perpen- .
dicular AD, es d la suma AC+ AB de los
otros dos ; como su diferencia AC—AB esdla
diferencia DC—BD de los segmentos hechos
por la perpendicular A6 a su suma DC+
BD si la perpendicular “cae fuera. Porque:
trazando un circulo desde A con el radio AB,

y alargando AC hasta T, sera (398) CB:CT:
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CR:CE, y como CT—=AC+AB, CR—
AC—AB, y CE==DC—DB por ser BD—
DE, se tendra sustituyendo estos valores,
BC:AC+AB:AC—AB:DC—DB: y en la
fig. 120 donde CE es igual a CD+DE—
CD-~+DB,sale BC:AC+AB::AC—AB:CD~-
DB. Con la suma y diferencia conocidas de
los segmentos se averigua su valor (238).

Usos del cdlculo trigonométrico en la resoly-
eion de los tridngulos rectdngulos
y oblicudngulos.

§40 Con las proposiciones demostradas
se pueden resolver los quatro easos diferen-
tes en que con arreglo 4 lo dicho (§12), da-
das tres cosas de las seis que componen un
triangulo se pida el valor de las otras tres; y
comenzando por el triangulo rectingulo, si
ademas del angulo recto D (fig.117) que se
se conoce, se diese 1.° uno de los dangulos
agudos B y el lado BD harémos (§36) r:
tang.B:BD:AD para averiguar el lado AD.
2.° Si se diese la hipotenusa AB y uno de
los angulos agudos A, haciendo, 7: AB::sen
A:BD, se conocera el lado BD. 3.° Con el
lado BD y la hipotenusa AB, tendremos AB:
r::DB:isen A, y se habrd-averiguado el angu-
lo A. 4.° Dados los lados DB, AD se hara

AD:DB:r:irang A, y se tend)r{ét el angulo A.
2
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541  En los tridngulos oblicuangulos &
que no tienen dngulo recto 1.° conocido uno
de los lados AB (fig. 121) y los des angulos
Cy B, serd A lo que.les falta para 180°
(341), y se averiguara el valor de los lados
AC y CB por las dos proporciones siguien-
tes (§35)senC:AB::sen B: AC:sen A: BC.
2.° Dados los dos lados AC,CB (fig.118) y el
angulo C comprendido ; se hara (§37) CB+
AC:CB—AC::tang :(A~+B):tang Z(A—B):
conocida la diferencia de A y B, como se co-
noce su suma que conC compone 180°(341);
se averiguara lo que vale cada uno (238).
§42 3.° Quando se dan los lados AB,
BC (fig. 121) y el angule A; se hace BC:
sen A::AB:sen C : conocidos Cy A 'y de con-
siguiente su suplemento B, se averiguara AC
diciendo sen C:AB::sen B:AC. Si con los la-
dos AB, BC se hubiese dado el angulo C, hu-
bieramos hecho la proporcion AB:sen CuBC:
senA. S 0

§43 . Pero como tirando la BT=AB, re-
-sulta otro tridngule BTC con los mismos tres
datos BT 6 AB, BCy C, donde BT:sen C::
BC:5en BTC ; se infiere que 4 dichos datos
AB, BC y C corresponde por 4.° término
proporcional 6 el seno del angulo obtuso
BTC 6 el del angulo A=BTA complemento
de BTC, que annque el mismo en ambos
(519), no lo es el tercer lado AC, TC de
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los dos tridngulos: por lo que quando se den
en un tridngulo dos lados AB, BC y el an-
gulo C opuesto 4 AB, se necesita saber ade-
mas , siel angulo opuesto al otro lado es el
agudo A, y entonces se tratara del triangulo
ABC, 6 es el obtuso BT, y serd BTC el tri-
dngulo de que se habla.

544 4.° Si se diesen los tres lados AB,
AC, BC(fig.119), y se pidiesen los dngu-
los; sacarémos de la proporcion (539) BC:
AC+AB:AC—AB:DC-BD la diferencia
de los segmentos que forma una perpendicu-
lar bajada desde A sobre BC, suma conocida
de dichos segmentos ; luego conoceremos el
valor de qualquiera de ellos por eg. el de DC:

en el tridngulo rectangulo ADC conocida
{1 hipotenusa y ¢l lado DC, se averiguara el
dngulo C (540), y de consiguiente (542)

AyB

ySca AC—180P. AB—128, BC—200,
tendrémos 200:180+128::180—128:CC—
BD—=EC, esto es, 200:308:§2:EC=80
poco mas. Con esta diferencia de los segmen-
tos BD, DC, y su suma el lado BC, tendré-
mos el valor de qualquiera de ellos BD —
1/200—80)==460: y en el triangulo rectin-
gulo ABD donde conocemos AB . BD averi-
guarémos el angulo B'(540) y por €l, los
otros A y C.

545 Vamos 4 aplicar esta doctrina 4 algu-

~
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nos egemplos, en los que usarémos para abre-
viar el calculo en lugar de los nimeros, se-
nos , cosenos , tangentes &c. de sus ‘logarit-
mos, y aun del complemento aritmético, co-
mo no sea en el caso de haberse de hacer la
resta del logaritmo del radio, que siendo.....
10,00000 , escusa dicha abreviacion.

§46 Hayase de medir 1.° la altura AB
(fig. 122)accesible por uno de sus estremos A.
Puesto el Grafémetro en un sitio inmediato
M, y colocado verticalmente 6 de suerte
que su pie caiga perpendicular al suelo llano
por medio de un hilo ¢# con un plomo, que
colgando de su centro debe pasar por los go°;
dirjjase por el diametro inmobil el rayo visual
2D, y por el mobil el gB 4 la cumbre de la
altura : vease quantos grados coge en el ins-
trumento el angulo peq , y estos mismos ten-
dra su vertical BED. Medida despues la dis-
tancia MN=—=¢D, como BN e¢s perpendicu-
lar al suelo y de consiguiente a eD, serd
BDe un triangulo rectangulo , donde si el
lado ¢D que se conoce , esde 456, y el 4n-
gulo observado BeD de §6°12°, se sacara el
otro lado BD (§40) por la proporcion r:tang
BeD=46°12":¢eD=446:DB que se encuen-
tra de 681 por el siguiente cilculo de loga-
ritmos:
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~ Log. tang: §0° 12".......... 10,174287
Log. 456... o .. 2,658965
SUMA.covvvnviiniiiniiiniinnen, 12,8332452
Log. del radio............... 10,000G00
Resta 6 Log. BD........... 2,833252

anadasele DN 6 la altura del Grafémetro,
y se tendra la AB que se pide.

547 Si BD fuera la altura conocida de
una muralla, y se pidiese la longitud de ¢B
para escalarla ; despues de haber buscado el
angulo Bed haciendo ¢eD:DB::r:tang BeD, ha-
riamos BD:sen BeD::r:Be. Mas facil es cua-
drar el valor de eD y BD), y sacar de su suma
1a raiz cuadrada que sera la longitud de ¢B; 5
porque eB=—1/((¢D)*-+(BD)*) (396).

548 En estas y semejantes practicas con-
viene colocar el Grafémetro 4 una distancia
casi igual 4 la que se va a medir, para que
sea menor el error que por lo comun se co-
mete al tomar el angulo de la altura, que
sera entonces de 43°. Por eg. si midiendo la
altura GD (fig. 123) se toma en el punto F
el angulo ZFT en lugar del verdadero GFT,
y en E el KET por el verdadero GET; aun-
que la equivocacion 6 los dngulos GEK y
GFZ se supongan iguales, es mayor la par-
te GZ en que la observacion disminuye la al-
tura en F, que GK que sale de menos en E.

§49 Supongamos ahora que se nos pida
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medir una linea AB (fig. 124) accesible sola-
mente por Sus estremos, Como el ancho de
una laguna , bosque &c. En este caso se ha
de escoger un punto C desde donde se pue-
dan tirar las lineas CA, CB; y suponiendo
que sz puedan medir, sea AC=—142P,BC=
120, y C=132°:y sera B+~A=—48; haré»

Log. tang 24 ceeirarrnnennenn0,648583
Log. 23.cocviiniiiinninnniniis 1,342423
Compl. Log. 262..0.ue veeenn?,§ 81699

Suma 6 Log. tang%(B—A)--I_éj;737o §

mos pues (§41), 142+120:142—120nsang
24%:tang2(B—A), 6 202:22:1ang 34°:tang
<1/ B—A) que calculada por los logaritmos es
d: 2°8". Luego (238) el angulo B valdrg
2 4°+ 2°8=—126°8', y A 24°—2°8'==21°
2
" Con los angules B, A se encontrara aho-
ra la AB por la proporcion siguiente sen B:
AC:cenC:AB,6 sen26°8"isen 132°:142:AB,
que buscada por los logaritmos resulta de
234,6 P. .
§50  Si no hubiese sitio desde donde se
puedan ver los dos puntos A, B (fig. 125), se
elegirin dos C, D tales que sea facil medir
las BC, CD, DA y los angulos C, D que
convendra sean rectos ; imaginando despues
la BD resultara un triangulo BCD donde
conocidos BC, CD y el angulo comprendido,
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se averiguarda BD como acabamos de decir. .
Conaciendo ya en el otro triangulo ADB,
AD, DBy el angulo ADB diterencia entre
BDC y ADC, se averiguara por @ltimo la
‘AR, \ |

§51  Vamos ya 4 medir una linea inacce~
sible AB (fig. 126) : para lo qual despues de
haber escogido y medido una base CD que
s¢ procura hacer casi igual y paralela 4 AB,
se tiraran las visuales CA, CB, DA, DB, ¥
despues de haber medido Jos angulos que for-
man en C, D, se averiguard (§41) el valor
de CBen el triangulo CBD, donde el lada
CD y los angulos BCD, CDB son conocidos:
del misme modo se averiguara AC en el tri-
4ngulo ACD. Con AC y BC conocidos, ade-
mas del angulo ACB que forman , que es la
di‘erencia de los dngulos ACD, BCD obser-
vados , se sacara por @ltimo en el tridngule
ACB el valor de AB por lo dicho (541). En
el caso de no encontrarse un punto C.desde
donde se vean los dos A, B, se tirard una rec-
ta CE (fig. 127) tal que desde E se alcancen &
ver dichos puntos ; se imaginaran despues las
visuales EA , EB, CB, ED, DA y DB, y me-
didos los angulos en E, D y la hase CE, se
hallara facilisimamente la AB, cuidando siem-
pre de no formar jamas angulos muy agudos
en los puntos inaccesibles.

§52  Sila linea inaccesible fuese la altura
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vertical AB (fig. 123), observarémos en el si-
tio H el angulo A¢C, medirémos despues un
trecho HP, y tomando en P el angulo A,
tendremos conocidos en el triangulo Ate los
angulos etA, y Aet suplemento del observa-
do AcC, conel lado £¢==PH ; luego podre-
mos averiguar A¢ (§41). Pasando ahora al
triangulo recgangulo A¢C donde sabemos el
valor de la hipotenusa Ae y el del angulo
Ae¢C, tendremos €l de AC por la proporcion

Log. sen 35°40" ... 9765720 %
Log. §76...cuuuviiennnnne. 2,760422
SUMBercrevnrvivaeirecsinsrennnee. 12,526142
Log. fuvvvirniniiririnnnnnnns 10, v cun-
Resta 6 Log. AC........... 2,§26142

r:Ac:sen AcC: AC, Sea Ae de §76 . y el
angulo AeC de 35° 40'; sera r:576:5en35°
40': AC, que se encuentra de 335, 8 v. a las
que si se anade CB 6 la altura del instrumen-
to, resultara la AB que se busca.

§53 Para medir la distancia AB (fig.128)
de una nube 6 cuesta inaccesible; se mide una
base AC, y observando en el triangulo ABC
los dngulos A y C, se averiguan AB y BC
(541). Si se dirige despues con el Gratome-
tro colocado verticalmente, una linea AD pa-
ralela al suelo llano que se llama orizontal,
y en el tridngulo rectangulo ABD, dondela
hipotenusa AB es conocida, y el dngulo BAD
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se puede medir, se hallard facilmente la al-
tura BD de la montafa y la distancia orizon-
tal AD (540).

54 Hayase de levantar el plano de un
terreno ACDBE &c. (fig. 129) 6 determinar
la situacion de todos sus puntos principales.
Despues de haberlos recorrido, y formado 4
ojo un borrador de todos para hacer juicio de
su situacion ; midase una base AB de una dis-
tancia proporcionada a la de los obgetos mas

‘remotos , y tal que desde sus estremos se re-
gistren los mas principales, como casas, huer-
tas, molinos, torres &c. Pongase el Graféme-
tro en B, y colocando el diametro inmobil en .
la direccion AB, obsérvense los angulos ABE, .
ABF , ABG, ABD, ABC que con él for-
man los rayos dirigidos a los obgetos E,F, G
&c. Mudese ahora el instrumento a A, y ha-
ciendo que el diametro inmobil se dirija a B,
se tomaran tambien los angulos BAE, BAF,
BAG , BAD &c. que se anotaran con los an-
teriores en un /ibro de memorias. ) -

Escojase despues otra base GE para deter-
minar los obgetos R, H, K que 6 nose ven
desde A y B, 6 forman en ellos angulos muy
agudos 6 muy obtusos; y desde sus estremos
G, E observense del mismo modo los- angu-
los EGK, EGR, EGH ; GEK, GER, GEH;
y si es menester los LCD, LDC para deter-
minar algun otro punto L muy estraviado,
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escribiéndolos todos con los anteriores.

Tendremos pues, en los triangulos AEB,
AFB, AGB &c. el lado AB y los angulos ad-
yacentes conocidos; y de consiguiente sera
facil calcular los otras dos lados (§41). Tam-
bien se averiguara el valor de GE por media
del trizngulo GEB, cuyos lados GB, BE se
conocen ya, y el angulo GBE comprendido,
que es Ja diferencia entre los observados ABG,
ABE. Con GE vy los éngulos adyacentes ob-
servados se huscan en los tridngulos GKE,
GRE, GHE sus lados, haciendo lo mismo
con los del tridngulo GDL.

Hecho esto , se tirara en el papel una li-
nea ab que tenga tantas partes de la escala
que ha de determinar el tamafio del plano,
como varas 6 pies tiene AB en el terreno,y
tomando en dicha escala un intervalo de tan-
tas partes como varas 6 pies tiene BE, se tra-
zara desde b como centro un arco. Con otro
espacio de tantas partes como varas 6 pies tie-
ne AE, se traza otro arco desde 4, que corta-
ra al primero en el punto ¢, cuya posicion
respecto de ab quedara determinada en el
papel, semejante a E respecto de AB. Deter-
minense de este mismo modo los puntos g s fo
- ¢,d, y se habran representado los G,E,’C,D.
-Los K, R,H, L se deben determinar en el
- papel desde las bases ge, ¢4, trazando desde
sus estremos arcos con el intervalo de tantas
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artes como varas O pies corresponden 4 GK,
%K; GR, RE &c. y quedara trazada en el
papel una figura semejante & la del terreno
(405); pues se compondrd de igual nimero
de triangulos semejantes y colocados del mis-
mo modo que ella: con que solo faltard di-’
bujar én cada punto los objetos que en ellos
se representan.
_ Tambien se pudieron determinar los
puntos de la figura despues de haber obser-
vado los angulos en A, B, G, E, C, D; to-
mando la #b como digimos , y formando en &
y b por miedio del semicirculo (279); los an-
gulos abe, abf, abg , abd, abe 5 bae, baf, bag,
bad, bac iguales a los observados en A y B: en
gye tirando la ge, los gek, ger, geh 5 egk,
egr,egh; yenc,d, los cdl, led iguales 4 los
medidos en G, E, C, D pues los triangulos
que resultan ; son semejantes 4 los del terre-
no. Este método aunque menos exicto , nos
éscusa calcular los lados por la trigonoinetria,
y por eso conviene usar de €l quando no son
muy grandes las distancias 4 que estan los
puntos principales del plano.
§56 Ademas de los medios gue nos ofre-
ce la trigonometria para medir toda clase de
" lineas , nos podremos tambien servir de los
siguientes. 1.° La altura AB (fig. 122) pude
haberse medido fijando en el mismo plano de
fa torre un palo ab paralelo & dicho edificio,
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y diciendo despues, ia longitud ac de la som-
bra del palo es d su altura ab, como la longi.
tud de la sombra AC ¢s d AB : pero cuidese
si el edificio termina en punta, afadir 4 la
longitud de la sombra la mitad del didmetro
del edificio, que es en lo que aparece mayor
la sombra del edifigcio igual que el que no
lo es.

§57 2:° Para medir la recta AB (fig.130)
accesible por uno de sus estremos A ; se plan-
tara un piquete en C, y sobre él orizontal-
mente un estadal con dos reglas pequeias en
sus estremos D, A: dirijanse con ellas al pun-
to AB los rayos visuales AB, DB : muevase
el piquete al rededor, llevando inmobles las
reglas, hasta que quede en la direccion ad,
y midiendo 45, 6 lo que hay de a4 b punto
donde concurren los rayos db, ab, se tendra
el valor de AB. Este método que es bastante
exicto en cortas distancias, se aplica 4 medir
qualesquiera otras lineas, verticales 1 orizon-
tales (§61) colocando el estadal y las reglas
segun el caso lo requiera.

§8 3.° Habiéndose de medir la linea
AB (fig. 131); tirada la base AC en sitio c6-
modo para medirse, y dirigiendo la CB, se
tendra un triangulo ACB con un lado AC,
y los angulos adyacentes conocidos , cuyo la-
do AB se calculara, 6 formando en CA los
angulos FCA, CAb iguales a BCA, CAB;
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y entonces sera Ab=AB, 6 tirando sobre un -
papel una recta ac del mismo niimero de par-
tes de una escala que AC tiene de varas 6
pies, y formando sobre ella un triangulo ab¢
semejante 4 ABC, en cuyo caso el nfimero
de partes de la escala de que conste ab , serd
el de las varas 6 pies que tiene AB.

: §39 4.° Quando la linea AB propuesta
tiene una parte AD accesible, tirada AC que
supondremos de 30 v. se formara, tomando a
arbitrio la A¢c de 10 7. el angulo AcD=ACB,
y midiendo -AD que harémos de 12 ». forma-
rémos la proporcion Ac=10v: AC=307:
AD=127:AB, que resulta de 36. Si AB no
tiene parte accesible , se alargara AC hasta

ue AT sea de 10v. y formando el 4ngulo

ATd—ACB, se hard dicha regla de tres.
Siempre conviene hacer a Ac el tercio 6 el
quarto de AC, y con eso sera AD el tercio
6 quarto de AB : como tainbien tomar 4 AC
igual con poca diferéncia 4 AB; lo que se lo-
graré apartando tanto el punto G que el én-
gulo BCA sea la mitad del suplemento del
angulo A; pues siendo entonces ACB=ABG,
sera AC=AB (342).

DE 1A NIVELACION.

§6o Vamos a concluir este tratado dan-
do una ligera idea de los métedos de nivelar
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un terreno. Para esto supondremos 1.° que 4
razon de §6979 toesas 6 132951 v. castella-
nas que tiene cada grado de circulo miximo
de la tierra, corresponderan a toda la cir-
cunferencia §6979=<360°=20§12440 toesis
6 47862360 v : al diametro 652668 ¢ toesas
y 152289322 v: al radio 32633423 teesasy
761446657 a un minuro 950 toesas 0 2216::
y & un segundo 16 toesas que son 37 v: todo
en la suposicion de que la tierra sea perfecta-
mente esférica; pues aunque én realidad es
ovalada , es insensible el error de diche su-
puesto para la nivelacion.

561 2.° Queunalinea Ad (fig.132) cu:
yos puntos A, ¢, d distan todus 1gualments
del centro O de la tierra como la paralela-a
la superficie de un gran lago, se llama linca
orizontal y de nivél verdadero, a diferencia
de la que se encuentramivelando, que en la
distancia Ad es la tangente Ac, que se¢ llama
linea de nivél aparente. La diferencia €d en-
tre las dos, 6 lo que dista mas de O el pun-
to C que d; es casi nula d la corta distancia
de 100 4 130 toesas, por la mucha estension
de la superficie de la tierra; pero €n mhayo-
res distancias se debe apreciar y restar de la
que haya resultado en la operacion.

§62 Podremos sacar el valor de esta dife-
rencia considerando la distancia A¢ igual & la
wngente AB, y como BK:4B:=:AB:Br(3909),
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suponiendo que el arco A se confunda por su
pequenez con la tangente AB, sera BR lo
mismo que (R, y ¢R:Ac:Ac:Be; péngase el
valor de ¢(R dlametro de la tierra ( 560) v
el de la distancia Ac, y se tendra la’diféren-
gia Bc: y por ella qualqu;era otra Cd 3 pues
siendo Be, Cd casi paralelas ¢ iguales & Ag;
Ab, que son entre si como los cuadrados de
las cuexdas 6 arcos Ac, Ad (461) tendrémos
(Ac):(Ad)* «Br:Cd, y asi de las demus. La
siguiente tabla formada por MMrs. Picard y
de la Hire contiene las diferencias de nivel
aparente y verdadero hasta 4000 toesas. -

' DISTANCIAS. | DISTANCIAS. DISTANCIAS.

Toes. Pies Pulg. Lin

Toes. Piesi Pulg. Lin.

Toes. Pics Pulg. Lin.

I

50..,0,,.,0...0-5

IQO..0...Q...1 %
1§0..0...0...3

3

§00..0....2....9
§80..0....3....6
600..0....4....0

650..0....4....8.

2Q0..0...0...§ =
p 2 I
2§0..0...0...8 3
300..9...1...0

350..0...}...4 7
4Q0:.0..1...9 5
459..0...2...3 .

700..0....5....4
7§0..0....0....3
s180e..0...7....1 s
850..0....7.. 113
900..0... 8..1.1
5o,o Io....

1000...0.11...0
12§0...1...8...23
1§00...2...0...9
1750...2,..9...85
2000...3...8...0
2§00...§...8...9
3000.,.8...3...0
3§00.I1...2..9

{4900.14...8...0

KD T L \P]

563 Esto supuesto para la operacxoh

de nivelar. usan los Practicos de diferentes
instrumentos. Los mas comunes son el nivel

Y
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de ayre (fig. 133), que es un tubo lleno de
espiritu de vino menos una ampolla de ayre
A, que debe estar perfectamente en medio,
para que el sitio que ocupa el instrumento,
esté & nivel. El nivel de Albanil (fig.134)
es un tridngulo isdsceles sin base con un cua-
drante de circulo entre sus lados, y una li-
nea perpendicular tirada desde su vértice &
la base y sefialada en el cuadrante, Del es-
tremo superior de esta linea cuelga un hilo
con un plomo que pasando por chuadrante
determina en grados la cantidad de inclina-
cion del plano que se nivela, 6 pasa por di-
cha linea si el plano esta a nivel, .
§64 El nivel de mas uso es el dr agus
(fig. 135) -compuesto de un tubo hueco ‘de
hoja de lata G otro metal doblado en A y B,
en cuyos estrémos ¢ y ¢ se introducen: otros
dos tubcs de vidrio D, C pegados con betun
eney ¢: tiene debajo y en medio del tubo
AB una virola para colocarle en su pie. Lle-
no el tubo de agua hasta que llegue en los
dos pequefios 4 la altura de 2 4 3 pulgadas,
la linea ez que pasa por la superficie del agua,
es perfectamente orizontal. Acompaiia al ni-
- vel el estadal HG dividido en pies, pulga-
- das y lineas, en'cuyo rebajo se introduce una
relg‘}a. 4 la que se fija un carton &1 hoja de lata
TF de un pie en cuadro peco mas o menos,
cuya mitad inferior se tifie de negro, dejando
blanca la superior.
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. §65 " Si se quisiese saber lo que dista mas
del nivel verdadero el punto G que Z; se
colocard el instrumento en E perpendicular.
al terreno por medio del hilo de plomo H,
se enviara un Peon 4 G que clavando el es-
. tadal perpendicular, y teniéndole fijo con la
mano izquierda, suba 6 bage segun le avi-:
se ¢l que mire desde ¢, hasta asegurarle en
T donde remata el rayo visual #T. Midase
ahora la altura GT que supongo de 2P y 785
y restandola de la del instrumento que por
lo comun es de 4P y 6p, resultaran 1P y
11p, en que el punto G estd mas elevado
que Z sobre el Orizonte. Si la distancia ZG
no pasa de 750P, se desprecia la diferencia
eentre ¢l nivel aparente y verdadero, pero si
‘es mayor, se cuenta con ella, y se repite la
operacion nivelando de cada vez 1400 6
1500 P, . ]
§66 Hayanse por eg. de nivelar los puntos
A'y H (fig.136) distantes uno de otro 3000 P.
Despues de dividir 3000 por 1400 6 1500
para saber que he de hacer 2 estaciones, ele-
giré para ellas dosssitios 4 750 P nno,y 4 2250
el otro del punto A, y poniendo en el medio
E de toda la distancia un estadal, plantaré el
instrumento en I : miraré' desde. 4 hicia By
y haré netar y:medir la altura AB que el ras
yo abB sefiala’, que supongo de.8P 5p': mi-
raré despues por b2 C'y &n:agdaré sehalar es-
: 2
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te punto con un lapiz. Paso el nivel al punte
2, y mirando desde 4 4 D, mediré la altura
DC de 4P, haciendo notar 6 escribir 4 par-
té la altura HF de §P 3p, que se determina
mirando de ¢ 2 F. Sumo ahora las alturas AB,
DC encontradas, y restindo de su suma 12P
§p, el valor §P 3p de HF, tendré de resi-
duo 7P 2p, que es en lo que el punto A es-
ta mas bajo que H. _ .

. §67 Si hubiese cuestas en la operacion,
convendra poner separadas en una columm
que llamarémos primera , las distancias que
se encuentran subiendo , y en la segunda las
que se encuentren bajando, para restar des-
pues la suma de las unas de la de las otras.
Y asi continuando la nivelacion del egemplo
anterior hasta el punto Z , apuntaré en la
1.3 columna las alturas halladas AB, DC, y
pasando el nivel al punto 3, miraré por f,
¢y G, y haciendo medir GF de 3P 6, lo
apuntaré en la 1.2 columna , determinando
tambien desde ¢ el punto I. Plantado el ni-
vel en 4, determinari el rayo gK la KI de
3P 3p, que escribiré en la 2.2 columna por
ser bajaday como: tambien la altura 4P 6p
del instrumento colocado .en § . 4 cuyo pie
wa & dar el rayo y%, haciendo al mismo tiem.
po sefialar el punto M donde va 4 dar &y. .

" -Paso a6,y escribo enta 2. columna 2P
4 que equivale MN determinagda por el rayo
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#k, sefalando tambien el punte P. Ultima-
' mente pongo en la 1.2 columna las:alturas
QP de 4P 1p,'y TS de 6P 5p, que se en-
cuentran como las otras, colocando sucesi-
-vamente-el instrumento en 7y 8,y la XZ
de 3P 2p en la 2.* Sumando ahora lgs altu-
ras de la 1. columna, tendré 26P gp, res-
to de ellas 12P 11p_que componep Jas de. la
2%, 'y resultan 13P 6p que dista ‘mas del
centro de la tierra Z que A. ‘Las. cuestas de-
masiado empinadas se. nivelan mas: facilmen-
te comenzando desde laicumbre; y de este
modo pueden nivelar dos 4 un tiempo para
‘acabar mas pront6 1a operacion.

APLICACION "DEL ALGEBRA
, ... . @ laGrometria. ,
Constrycsion de las Equaciones de 1.°y 2.°
T grado. T
§68.  Para la resolucion completa.de los
problemas geométricos por medio del Alge-
bra; & preciso saber antes representar en li-
neas: Jas; expresiones 6. vilores algébricos de
las ingognitas que cogtengan. Explicarémos
esta-operacion que:se.llama canst¥wecion , en
los egemplos siguientes- Sea x=a~+b—n, don-
de a’represente la linea A (fig. 137), b 1a B
y # 1a C : tomo sobre unalinea indefinida DH,
1a DO=A;1a OT=B, y desde T icia el la-

w o
L A
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do opuesto la TS=¢, y tendré DS=DO -
OT—-TS=a+b—n=xz.

. ab
§69 La expresion =—— representa una

quarta proporcional 4 ¢, 4, b pues ¢:a=b:

ab
-;—_..t : y x:—— una tercera proporcxonal 1

¢yb, por ser ¢:b:: b-li_x luego si a, b,

e representan las lxneas 0, n, m(fig.57), y se
practica lo que digimos (378 y 379), serd

b=z la quara 6-la: tercera proporcional.
abed

esta mlsma operacnon se .xeducen 1'—‘ p 3

ab
hacienda e:a:b: o m.—?—..c.“u |y alei-

mamente, #: d" ud: bed
P emn

sucesivd damos por supuestas las opetaciones
geométricas que citamos.

§70  Quando . hay dos 6 mas términos,

od be 13t
como en x:—'—n--t- oo &c se busca la

linea & que equivale cada térmmo y: queda-
ré reducida 4 una ‘expresion semejante 4 esta
-a=p-+g—h , facil de.construir. Lo mismo se
a*b-r.d*r dee
; esto es, se bus-

e

ca una~hnea t:‘—-{ , otra ,,,:ff:., y,,:_-f‘_’,
: fe 4 /4

y resulta x=t~+~m-rn.

=z. Aqux y en lo

cgecuta conx=
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abdeh—+ & c. .
571 E —-W &Cn 3':."_.......
be*d-a®qr—+ &c.

se reducen & monomios sus

a* —+d*m—+ S C. ,
denominadores polinomios haciendo z=......

(d— 4. -l"i’m
f2 y = g esto es, buscando una

o
linea igual al denominador dividido por una
de sus letras, 6 por dos, segun el nimero
de factores que contenga ; pues siendo en tal
caso et=c¢d—fg , agn=a‘g~+d*m , se reduci-
ran las expresiones propuestas a estas r—=
a'c—+deh b*d=aqp
) ¥=

et
do 4 construir.

572 Hay construcciones mas expeditas
L bd—+ad _ (b+s'd

—e

-
. d—ad
se construye haciendo ¢-+e:b+a:d. —
- : ¢

s_J2 b - . '
a=2 b =(‘H Ma-b) , haciendo g-fia-+bx
&S - s
a—b: £——=—=z. Para construir facilisima:
sf .
bde*~bd® . L
mente ¥=———5—, introducirémos en el
' T bde=rt

PR .. . _bd. ,
término »*d* lalinea s, hamendo-‘—-zt , 6
#:b::d:t ;. pues serd bd=et, y poniendo este
valor en lugar de b4, se convertira la expre-

que ya hemos enseia-

para ciertas gxpresiones : 2=

=2
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. er=e’s? er—1?
slon en esta r= -

— semejante
el ied tve ’ J

a la primera.
5§73 Todas las expresiones anteriores tie-
nen. en su numerador un factor mas que en

su denominador ; pero si tuvlesen dos como
s 2 " 2-
PREL

“ab .
= ax —— se eficontrard =m,
B d=c ¢

y la expresion reducida 4 axm, se construird
formando: un paralelogramo cuya base sea

a’—h. 243

—— Hay que mtro-
- A=C y q

ducir 2 en el 2.°y 3 término ; hac1endo
bc

aymla altura. En

=mé br....dm, y -—=n 6 d’__dn, y

4* -mmc*udn L.

quedara reduada a = AX e iven
- 4-4'5 L .
PLEN
(_—,---.— seme]ante a la anterlor.
A
'$74. Quando son ‘tres los faétores qué
“aShb+a®tt
hay- démas, como'en ,--per~ ser
- e \B~+6 .

T & , a*vab
igual a.ab x;‘_:_ﬁf.’ se: hallara & _"‘ =m, y.

iendo 4b un paralelogramo si se le conside-
ta como base dé in parulelepipedo cuya als
tura sea'ns , sera su solidez abxm ; ¥ esta se-
r.._ Cah g b—l—d’b,:

rala cons‘truccton de la.expresion -

g7 iLas canttdades que tienen como las

\
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construidas un mismo niimero de factores en
todos los términos, se llaman homogencas: si
alguna abe*—a*~+abm no lo fuese, suponien+
do que 7 seala linea que representa la uni-
dad, se'multiplican los términos faltos «z>+ -
abm, el 1.° porn*®, y el 2.° por #, y resul-
tara la expresion abe®—a’n*+abmn igual &
la primera, y que ya se podré construir pof

ser homogenea. - E : ’

§76 La ekpresion mas sencilla de- las
equaciones de 2.° grado es z=)”ac, que. ek
una media proporcional éntre-# y ¢: de suert
te que suponiendo m=a (fig. 657); n=¢, serk
procediendo segun digimos (400), 14 bd—r=
Vac. Tambien x=)/(2be-+dc)=1/(2b-+d)?
representa una media’ proporcional entrei.:
ab+d y ¢ : V(a*—b*)=1 (a+b)(a=b) otri
entre a-+b y a—b. Ena=y/(b*+dg), introi

ducie_nclo én dg.la linea b, 6 hav‘iepdd éf—::t,

se tendra x=l/Cb"+b? =y/(b+t)b; que et
ama media proporcional entre b-+# y-b:- Quan:
do la expresion consta de muchos términos -
como x=y/(cd+ac—eb &c.) se procede del
mismo modo: 6 se busca como digimos-(§70),.

cd—ac~eb

una linea #= s Y serd bt=ci-+ac—eb,

b’h’&-' .
y a=y/bt. En .‘t:]/(—“—%:f——c—) se hace....
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be 4 , .
=, m=_",y V/(ct—am) a que que
da reducida, se construye facilisimamente.

. §77 Sea x=1/(a*+b*) : tomese CD=24
(fig. 138) y perpendicular 2 CD, la BD=};
sera (396) la hipotenusa CB—y/((CD)*«+
(BD)*)=y/(a*~+b*)==x. Si se hubiera te-
nido z==)/(a*+b*~+¢*+d*+&c.), despues
de hallada la CB=y/(a*+b*), se levantara
en B la perpendicular BA—=C, y sera CA=
v/(a*+b*+c*): tirese despues la perpendi-
cular AP=—d, y se tendra finalmente CP—
v(a*+b*+¢*+d*). Quando hay algunos
cuadrados negativos, se busca un cuadrado
¢’ suma de los positivos , y otro m* suma de
los negativos , y se reducird la expresion 4
¥/(#*—m*) que se puede gonstruir descri-
biendo sobre 1a linea ac=¢ (fig.65) un semi-
circulo, en el que se inscribira la linea ab=m;
pues serd (4§8) be=y"((ac)*—(ab)*)=
V/(¢*—m*). A estay a la anterior construc-
cion pueden reducirse las expresiones x=
V/(ab+cd+mn+&c.) , x=y/'(ab—cd-+mn—
&c.),, haciendo antes ab=s¢*, cd=r* , mn=

p’ &
. , a'd*-d**
578 . Sien z=(b =T " |
mos bd+ac=m* , a®+c*=—t"*, nos resultard

) supone-

xﬁV(ﬁ'-«-%); hagasé déépues n=%:— S 4
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quedara que construir V' (b*+n). /(a*—ix
V' (bd—e*)) s¢ reduce, buscando t=p/(bd—

*), ay(at-et): y ultlmamente f-l-/—(-tf-)

V(d+e)
a;/ (b+c) (d—l-c’) ,
e » se construy¢ buscando una
* media proporcional # entre b+cyd+c y des-
pues una quarta a.d+¢, a n

5§79 Sea x'—-‘-lail/ ) el valor
sacado de la equacion general mcompleta de
2.° grado x’zkgr=—=zkh*; y pues t;ue abraza
las dos formul'ls x—--'-—a-‘—]/’ 1a°+b*),
x—-*-*a-'-l/ 4 tomemos para cons-
truir la xe ao—--a ﬁg 69), y ab perpen-
dicular 4 ac 1gual ab, descnbase con a¢ un
eirculo, y tirando bt; tendremos. bt=—tc+
cb.=-ae+-1/(;a +b’) ybr.._bc-—cr_._—
Sa+y/(Sa’+b*); luego bt y br serdn los
quatro valores dela 1.3 espresion.” -

§80 Para la construccion de la 2.2 x-:l:
2azxy/(3a*—b*), sobre m“--a/(ﬁ .65) tris
cese el semicirculo. abhe , é inscribiendo en é
ab=b , titese b que se alargara hasta que
‘en , cp sean igualesa ac, iserén =bn, >bp
los. quatro valores que se buscan : pues bn=
m—bc._..-a—l/( ‘+b*), ¥ pb: rp+bc=
a+v (G a’-—-b’)

5§81  Esto supuesto para la solucion de
los problemas geométricos ademas de lo que
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‘dejamos-dicho en la de los algébricos (227 y
sig.) ,se supone encontrado lo que se va a
buscar , .valiéndose para formar la equacion
.que determine su valor , de la posicion y re-
laciones de las lineas que se den. Pero quan-
do las condiciones del problema no subminis-
tran todas las lineas necesarias para resolver-
le, es.preciso buscarlas, alargando las dadas
hasta que encuentren otras, tirando parale-
Tas , perpendiculares, tangentes, formando
-tridngulos rectangulos 6 semejantes, y apro-
.vechando despues las propiedades que de es-
.tas lineas y figuras dejamos demostradas en
la geometria. elementar : -en especial las de
los triangulos rectdngulos y semejantes. | Y
supuesto que para esto no se pueden dar re-
-glas generales, es preciso esperar los progre-
-s0s y eb acierto en esta materia 4 proporcion
del talento y del egercicio reflexionado que
cada uno haga sobre ella. Dé camino que re-
solvanios :algunos problemas, haremos las
<nicas advertencias que pueden guiarnos en
tanta obscuridad é incertidumbre.

- §32i Preb. 1.* Dados dos puntes A, C
(fig. 139) ¢razar un.circuls que: pase por
#llos, y togue ademas la recta BE. Supongase
encontrado ¢l tercer punto T por donde ha
de pasar el circulo, tirese por Ay C la AE
alargada hasta que corte & BE , y tendremos
que averiguar el valor de'ET. Dividase AC
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por medio en R, y llamando ER, 2; AR—
RC, b3 y ET, z 5 serda CE=—a—b, y-por lo-
demostrado (399) (ET)*=AE=EC, 6 z°=
a=b*, y x=1/(a’—b*)=ET : expresion:
que se puede construir describiendo sobre ER
el semicirculo RHE , & inscribiendo en él la
RH=RC: pues sera EH=ET=r—p/(a’—
b*) en el triangulo rectingulo RHE (4 38).

§83  2.° Dividir la linea dada AB (tig.
143) en media y estrema razam en D, 6 de.
modo que sea AB:AD:AD:DB. Sea AB=g,
AD=z; sera BD——=AB—AD=—4—1z, y la
proporcion AB:AD:AD:DB se mudari en
etu a:xuria—z, donde (174) r*=—=a’*—axz,
y(249) xz—--:-a-_‘:u/(a’-o-ia’v).\ Si se le-
vanta en B la perpendicular BC=3%4, y se
tra la AC, valdrd y/(a*+24%) 6 2 4% cor-
tse de AC, CE==BC=14, y serd AE—
AD=AC~CE=v%4*—1a. El otro valor
~3a—V3a® se construye.tomando 4 la par-
te opuesta AH=—AC+CB==2a+12a%,y
la AH sera tambien media proporcional en-

584" 3.° Dado el radio de un circulo, en-
sontrar el lado del tridngulo equilatero , el
del decdgono.y pentdgono regular. 1.° Sea el
fadio AC==4 (fig. 141), el lado AT del
tridngulo z ; sera el arco ABT de 120°, AB
de 60°, y el tridngulo ABC isésceles; luego
(337) CP=ia; y en el tridngulo regtan-
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gulo APC serd (AP)*’=(AC)’— (CP)*,
6 la*—a*—ia’, ¥’=4a’—a’, y 3=
1/644’—.-4’).' Formese pues, sobre el dia-
metro MN un tridngulo equilatero MRN, y
la perpendjcular RC serd en el triangulo rec-
tangulo MRC, V/(44a—aa) =z, por ser
MC=2z, y MR=MN=—z2a. ’ '

§8¢ 2.° Suponiendo (fig. 142) AD=s °

el lado del decagono, sera su arco medida del
angulo AGD, 5 de la circunferencia 6 de
36° , CDA=CAD de 72° (34!5 342), Y
BDC de 108° (339). Tomese BD—DC,
seri DBC=D(B=36", y ACB=72%
uego los triangulos ABC, ADC seran se-
mejantes, y se tendra AB:AC:=:AC:AD, 6
a-+z:anaix : seri pues, z’+ar=—a’,y 1=
—iaxyiat=— AD: expresion que encontra-
mos (§83) ser el segmento mayor de una linea
* AC=a dividida en media y estrema razon.
5§86 3.° Para encontrar el lado SD—2
del pg,ntégono regular dado el del decagono
AD=—b y el radio AC=a, tenemos DL=
22 (337), LC=y/(a*—32") en el triangu-
lo rectangulo DLC, y AL==AC—LC=a—
v/ (a*—Zz?*), Del triangulo rectangulo ADL
se saca (AD)*=(AL)*-~(DL)*, 6 ponien-
do sus yalores, b*=2z%+a’—2a)/(a’—2")=
2a’—b2, Cuddrense ambos miembros, reduz-
case y partase por @, y resultara 22=—4b*—

\ ST Y pues que b—=yta*—%a(585), sien
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lugar de b2 y b* ponemos sus valores Sar—
ayiad, -';‘a‘-gaﬁ/%a’, tendremos reducien-
do 22==4%+2a'~ay/iar, 6 2°=4%+p2 » po-
niendo 4* en lugar de $47—a1/2 4%, Tomese
ahora CT==4b, y tirando RT, serj en el
triangulo rectingule RTC RT=yp/(a2+
)=z, -

8 -° Dada la HD (fig. 143) y los
dngsuer H:*D qne con ella fonSaE HC? ? {)C,
averiguar el valor de la altura CP 4 que ¢s-
tas lincas se encuentran, Llamemos m }a tan.
gente del dngule D conocido, x la de} angu-
loH, r el radio, HD;, 45 y la CP; y tendre-
mos en el tridngulo recténgule CDP ( 5§36)
DP dPC, como el radio & |a tangente dei in.
£alo D; 6 DP:yrum; HPyurins luego DP—
44 HP=Y; DP+HP=HD=4s—"_";
w’ n’ Y =

n
d i i ’ ‘ S' llﬂ '
e g 4 0 yn S !’

¢ las cotangentes de dichos 4ngulos D, H "y
en lugar de sus tangentes m, # ponemos sus
. 2

. ™t .
equivalentes (524)7, T " la espresion

.y ar
hallada, quedard reducida 4 y=—=, mu-

cho mas sencilla que la primera : para que se
vea que de la eleccion de las lineas conocidas
pende que el resultado sea 6 no sencillo. - ‘

§88 5.° Dados los tres lados AC—,,
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BC=c, AB=h d¢ un triangulo ABC (ﬁg.t 19
y 120), hallar la perpendicular AD y los
dos segmentos BD , DC que forma sobre BC.
Suponiendo AD=2zy DC=xz, sera BD=
BC—DC=¢—w .en la fig. 119 yen laI29
BD=DC—BC=z—¢; y siendo (DC)*+
(AD)*=(AC)% y (BD):+(AD)*=(AB)%
tendremos 2P—+z22=a?, (2—201+ PP+ 22 b2
‘restando esta equacion de la 1.3 quedari
a*=h*+¢* . a'=h?

axr—i=ar—b?, y r=— =+
: ' 2 2

—l(l'i;-(ﬂ)-o-{-t:DC : que es la mi-
.tad de wna quarta proporcional a ¢, a+b y
a—b , sumada con ;¢ : averiguada DC, se
conocéra facilmente AD 6 z.

. 48¢ De la equacion 2cx—s2=a2—5* 6
¢(2z—c)=(a+b)(a—b), sc saca c:avbza—b:
25— 6 BC:AC+AB::AC—AB:DC=BD,
proposcion demostrada (§39). Asimismo , si
en Ja equacion 22+32=4?%, z*=a*—2*=(atz)x

C aa~bb=cc
(a—x) ponemos por 7 su valor ———— ...

¢
(5 87), .tgndremo; zz: (a+“-“: ;f-i) x (a—n-
bb—aa—ccy 24¢ =+ 44 = Cc=bb zac—u:-tf —+bb
1= — - x| =
';__ch,ay-?-(—b,(b)(a-,i-:-‘b}._ (I;)ﬁ(c—a)(bzfﬁa) ),
—( 26 )x( S ¥ )‘

lnego 4c;£z= ((4+c4b)<é+:—b )) ((b+c—a)

¢
3

2
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b—c+a)), 6 40°2"=(a-+c+b)(aswberc—2b)
a+b+c—2a) (a+b+c—2c) ; 'y llamando 2

]a suma de los tres la(do; arb+i, 4c°2° —
25 (25—2b)(2s—24) (3s—20)=— 165 (s—a
(sgb)c.ch))(; donde)partiendo) per 16 ,Cred_u)-
ciendo y sacando la raiz, resulta ; (cz)=—=
V' (s(s—a)(s—b)(s—c)); y como ;(azgz
sBCx<AD es la superficie del wiangulo
ABC (436), se encontrara_esta quando se
conocen sus ladas, restando sucesivamente ca-
da ung de su semisxma , multiplicando lgs
restas emtre &f y por la seimisuma , y sacan-
do despues |a raiz cuadrada del produgsto.
Vease pues, quintas cosas puede contener
una equacion ademgs de 13 que se busca.
§90 6.% Desde un punto B (fig.144) éuya
situacion és 'contocida respecto del dnguio FCO,
tirar usa recta que corte en &l un tridngulo
CHD de usasuperficie igual d la de yn cua-
drada canocide mm. Tirese como quicra la
BHD; despues las HT y BX perpendjculares
4 OC y BM paralela 3 FC; y tendremos en
los tridngulos semejantes MDB,CDH ; BDX,
HDT; MD:CD:BD:HD, BD:HD:BX:HT;
lyego MD:CD:BX:HT, ¢ llamando MC,q;
BX,b; CD,x; a+x:xub:HT= bx 3 y pues

. . a—+X

que ZCD=HT es (436) la superficie del

triangulo HCD, que ha de ser igual 4 mm,
. Z .
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dra = bx =—mm O bx” — mm
se tendrd —x—— X oy M
mm m 28mm mm
—— e it et | T s
donde x ; =)/ ( M ; ) 5

rmm mm
v (T
- §91 Para construir €sta espresion se le-
vantard en' qualquier punto D de una linea
indefinida AX (fig. 14¢) la perpendicular
LT=b, sobre AD y DT, se tomarin DC,
DN iguales cada una 4 m; y habiendo tira-
do TN, se trazari por C la CH paralela 2

TN, y serd DH:-"-'F en los tridngulos se-
mejantes DTN, DCH, donde TD:CD=
DN:DH, 6 b:m:im:DH:"—-"b'-'-’; luego sera...

x=DHz=y/(DH+22)xDH. Tomese pues,
BD=24, tracese sobre HB un semicfrculo
que encuentre en P la DT, y sera la cuerda
'PH=y/(DH~+24)DH (393): esta se pasard
4 HO y HA, y los dos valores de x serdn
AD=DH~+HA=DH~+y/(DH+24)DH, y
DO=HO-DH=y/(DH~+24) DH-DH. Si
se pasa el primer valor AD desde C 4 D
(fig-144) y se tira la BHD, sera el triingu-
lo CDH el que se pide. El 2.° valor DO
que se ha de tomar en sentido negativo para

que sea Di—y/(Di+24)DH, s¢ pasa de
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C a dy con el triangulo Chd se resuelve ¢l
problema respecto de! angulo 4Cd igual y
opuesto a HCD,, como se puede ver compa-
rando s tridngulos MBJ,dhC; BdX, thd.
En cl caso que ¢l punto B se hubiese da-
do por bajo de la CD y en el mismo angulo
MCH (ﬁg 146), la posicion de las BX,BM
contraria 2 la que tenian en el caso anterior,
hace negativas las 4, b, y produce ¢l- valor
;::—z;tl/(——,—?—zg)f-—":—ﬂ ',' flue
siendo el mismo ‘que ‘el anterior aunque -con
signos contrarios ,-se: construye del mismeo
modo que él. -~ - .
- Si el puato B se hubiese dade por: bajo
de 1a CD (fig.147), 1a BX 6 b que por tener
una situacion ophesta al primer caso, es —b,

rdduc’; la espresion 4 esta x:-—%'fil/(‘—":‘?-

mm . . . .t mns
- ga)T, que siendo imaginaria quando -

es menor que 24, muestra que entonces es
imposible el problema: quando 24 se supo-
ne menor que me , resultan negativos ambos
valores y pertenecen al angulo MCh igual y
opuesto 2 FCO dado, respecto del qual sera
imposible el problema. Con efecto, si des-
pues de haber hallado como . digimos (5917
' Za
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DH'—._—# (fig. 148), se toma _HB:ia‘, Y

al semicirculo trazado sobre ella se tira la
tangente DP que sera (399) ¥DHxDB=

v (T‘z-ia)r; y ¥ e fl.le‘va esta deDiA

y40; serin AH=DH-AD=""—...
1% (-":F - 2a) %—2 , y HO ::"HD+DO=-—’-?—
fl-]/("-—‘bﬂ—2a)2b: los valores de z, qué to-

mados con signos contrarios , es decir, lleva-
."dos de C a2 Dy 4 (fig. 147) y tirando las
HBD, ABd , cortaran los tridangulos HDC,
hdC pedidos. S .

. Dado el punto B dentro del 4ngulo HCD
(fig-149), la CM 6 2 que entonces resula

negativa, reduce los valores 4 la espresion
mm

,z:-b—tl/(%'f— 24)?%’-", la misma que la
anterior sino es en los signos: y asi construida
- como ella, se llevarin AH, HO valores d¢
‘~z,4Dy daladerecha de C, y daran los
dos triangulos HCD, 4Cd que ~desatan ls
cpestion. La hemos tratado en roda su esten:
sion para que se acostumbren los Principian-
tes 4 sacar de una equacion les diferentes ci-
305 que puede encerxar.
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593 Por este problema podremos facil-
mente 1.° dividir un triangulo AHQ (fig.
143) desde un punto B-dado dentro 6 fuera
de ¢l , en dos partes que tengan entre si una
razon qualquiera a:b. Pues si se hace a+b 4
a como la superficie conocida del tridngul
AHQ al 4° término , sera este la superficio
que debe tener el triangulo HCD que se pi-
de : con que si buscando un cuadrado mm
igual 4 esta superficie,, tiramos desde el pun-
to B una recta, que corte en el angulo AHQ
una superficie iguul 2 mm (§90), se habra re-
suelto el problema. -

§93 2.° Dividir desde un punto dado K
(fig-150) gualquier figura rectilinea ABCDE
en dos partes ARLB, REDCL gque tengan en-
tre si una razon dada, Conocida la ABCDE
con todos sus angulos y lados, averiguarémos
1a superficie del tridngulo AFB, cuyo lade
AB, y angulos BAF , ABF suplementos de
EAB, ABC son conocidos: y siendo facil de
averiguar como en el problema anterior, la
superficie ARLB, porcion determinada de: to-
da la figura ; se reducird el problema a tirar
desde el punto K una recta KRL que corte
en el angulo EFC un tridngulo de una super-
ficie conocida. Lo que tambien podra servir-
nos para dividir una figura en qualesquiera
partes. : '

<04 7.° Enuna esfeca AHBD (fig.1g1



3$8 APLICACION DEL ALGEBRA

Jermada por el semisircuio ADB al rededor
del didmetro AB, se pregumta en qué punto
scrd la solidez del segmento esférico DAHED
tgual d la det cono DCH. Sea AC=a, AE=z,
sera CEz—a—2z: y suponiendo #:¢ la razon
del radio 4 la circunferencia, sera la del cir-
culo miaximo ADBHA el 4.° término de la

proporcion rﬁc::a:—?—; la superficie del cas-
co esférico DAH (479) -{-‘—xx , y la solidez
éel scc’tor esférico DCHA (497.)1:—><x><§ a=

4:(::_’. La del Cono DCH es el producto
1
de su base cuyo radio es ED, multiplicada

ror el tercio de la altura EC (494): y co-
1.0 en el triangulo rectingulo EDC, ED—
i7((DC)*—(EC)*), 6 ED=v/(a’—a*+
aax—x’)—_:]((zax—x’), si se)hace rics
‘ o cv/(2ax—2*)

. r

-

v (2az—2*): , serd esta la es-
presion de la circunferencia del circulo base
del cono, su superficie (439) el producto de
esta circunferencia por ED , mitad de su-ra-
., : rev/(2ax—2x*
dio, 6 EV(zaz—z’)x (—(— : ))=

r

c(2a3—2") 5 y la solidez del cono el pro-

2y
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ducto de esta base por ZEC, tercio de la al-

c(2ax—x") a=%
X ———,

. 3
Si esta que en el caso presente debe ser

1a mitad de la del sector DCHA, se multi-
plica por 3, quedard igual a la de dicho sec-
2(24x=x") <

tura, esto es,

tor: de suerte que tendremos

ax_ a*cx

3r
-?a’ , donde r=taxyiat=5axy(3a’—
a*) : espresion que se construye tomando
AR=%4, trazando sobre ella el semicirculo,
é inscribiendo en él la AT=a: pues sien-
do 1a TR en el triangulo rectingulo ATR,
1 % ((AR)’——(AT)’):V(%a’—a’%; si se to-
ma RE=TR, serd AE=AR-ER=%2—v(§
a*—a*)—auz. ‘
595 El otro valor r=%ta+y/'ia* que
por ser mayor que el diametro 24, no puede
pertenecer 4 la cuestion , resuelve esta otra:
dada la AQ dividida en tres paries iguales
enB y C, encontrar en la misma diyeccion un
punto E , tal que AC sea media proporcional
entre las distancias de E d los estremos Ay
Q: pues suponiendo AC, 4; AE,z; se ten-
drh z:aza3a—x; 3ar—x'=a", ¥ r=;ax
y'ta': y supuesta la copstruccion anterior,
se pasara TR 4 E y E', puntos que satisfa-

, que se reduce 3 z*—3ar="
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ran la pregunta. Estos problemas cuya equd-
cion incluye la solucion de cuestiones distin-
tas , se llaman coxcretos ; y abstractos aque-
llos que tienen tantas soluciones cortio valores
la incognita, e

§96 Corcluyamos estd materia previ-
niendo 4 los que se egerciten en ella, que no
esperen- acertar desde luego con el caminog
mas corto de resolver y construir un proble-
ma. Entre los diferentes datos de que pode-
mos echar mano para este efécto, los hay que
conducen 4 equaciones mas 6 menos compli-
cadas; de inferior 6 de superior grado: y por
eso se deben tentar otros medios siempre que
el éscogido aparezca eémbarazoso : en la inte=
ligencia de que la mayor parte de las expe-
ditas y elegantes- construcciones y soluciones
que leemos en las obras de los mayores Geb-
metras, no s¢ han conseguido antes de haber
probado otras  mas complicadas y trabajosass
y de consiguiente que ademas de talento, se
necesita haber adquirido en este egercicio cier-
to tino para creerse adelantado en esta mate-
ria tan util como- dificil y delicada; especial-
mente quando Se trata de construir equacio-
nes de grados superiores. »
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Cbﬁstrm:un de las equaciones indeterminag-
das de 1.°y 2. ° grado 6 de los Lugares

gmrretruo:

‘ 597 Todos los puntos de una alinea qual-
quiera que no'se haya tirado casualmente,
han de estar situados segun cierta ley 6 pro-
piedad partxcular que caracterize la linea ; ¥
que reducida 4 equacion espresara su matura-
leza. Para encontrar esta equacion por la que
se puedan despues determinar todos los pusi-
tos de la linea, basta referir qualquiera d¢ -
cllos a4 dos rectas ﬁjas colocadas en el mismo
plano-que ella, y. eximinar despues la razon
que tienen entre si las distancias de a linea 4
las otras dos.

598 Para determinar por eg. la situacion
de los puntos de la linea HR (fig. 152), to-
mo dos rectas EL, BD que formen un angulo
qualquiera BCL, y tirando desde qualquie-.
ra punto M la MP paralela 4 BD; espresa-
ran las MP, CP las distancias de HR a las BD,
EL, como tambien las HS, CS; mg, Cq &«.
espresaran las de los puntos H, m. Los dos
puntos A y F en que BD y EL cortan la HR,
determinan esta Tinea, y las CA y CF, en
cuya razon deheran estar todas las demas dis-
tancias CP, PM; CE, EH; Cq gm &c. 4
causa de la semejanza de los tr iangulos CAF,
AMP, Agm &c.
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599 Pero antes de pasar adelante se ha de
advertir que las partes CA, CP, Cg se llaman
abscisas y EL ege suyo; las PM, gm, EH
ordenadas 6 aplicadas, y la BD ¢ge de las
ordenadas , cada abscisa con su ordenada co-
ordenada. Unas y otras son negativas quan-
do caen 4 la izquierda de BD, si suponemos
positivas las de la derecha, 6 al contrario.
Toda linea como las abscisas y ordenadas, que
varia de tamafio en cada diferente punto, se
llama wariable ; y constante la que tiene va-
lor fijo como las CA, CF, ¢! radio de un cir-
eulo &c. En lo sucesivo representarémos las
ordenadas con las letras y, #, y las abscisas
- con z, 2.

6oo Esto 'supuesto, para determinar la
situacion de los puntos de la HR , colocando
el principio @i origen de las abscisas en A , y
haciendo CA=4, CF=b, AP—x, PM—y;
tendremos en los triangulos semejantes CAF,
APM, CA:CF:AP:PM 6 a:b:x:y; PM=
bx ,

—~» que nos dara el punto M luego quess
conozca CP 6 x: lo mismo se hubiera sacado
de los triangulos Aqgm , AHS para determinar
las mq, HS. Pudieramos haber puesto el ori-
gen de las abscisas en qualquier otro punto C:
en este caso CP=z, AP=z—a, y la propor-
cion CA:CF=AP:PM se muda en a:b::x—a:

PM =y — bx-ab

. En el punto m se tiene ...
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Cp==x, Ap=CA—Cp=a—z; y en los tridn-
gulos semejantes Apm’, ACF, es AC:CF:

) b e

tica con la anterior , sino .es en los signos;. por
ser negativa la pm’ que cae bajo de la EL:
luego dicha equacion seri la propia de la linea
HR, pues que representa todos sus puntos.
601 Enel punto en que comienzan las
abscisas , es decir en su origen, es ¥ =& 6 no
hay abscisa : como tambien yx=o en el punto
A en que no hay ordenada, por pasar por éb
la HR. Luego si suponiendo y=—=o0 en una
eqlfacioq , resultase #==o0 6 al contrario, pa-
sara la linea a que pertenece, por el origen:
pero si suponiendo zr=o resultase algun va-
lor de y, determinara este en el ege de las or-
denadas el punto por donde pasa la linea: y
si haciendo y=—0 tuviese z algun valor, se
conocera por él el punto en que la linea corta

el ege de las abscisas. En la equacion y=—

resulta y=—o0, r==0 en la suposicion de ser

cero qualquiera de ellos, prueba de que HR
: bx—ab

pasa por el origen A: perosien y=—

se hace y=o, se tendra z=4—CA , 4 cuya
distancia del origen C, pasa la HR; y hacien-
do x—o, resulta y=—b=CF, distancia 2
que pasade C laHR.
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- 602 Las equaciones de esta forma y—

% -
~;~-+p pertenccen 4 lineas rectas que se lla-

man de 1.f grado por resolver con su inter-
seccion los problemas de 1.f grado: lineas de
#.° grado 6 curvas de 1.* son el circulo y las
secciones conicas, Pardbola, E:ipse é Hipér-
bola cayas equaciones son de 2.° grado, y re-
suelven los preblemas de este género, por
medié de una recta que corte qualquiera de
dichas curvas. «Las equaciones de 3.° 4.° y
demas grados superiores resuclven problemas
superiores por medio de curvas de orden su-
perior a}l 2.°, de las que se llaman algébricas
6 geomésricas aquellas cuyas abscisas y orde-
nadas son lineas cuyo valor puede sacarse
geométricamente, y trascendentes 6 mecani-
cas aquellas cuyas abscisas y ordénadas son
arcos de circulo, 6 senos , tangentes &c. Las
que en su descripcion guardan cierta ley , se
llaman lugares geométricos, por quanto todos
sus puntos subministran soluciones 4 los pro-
blemas geométricos indeterminados. La semi-
periferia del circulo por eg. es el lugar geo-
métrico de los vértices de todos los triangulos
rectingulos que pueden tener su didmetro
por hipotenusa (324). Nosotros nos tengmos
que cefiir en esta vasta é intrincada materia 4
lo dicho sobre las equaciones indeterminadas
de 1.7 grado, y en quanto & las de 2.° trata-
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rémos analiticamente de las principales- pro-
piedades del circulo y de las tres secciones
conicas.

603 Supongamos pues, que todos los
puntos de. la circunferencia AMNBnm. (fig.’
1§3) se refieran 4 las dos lineas DR ege de.
las ordenadas, y AB ege de las abscisas, y.
que poniendo su origen en A, se trate de es-
presar en una equacion la relacion de las co-:
ordenadas AP, PM; Ap, pN &c. tomando de
A 4 B las abscisas positivas, de A a E las ne-
gativas, d¢ A a D las ordenadas positivas , y
de A 4 R las negativas. Hagamos PM=y el
radio AC=4, AP=x; sera PB=AB—AP=
24—3:.y pues que dejamos demostrado (391)
de qualquier. punto.M del circulo que AP+
PM:PM:PB, tendremos poniendo sus valo-.
res, xiy:y:2d4~—1, y de consiguiente y*=24x—
z*; 6 y==%y/(2ar—a*), equacion que se buss
ca, y que manifiesta que a ¢ada abscisa AP=x
corresponden dos valores de y, PM y Pm : de
suerte que la curva tendra dos ramos AMNB,
AmnB. ‘ e : S

6o4 Si dada la equacion se nos pidiese:
describir. por ella el circulo; supondriamos
desde luego z=o, y por el resultado y =0 co-*
noceremos que la ciscunferencia pasa por el
erigen A : haciendo despues y=o, resulta r*=.
24z 6 z*—24x=o0., equacion en -que r=0o,

z=24=AB, y que da los puntos- Ay B por

-ae
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donde pasa la curvu. Para determinar los de-
‘mas se daran diferentes valores 2 z, y de ca-
da uno resultarin dos de y, uno positivo y
otro negativo. Si fuese por eg. AP=x=2 en
la suposicion de valer a4, §; y==p 16==4
determinaria la longitud de PM y Pm ; y de
consiguiente los puntos M, m de la circunfe-
rencia,-que no puede pasar de B ; pues si se
supone r mayor que 34, saldra la cantidad
2ax—z’=(24—1)z negativa, y la y imagina-
ria 6 imposible (1§5). "
604  Las principales propiedades del cir-
culo se sacan facilmente de su equacion y’=
- 2az—z*. Comenzemos por los triangulos rec-
tingulos MPC, AQC: en el primero se tie-
neng\l&(})’::(MP)’-v-(CP)’ 6 (CM)*=242—
2*+a*~2ar+2x’, poniendo por (MP)*,242—
z*; y por (CP?, (a—z)*; reduzcase, y se
tendra-CM=a, 6 todos les radios iguales. En
el otro tridngulo AQC, donde (AQ)*’=
(QC)*+(AC)*=y*+a*, se tiecne poniende
2ax—x* en lugar de y*, (AQ)’=24x; lue-
go r:AQ:=AQ:24 propiedad demostrada
/3 9 3 N - -
¢ go% Cada una de las cuerdas ZB, QB
vale 24” en los tridngulos rectangnlos QCB,
ZCB; de consiguiente 1.° (QB)*+(ZB)*=
4a*=(QZ)*; es decir, que sera recto el an-
gulo QBZ (324). 2.° En el quadrilitero
AQBZ el. producte de las dos diagonales
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QZx<AB==44* es igual 4 AQxBZ~+AZx
BQ=442". » .

607 . Si el origen de las abscisas se hubie-
ra colocado en el centro C, haciendo CP, a3
se hubiera sacado del tridngulo rectingulo:
CPM, (PM)*=(CM)*—~(PC)?, 6 y*=a’—z*,
otra equacion al circulo que incluye la pro- .
porcion a—x:y=y:a+2z, 6 AP:PM=PM:PB
de donde se sacé la primera (603). .

608 Tambien pudiera haberse puesto el
origen de las abscisas en qualquier otro pun-
to T'; en cuyo caso tirados los eges TX de
las abscisas y GS de las ‘ordenadas ,. bajadas
perpendicularmente desde el centro 2 unay -
otra las CE=¢, y CK=b; serin MU=GT=y,

MG=UT=x las coordenadas de un punto -
qualquiera M de la circunferencia; las coor-
denadas del punto N son NO=YT=z, y
NY=TO=y &c. La equacion que represen-
te la relacion de estas lineas, se saca facil-
mente del triangulo rectingulo MPC, don-
de (CM)*==(PM)*+(PC)”; pues siendo
MC=4, MP=MU~+UP=y+b, y PC—=EC—
EP—¢—z, tendremos a*=—y*~+2by-+b*+c*—
2cz—+2z*,y de consiguiente y——b=*1/(a’—
z*+2¢2—¢*) : nueva equacion al circulo del
mismo grado que las anteriores.

6og Hayase de construir por {iltimo la
carva cuya equacion es y*=——=x"—a": supo-
niendo y==0, resulta s==z£4: d¢ consiguien-
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te tomando en ¢! punto A de una rectainde-

terminada BD (fig- 154, el principiv de las
abscisas, y las partes AS, As ignalesd a; de-
bera pasar la curva pot S, s. La equaciony=
-y (z?—at)==V ((z+a)(z—a)) manifies-
ta que tomando las abscisas positivas 4cia D,
corresponden 4 cada AP—=uz, dos valores
icuales PM, Pni , uno positiva y otro nega-
tivos es decir, que la curva tendra dos ra-
mos SM, Sm iguales ¢é infinitos. Otros dos
‘iguales y opuestos 4 los primeros: se sacan de
la equacion y==V/ ((+x-+a)(—z—a)): que
sesulta de tomar las abscisas acia B 6 negatir
_ yamente ¢ PEro-en uno y en otro Caso ha de
' ser x mayor que 4 para que el radical no sea

imaginario, € imposible su valor; pues que

‘entre S y s no hay ¢urva, '

D¢ las S;tgig@cs,Cém’ms‘, Pérdéala , Elipse

"% Hiptrivla, .
610 Siund recta indeterminada AR (fig
153) fijaen el punto G, recorre las dos dr-

cunferencias DmAm!, RNQs#, habra formado |

dos superficies conicas opuestas AGD,GRQ
que pueden ser menores 6 mayores hasta d
infinito ; de‘cuyas diferentes secciones porub
plano resultan las que se liaman seccignes &0
sicas. La seccion de un plano que por ¢
. punto G cortase perpendicularmente qual-

“

quiera de dichos conos, seria un tridngulo
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GDA:; serd un circulo EMFM?, siempre que
el plano corte el cono GDA, formando el
mistio angulo con los lados GD, GA 56 pa=
ralelamente 4 la base. Si el plano pasa por Bb
(fig. 156) cortando los lados GA, GR con
diferentes 4ngulos, resulta una seccion BMmb,
que se llama Liipse. Serd una Pardbola
BMmri' (fig. 1§7) quando el plano:secante
sea paralelo 4 uno de los lados GC del cono:
y tltimaménte, si dejando de ser paralelo, cors
tase uno y otro cono (fig. 155) trazaxa lag’
superficies BMmm', bN#» que s¢ llaman Hi
_pérbold.é. o : . P PR
611  En la pardbola Bmm' (fig. 157) en

la que la Bp se llama ¢ge, el punto B vértice
y origen de las abscisas, las PM, pm ordenas
das y las BP, Bp abscisas, Jos <uadrades. de
das ordenadas estan ¢n la misma razen que
sus abscisas; 6 (PM)*: ( pm)*sBP:Bp, Por-
que si corta al cono el plano circular FME
paralelamente 4 la base, y 4 estos dos planos
paralelos los corta el tridngular GDC, serin
paralelas las comunes secciones FE,DC (43 3),
y por lo mismo’ serin tambien, paralelas las
MP, mp secciones comunes,_ de, dichos _planos
paralelos ; certados per Bmm': luego siendo
por la naturaleza del cireulo (39 I) gMP)?zi
EP<PF, (mp)_*:Dpr}ngpxPE,.por
ser. PE==Cp (353 ), tendremos (MP)*:
(mp) ‘::FPXPE:DpxPE;:EP:Dp iy mes que
‘ B )
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FP:Dp::BP:Bp en los tridngulos semejantes
BPF, ByD, seré finalmente (MP)*: (mp)*:
BP:Bp.

6II; -En la elipse (fig: 146) supiiesto que
los planos AGR ; BMb cortan los* paralelos
EMF ; CmD, se tiene en loé tridiigulos semie>
jantes BPF, BpD+ bEp; bCp, BP:Bp: PF:
pD, bP:bpsEP:Cp i luego serd, multiplicani-
do estas proporciones, BPxbP:Bpxbp:PF<EP:
pDxCpi y pues que én los circilos EMF;
CmD ; (PM)*=PFxEP; ( pm)*==Dp=xCpj
s¢ tendrd BPxbP:Bpxbp::(PM)*:(pm)*: es
 decir; los cuadrados de las ordenadas PM,
pm; soni en la Elipse como ¢l producto dé las
partes BP,bP; Bp; bp que cortan e el egé
Bb, que llamarémos abscisas. -

- 613 Lo mismo se saca en la hipérbola
(fig- 153) de los triangulos BEP, BDp;
vPF, pr ; dondé BP: Bp:!EPiDp 3 'bPﬁbp:Q
PF:pA’; y de consigiiente; BPxbP: Bpxbp:: -
EPxPF:DpxpA ; 6 poniendo por EPxPF;
DpxpA sus iginales (PM)*; (pm)*: con la
diferencia de que las abscisas BP; 6P; Bp, bp
s¢ toman para ¢add ordenada de distinto la:
do que en ld elipse: o ’
.+ Pero para que cottozcarios mejor las uti-
lisitmas propiedades de estas tres curvas de qué
s¢ hdce un_ uso continio y genetal en todos
los tarhos de fisica y matémdticas, hablarémos
de cadamna en particulat considérdandolas des:
critas en ug planos -
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Pardbola.

614 Es la paribola una curva cuyos
puntos M, N, n, m (fig. 158) distan todos
igualmente de una linea fija BD que se llama
direstriz,, y de un punto F que se llama Jo-
cus, distante siempre del vértice S de Ia quar-
ta parte de una linea p conocida con el nom-
bre de pardmetro; de manera que si en el
punto 5 de una escuadra OGB, y en qual-
quier otro F se fijan los estremos de un hile.
OMEF igual en longitud 4 OG, y se mueve
la escnadra écia E llevando tirante el hilo con
un lapiz M ; la linea MNS que describa el
lapiz, y la otra mitad Snm que trace del mis-
mo modo del.otro lado de la EH, seri una pa-
ribola; pues en qualquiera de sus puntos M
se verifica que siendo OG=OMF, es MF=
MG, quitando MO comun : y por lo mis-
mo SF=SE=%p. ,

- 615 La recta MF tirada desde qualquier
punto M de la paribolj al focus), se llama ra-
dio wector ; y si se tira desde M la ordenada
MP—y, siendo SP=x, sera siempre MF— _
MG—=EP=—=RS$~+SE=—z+Zp. Luego si ha-
biendo escogido en la linea SH que ha de ser
ege de la pardbola, el punto S para vértice,
¥ tomado SF=—=SE==2p para sefialar el fo- -
cus F'; si despues de haber tirado perpendi-
culares indefinidas 4 .todosAl:s; puntos P del

2 .
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ege, se trazan desue I con el intervalo de
cada PE dos arcos @ un lado y otro de la SH,
se determinaran de cada vez dos puntos M, m
de la curva, que se describira facilmente, de»
terminando ast los demas: pues en tal caso ca-
da FM sera igual a la distancta EP 6 GM.

- 616 En el triangulo rectangulo FMP,
en el que (PM)*=(FM)*—(FP)*, sera po-
niendo en lugar de PM, FM, FP, sus valo-
TES yy T4 3 P, T—3 P5 JY=TT+ ] pr-+i5 FP-~TX
-+ px—<-pp, quese reduce a yy=px , 0 y==
==j/px: equacion 4 la parabola, que compa-
rada con YY=pX de otra qualquier ordena-
daY, cu- a abscisa sea X, da yy: Y YipXur: X
se un lo demostramos ya (611): - ‘

- 617 Si hacémos en ella x=o0 6 y==0, ve-
remos que pasa la curva por el origen >, sify
que se estienda mas allas pues resuita imas=
ginaria la y=z)/~px, tomando 4 z negati-
va. Y como a cada z corresponden dos vas
Yores iguales de y, que crecen 4 proporcion

. que es mayor x ; tendra la parabola dos ra-
mos iguales € infinitos; cuyos puntos podran

determinarse dando 4 x diferentes valores, y
sacando en cada uno los que corresponden a y.

618 De yy=px se saca a1y:y1p, esto 3,
que cada ordenada es media proporcional en-
#re su abscisa y el pardmetro, y este tercera
proporciogal @ qualyuicr abscisa y su .orde:
gada, Dichq pat'jémctm es.sambien.la doble

gad.
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erdenada N# que pasa por el focus; pucs
siendo la abscisa SF=3p, sera (NF)'=
y=pr==ipp,y NF=11pp=1p; luego
Nrn=p. Si a'una cuerda qualquiera SL (hg.
169) -e levanta la perpendicular LQ, serd
RQ el parametro de la paribola : pues enel
tri:ngula rectangulo SLQ, SR:RL:RL:RQ,
6 zy::RQ=p. . )

619 Paratirar una tangense d un pun-

to M de la pardboa (fig. 158); tiradus las

MG.ME y la GF, la gﬂ perpendicular é

GF sera la tangente; pues de qualquier otig

punto Z .que no sea M, se probara que estg

fuera de la curva: para esto twense ZE 4]
focus, ZB perpendicular a la directriz y ZG,

y se vera que siendo ZB menor que ZG

€284) 6 que su igual. ZF, Z no esta en la
parabola (614). Si 4 la tangente MT se le-

_vanta.en el punto M Iz perpendicular o nor-
mal MR, la parte. TP de ege comprendida

_entre la tangentd ¥ la ordenada MP, se lla;
ma subtangente ,:y'la PR comprendida entrg

1a ordenada MP y la normal, s¢ llama sub-
pormal. o L _

"+ 620~ Siendo iguales los angulos GMT,

TMF (337). y GMT=2MO, sera ZMO=

TME: ZMO 3¢ llama éngulddt la thiiden-

¢ia, y TMF de la refleaton. Tambien por

razon de las parafetas GM,;, TF | ¥ por ser

- GC=CF, serda iguales y semejantes los
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triangulos GCM, TCF (345 y 386): y de
consiguiente MG=TF=FM, y en el tridn-
gulo is6sceles MET la FG perpendicular §
Ia tangente la dividira por medio, s
- 621 DeFM=FT=x+3p se saca TP—
TF+FP=x+3p+z— p=22, 6 la subtan-
gente PT dupia de su abscisa SP; y de con-
siguiente, sera SP=ST. Luego 1.° el para.
lelogramo MKSP (fig. 159) es igual-al tri-
4ngulo MPT que tiene doble altura que €l
(351). 2.°Para tirar una tangente al punta
de la pardbola (fig. 158) se bajara la per»
endicular MP, y haciendo ST=SP,, se tira-
réporTyMla ™. . 7
622 . 3.° Las perpendiculares FC. baja-
das desde el focus dlatangente, son camo las
raices cuadradas de los radios vectores: pues
siendo TC=CM porque TC:CM:TS:8P, y
TS=-SP; caerd C en donde SC corta la TM,
y en el tridngulo rectangulo CTF, sera TF:
FC:FC:FS, y (FC)'=TFxFS=FMxZpz;
en otro punto M’ se tendria tambien (FC/)*=
FM'x<Xp; luego (FC)*:(FC)’=FMx:p:
FM'<2p, y FC: CwFM:yFM.
623 4.° Enel triangulo rectingulo RMT
se tiene (391) PT:PM::PM:PR:“?}III,) —
%:{ ps es decir que la subnormal es la mi-
tad del pardmetro. La normal MR=........
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V({(MP)*+ (PR)* )=y (pr+3pp)=vMExp
en el triangulo rectangulo MPR: 'y del TMP
_ tambien rectangulo se saca la tangente TM=
V((PM)*+(PT)") =1/ pr+42" )=/ 4MFxz.
624 Qualquiera recta MO paralela a]
ege SH se llama didmetro, cuyas ordenadas
son m'p’ paralelasa TM, tangente en el punto
M del diametro: su parametro (4) es tambien
cuadruplo.de la distancia FM de su vértice
al focus; de manera que g=4MF=p-r4z, y
de consiguiente tercera proporcional 4 la abs-
cisa y tangente que corresponden al punto
M; pues es =x:tang. ==y (pr+43"):p+
4x=—4. : o -
" 624 Llamando la abscisa Mu, z (fig.
159)y #la ordenada /z, tendremos en los
tridngulos Jpn, MPT, MT:lp = MP: /n:TP:
s d LA
Vqx
. 2ux 3
Vpr2xpr— .+22: y como Sp=Tp—
St Vqx - :
2uk
L ] Z2
La propiedad de la parabola nos da (616),
: S L, uypx
(In)???xSn 6 (l/px-l— l/;; - |
2P u : haganse las operaciones y. ;xjedu;ciqy

VEE

pn, 6. V4x ;u+1/qx::1/fx:ln.—_f

: TS=z;—,-x', serd Sn:‘Sp-'p-pn =z4+T+

) =pe+pr+

. . T
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nes necesarias, y se tendrd #*=qx, equaclon
ala parabola respecto de sus diametros,, en
todo semejante #'la del ege, y de la que so
sacaré como en ella que los cnadrados de las
ordenadas. som como las abscisas ;- que 4-ca-
da abscisa cotrespondm das ordenddas zgua-
fes &c.
. 626 Si se pidxese trazir una parabola,
cuyas ordenadas formén un 4ngulo conocido
con un didmetro dado MO (fig-1 38) cuyo
parametro ¢ se dé tamhbien; se tirara por ‘el
vértice M del diametro la recta ZMT que
“forme can €l un angulo OMZ'igual al dado,
se hard despues el angulo TMF—ZMO, y
tomando MF- ‘-a-q , se tendra el focus F por
donde se tirard la HT paralela 4:MO que
serd ¢l ege ba;esele la perpendLCular MP,y
dividienda PT por medio, se tendra el vertx-
ce S con gl que y el. focus se tiazaré'la par&-
bola (61 ) '

a2y bl se tran (fig. 1%9) la ordenada
mp infinitamente proxima 4 las MK ¢
paralelas 4 TP; se tendra en los trléngulos
TMP, roM, TP:PM:urM: ro._P_p, 6 ponien-
do por TP su: 1gua1 2:}1,9 2KM, «KM:PM::
rM: Pp y de copsiguiente PMer_zKMx
Pp,o7el paralelogramo PpMm duplo del
*MK¢: y como se’ puede probar otro.tanto
de qdafqurera de los paralelogramos de que
se compone la superficie de la parabola, sera
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qualquier espacio parabdlico SPM duplo del
espacio’ esterior oMK ; y de consiguientg
serd-los dos tercios del rectangulo SPMK:
Jos tridngulos omM, oM se desprecian en el
calculo por infinitamente” pequefios (686).
Solo en:el caso que las abscisas tengan como.
en la parabola una relacion constante con la
subtangente ‘podrin cuadrarsg” exdctamentg
las curvas, - - o

... Elipse.

:628 . Ia propiedad 'que caracteriza :esta
curva ¢s que ld suma de las distancias FM-#
M (fig. 16}? de qualquiera de sus pustos
M4 los dos K, f-que sa Haman sis focus', es
igual 4 la-linea Sssu age mayor : de manera
que si clavados enF; f los ‘estremnos de un hi-
lo FMf, mas largo que Ff, se le lleva-estiz
sado con un lapiz al rededor de: dichos pun-
#tos, resultard descrita una elipse En ella lla-
marémos cge wmenor Ja Bh perpendicular al
punto-C mitad de Ss y centro de:la elipse: 4
tas CF, Cf excentricidad; lasMP ordenadas
Y SB, sP abscisas del ege mayor Ss; Mp, Bp;
bp ordenadas y abscisas del ege menor B,
y las FM; fM radtos vectores. -Ultimamente .
1a TX es tangense (fig. 161), la MR normal
PR subnormal y PT subtangente, correspon-
dientes al punto M de la elipse. S
629  La estension del hilo enel punto §
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gﬁg, 160) es 2SF++Ff, y en's, 25/+Ff; lue-

70 2SF+Ff—2s/+Ff; y de consiguiente
SF=sf, CF=Cf. De lo que se infiere 1.°
que el punto ) de la perpendicular Cb-debe
estar 4 igual distancia de F y f 5284) como
lo estd C, 6 Fb=fb=SC mitad de Ss; y el
ege menor s¢ dividird por medio en C 4 cau-
sa de los tridngulos rectangulos iguales fCB,
JCb. 2.° Un arco descrito desde & con el ra- |
dio CS, cortar4 la Ssen los puntos F, £ que
seran los focus: de suerté que sera facil tra-
zar la elipse dados los dos eges; pues deter-
minados sus focus se practicara despues lo
que.digimos (628). . S

" 630 - Llamemos ya Ss, 24; Bb, 25; CF=
Cf,¢; PM, y; CP, x: serda PS=SC—CP,a—1;
Ps=sC+CP, a-+x; PF=CF-CP, c—z; P/=
JC+CP, ¢+2; SF=SC—CF, g—¢; y Fs—=
@-+¢, y en el tridngulo rectingulo F4G ten-
dremos (Fb)!=(FC)*+(Cb)* 6 aa=cc+bb;
de donde se saca cc=aa—bb, y bb=aa—cs;
luego a~+c:bub:a—c, 6 +Fs:Ch:FS; esto es,
el semi-ege menor Cb medio proporcional en- |
tre las distancias ¥ s,FS de los vértices d uno
de los focus, - 3 :

- 631" Esto supuesto, en el triangulo FMf
es (539) FM+Mf(24):Ff(2¢):f P—PF (2x):

FM—FM=%2—2" Con esta diferencia,

4 a4
y lasuma 24 de FM y M, sacaremos (238)
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FM:a——i”—' yen el~triéngixlo' rectangulo
PMFE sera (PM} (F M) -\—(PF) N Q n=

AR—30T + = -—:c-bzcx——xx, que se redu—
co Pomenbdo aa—bb en 1ugar de o (630),1
)’]’—_—-’Zb—-b‘:x —bi (aa——xx) equacwn 4

laelipses enla qug pot ser y—'*—\/‘(a'a-xx}

correspopderan 4 cada ahscxsa CP, dos orde-
nadas ignales una positiva y otra negatxva‘
gue se del;ermmaran conociendo 4 sy po-
rd trazarse por este medio la elipse ; 4 Ia que
siempre divide por medio ¢l ege mayor.

632 Si el origen de las abscisas se coloca
en S, haciendo SP=#, SF__{f__v, SP=Ps que
antes era (a—z)(a+7), serd <(24—1): pon-
gase este. producto e.n la eqﬁaaon anrenxc;’r en

lugar de as—zxz,y se xeducrra A== Toa >_‘1
(aax-n.vx) equacion en la que supomcndo
y=0, esulta xz—3a2=0, donde r=0.y 2224,
es decir, que la curyapasa por S en: que =0,
'y por sen que r=Ss=2a. :

6 33 Tambien se venﬁcara de otra quak-

quier ordenada M'P!(Y), cuya.abscisa SP!

sea X, YY:ilz— x(2a—XX): de gonsi guieh-
, & b ’ b,

te, serd Y Yu——x{ag—gz)im—x(aa—..
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O aa=zr:aa—5X, o (PM)*: (MP)*x
SPxPs5:SP «P's camo lo digimos {§12). Tam-
bien ({e‘y];%x(aa-.-xx) s¢ saca Jyiaq—
xxubb:aa ; y‘ si en lugar de bk ponemos su
igual aa—~cc, resultara yy:44— X ad-rcc 1448
6 (PM)*:SP=P;5:SFxK s3(8C)* »
634 Siendo Mp—=PC==z, Cp=PM=y,
y de consiguiente bg==y+5, y Bp=b—»
fera la equacion al ege menor dg la elipse
- Boxx oy
(63 1), r=

“ .

despejandd g en y*==bb=

atyy
bo
tivamente que la del ege mayor, y de la que
se deducen las mismas consecuencias que de
aquella.- - o
635 Trazado un circulo sobre ¢k ege ma-
~yor Ss. (fig. 161) si en la proporcion (PM)*:
$PPru(BC)"(SC)" (633). ponemos enlu-
gar de SPxPs su jgual (PH)* (39 1)’ tendre-
mos (PM)*:(PH,*=:(BC)*:(SC)*, y PM:PH:
BC:SC, 6 las ordenadas del ege: mayar a las
ordenadas de su circulo,, como el ege menor
al ‘mayor; luego todas las erdenaits de la
elipse, esta ss., su superficie es d la de dichs
sirculo , como el ege mepor. al mayor .. el mis-
mo modo se prueba que /z superficie de la
elipse es d la del circulo trazado Sobré el 7ge
menor , come ¢l ege mayor es al menor. Sype-

ai1— =—:Z-r><<bb-r7')'5 Ja misma respece



CdnNrecay. [14)
niendo ‘¥¢7 1a razon del diametro 4 1a circun-
ferencia, sera aac li superficie del circulo
SAsa, y abe la de la elipse, haciende atbraacs
abe, la qual 25 jgual a la de un circulo cuye
didmetro ¢s YV 4ab, esto es, medio proporcio-
nal entré sus eges. Esto prueba que ercxrcu-
lo es una elipse de eges iguales con el focus
en el centro, y el diametro por parametro.
Con efecto, qualqulera delas suposiciones
26==121, SF=3a 6 p==12a convierte las
equauones halladas en fas del circalo ==
3ar—zz, y a1z (603)

- 636. Llamarémos paranetro p del .
ege una tereefa proporcional a él y al 2. .

rte que sea 2at2biab:p—T
ege; de suerte que sea P “2

este siempre es igual 4 12 #n’ doble ordenada
al focus ; pues como la abscisa CF==¢ (fig.

160), si eﬂ;y:-‘.bb—*--%‘-‘-s, ponemos ¢ en
lugar de z; y despues aa—bb en lugar de e,
sendremos (F)? =_-‘-£— y nF=-"—b-: luego -

Om'-'_-:t—”—’_.ﬁ_ =p. Atendicitdo 4 la analo-

g:a de las equauones del ege mayor y me-
t 1 d =40 . de

ao , sera e parametroﬁ_ e es;e q—— W

sucrte que sea 2b33au34ids . . .
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637 De p=—rsesaca bb:*_,?: pon-

gase este valor en lugar de bb en las equacio-
nes al 1.f ege, y las reducird 4 estas jy—

-;’;—(u_x—xx) ) )y =-f£- (da—2z) que son las
del pardimetro del 1.r ege. Del mismo modo
se reduce la del 2.° ege zz =%:—(bb—~y;) i

xx:-ﬂ—('bb—yj), De las de ambos eges se

saca yy: aa—zxx i piad; xxibb—yy:iqiab, 6 ¢l
cuadrado de la ordendda al producto de sus
abscisas, como el pardmetro d 34 ege.

638 Para tirar uia tangente d la clip-
¢ en un punto M; sé alarga la fM hasta que
sea MH=MF, 6 fH==Ss, ¢e tira la HF, y
la perpendicular TX que la divide por me-
dio; es la tangente al punto M €l finico en
que tocd 14 curva; pues si qualquier otro O
perteneciese 4 ¢élla, las OF ; y O_; serian igua-
les (628) 4 FM+fM 6 a fH, lo que es fal-
so; por ser OF+Of 6 OH+Of mayores que

SH. El éngulo XMKf es igual a TMF , por
set TMF=HMK, y este & su vertica

639 Tirada Ja nermal MR (fig. 1617, si
de los éngulos rectos XMR, RMT sé quitan
los iguales XMf, TMF (638), resulrarin
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iguales los dngulos RMf, RMF, y serd (377)
[gMiMF:fR:RF, 6 (177) fM+MF (24):MF

(24 - 5 \RF—,_. &% ___
(4_7) gs 31)3f R+RF(2¢):RF=r— ==
é—x—i-‘é?:—; poniendo 4a~bb en lugas de cct
luego la subnormal PR::FR#FP:;-__.;,;_F,
bbe bbx _ px '637). Si contand
‘_‘;_...,.x_;__ — _;( 37 ). Si contando
las abscisas de®d¢ el vértice se supone SP=x,
Serd x—=a—u, y poniendo este valor en lu

. ot DR bb bbuw .  pu
gar de z, sera PR—=— = ity e

. :
640 En el tridngulo tectingulo RMT se
tiene (391) la subtangente ‘PT:QﬁMﬁz':'

—(4=22) e aewn

. = —] poniende
bb an a-4 o
44 - P -

pot 2, 4—u. De consiguienté CT=CP--

PT—z~+ u;xx =-‘-;i , ST=CT—CS=— o

-ii- '=“‘Z‘” . De CT_—:-_-‘-';- se saca &iar
4:CT, 6 4 CP:CS:CT, por donde se podrd
deétermindt el punto T de la tangente' TM.
Ultimamente la espresion de la normal se sa.
¢a del triangulo rectingnlo MRP en el que
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Cooper o btxx bbxx ;
MR==y/(py+ i) =/ (b~ (as=
bb))zb]/(l—-jf‘x—) : y la dé Ja tangente
TM del tridngulo MPT tambien rectangiilo.
&3t~ Diametro de 1a elipse es una recta
MN (fig. 160) que pasa por ek centro, y se
termina por. ambos cabos en la curva i y did-
mietio conjugado al MN la RZ paralela 4 TM
tangénte al punto M de MN ¢ las L.Q para-
lelas 4 la tangente TM, son sus ordenadas y
NQ, QM abscisas; y parimetro de qualquier
didmetro una tercera proporcional 4 dicho
didmetro y a su conjugadoi” - - - .
642 El triangulo tmP (fig. 162) formd-
do por la tangenté, subtangente y ofdenada di
una clipsz y es igual al trapecio PmKs que for-
man la ordenada; la tangente al Yértice y una
seita qué-pasa por el centro y ¢l punto t. Pot:
que en los triangulos semejantes CPm, Cstk,
es Pm:sk:CP:Cs:Cs:Ct (640) : luego Cst
Ct:Pm:sk; y Coxskh==PmxCt, ;(Csxsk) =
2(PmxCt) superficies iguales de los triangu-
los Cmt, Csk ; quitese de ambos la parte co-
mun PmC, y resultasd tmP=Pmhks.
. 643. De aqui se infiere ,-que ¢/ tridngulo
qlr gue forman 1q ordesads al ege, 10 orde-
nada.al diametro Mm terminadaen el ege,y
& garic.qe comprendida, es siempre gual dl
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- trapécio hqsk correspondionts : -pHés-sacando-
se de lo§fuia'n)g'ulos semejantes Pmt; gly, Pings
Ir+(Pmtg1)"(45 5 7:(Cs)*—(CP)*:(Cs)*—
%Cq() *C177)=Priks: 4 ks %ifferenciasc'égglob‘
tridngulos.seamsjantes Ghs, CPrm ; Chy »Cyh
que estan en la misma ‘fazon que las diferen-
eias de los cuadrados de sus lados homibidgos
Cs; CP ; Gg; serd Pmtiqlg‘a::Pmkszq.lz/Lj 3y cos
mo PmtmPmks: (642}, tendremos tambien
glr=skhg=ghmt quitando -Puiks -afiadiendo
s igudl B De consiguiente el “tridngulo
-bob.sera..igual . al trapecio - eorrespondiente
mars ;. pues 8 de glr=ybintise’ quita ghor-co-
mun, queda lok=mort: Tambien serd GND=.
Eont 5 pues quaido Irse concibe bajar: para-
lelamente 4 ser. CN, 14:/4 quie se ha‘de tera
ainar en e} didmetro mM alargddo si ‘e me-
neser , vendra & ser ND : siendo CND=—.
Cnd.pos 1a simetria de la elipse Clyos -pun-
tos M ;2 ;N ;:n. deben. -estar sergjantemente
- situados; serd Cnd=Crmy, Ly L
* 644 Esta supuestd, en fos triafgulos-se-
mejantes Gt Cor s¢.- tierie (43¢ Y (Cm)*e
Co)*sCmt:Cor, y (177) (Cm)i—(Co)*s
Cm)’::G};h}m(}or:mm:Cmt'::loheGdn(ﬁ%)::
éo)’x (Gn)* en los trifngulos Can ok se-
mejantes; por:la- igualdad-de los dngulos al-
ternos. b, 4 que forman lay gagalelaﬁ lg; nd;
y de /igiial & su alterno 1IQC=anC : luego
(O =Gy (CnYly (Co)' o &
)
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cir, Nlamando.4 Mm; 24 ; Nuy 255 lo, y3
mo, X i ad—x:aaiyy:bb; y dé consiguiente,
yy&bbﬁ‘-—bé"f;f;; equiacion 4 las prdénadas de
los diamegros del todo $eniejdnte d.1a de los
eges; y de la que somo.de esta, s sacd tant-
bien,que 4 cada absgisa cotresponider dos or-
denadas ignales que-los diametros dividen
sus ordenadas y ld élipse por. niedio : que
CM=Cm, CN=Cn &¢, .. - -~

. 648 St se.bajan al egé Ss las ordesadas
mP, nz, de los ¢siremos m, n dé bos didmetros
conjugados Mm.; N ; el -cuadéado de Cz coin.-
prendido enire ¢l cantyoy wia dé llasinzy es
igual al producto de las ahscisas PSxPs de la
otra mP, 6 (Cz)!=PS=Ps. Haciendo mP=3y;
y-sP=2, Sz=z, Ss=44, Bb=4b; én los tridn-
gulos semejantes {Pm; Gz se tiener (Cz)*
L) 2:(mP)*:(m2)? sPSHPsiaSintus (33) 5 esto
es; PSPy (8a—12):2Sxts{ ad+£2Ys(PT)2
(aa=x%)* o gt {_ (d4vak) (dumxx)? -
XK (639){”:%.) .(z?)* RPT VBT :
dedonde s¢ savd 2274821y & (Cb)*==

PSXPJ‘. SN l:»': ) -

+ 646 Del misme iodo se hubiera Sacido
(CP)*=2Sxzs y .de consiguierite: si gu Tu=
gar de aa:bb:2Sxzsi(u2)*(633) ; ponertios
4aibb(CPY (i) (nt= 5% tendfemos

(C1)i=(Ca) - (ne) == gasisam-rmite
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y como: tambxen (Lm)’ (CP)’+(Pm)

xx-+bb— -

, sacarémos sumando y redu-

aa
ciendo; (Cm)*+ (Cn)*=aa+hb i’y de con-
siguiente la suma de los cuadrados de los
dzamftrb: es-igual d la de los eges.
647 “Siendo nz=—u, Sz. =z, serd un ==

-—(aa-—-zz) (631), 5 —-———-..aa—z.z 5y

comdl aa-——-zz.—* (CP) _..a:.t (645) , serd -
‘ib _-x.r Y. gmm...bbxx 6. a,t_‘bx, Txre~ :
se abora’la CH perpendicular 4 T/ y. eii ‘log
manguibs semd]antes “Cazn CtH donde Cz‘

(u) Ct( ) 6640) CH serd, Cz.xCH__.

-’,%'—-, é gomenda b;c cn l,ugat ;:ie au,szCH...

3 s deciry g es’ @ual el paralelogramo
fomado‘de los' semicges d el de'los semididme-
tros, yd' tdml}aunﬁ ’t‘l dc los eges d’ el de los
chdrmrd&* Pt

648 Quand-oz cae enP, esy:u, z=1,

—daa-xx‘ vietie 4 ser xr=aa—zx, 6 x1=
zaa=ax%a: quedaaianriia: luego si s@
toma CP medla proporcxonal entre 2y ;4,
Y S s¢ tira por- -P'una-doble ordenada, deter-
niinar._esta dos puntos, por los quales y el
‘centro se pueden tirar dos diametros iguales;
pues sus mitades seran <h1p%tenusas de los tri-

B2

.
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angulos -iguales CPm, CPz : y como 4 cida
lado solo ‘en un punto ‘se verifica la anterior
proporcion’; y 4no y-otro-dar uncs mismos
diimetros; no habra en la elipse mas que dos.
diametros fg_u‘ales. e D
649 Sidado uno de los. eges y 3 pard-
metro se pidiese trazar la elipse ; se buscard
una media propoycional entre Jos dos ‘dates
que sera el otro ege (636),y se Hatd' fo/qRe
dejamos.dicho (628). Pero si se digsen dos
diamettos conjugados Ss; Bb (fig. 163)-que
formen qaalquiér angtlo ; 3¢ totaran 33k
mitad CB de uno de ellos las pastes igua-
ES’CE ,EE' &e: Y\ﬁl.’%‘iai-lﬂi‘t’ﬁrl’?!'ﬁiﬁuﬁﬁ
- CD,ED"&c. que encu,entrg}l,.la;circ,nn feren-
eia de un cireulo descrito ! debde G, éofi et £45
dio CB; se tirard SB y por E su paral¢lg ER:
tofriefisé hitla s y' S partesipales 4 CPLy
tirando despues por los, pyptos, P4, k ﬁM
1guales cada una 4 SQCQ{I#WWlemm‘Q_
quedaran determinadug [bs puatos Miper dppe
de se ha de trazar la elipse, détermjnando, lgs
fﬁemas m , haciendo Pm=PM, .Efestivpmgnre
en los triangulos semejantes ,GSB, CPE. i

tiene CS(a):CB(b)ig(QPf(zf)éGEﬁf%& yé‘ﬂ&l
tridngulo rectingulo CED/(BD/j*=(PM)*=
(CD?)*+(CE)*; éxto” &, yyg@&%ijiﬂb'ﬁfb,

: Cy LI : e , s ot LN v »v’,
equacion 4 la elipse, 4 la que_pértenecerin
los puntos M, m.
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, - Hipérbola. .
~ 6g0  Es propiedad constante de esta cur-
va que la diferencia entre las rectas FM ', §208
(fig-164) tiradas desde qualquiera de sus pun-
tos M’ 4 los dus £, F que son los focus, es
siempre igual & su primer ege Ss:-de consi-
guiente st habiendo fijado en f una regla
JM'O mobil al rededor de dicho punto, y en
su estremo O el de un hilo atado por el otro
caboen ¥, se voltea la regla al rededor de f,
llevando la parte M'O del hilo unida 4 elid,
y titante todo el hilo con un lapiz M ; ‘sefia-
fara este la porcion SH de una hipéibola;
pues la diferencia entre todas las fM-, FM'
serd siempre igual 4. la que hay entre el hilo
y la regld, y sewve que en el punto § esta
‘diferencia es Ss. La otra mitad SG de la cur-
ya'se. describe wolviendo ka regla hicia aquel
lado ¢ y para‘trazar la hipérbola gsk opuesta,
se truecan las posiciones fijanda la regla en F.
"El hilo ha de ser’'siempre desiguat con la re-
gla 5 pues $i noy, saldrian vodos los puntos M!
1gualmente diftantes de Fy' f5 por ser OM f
=OMTF, y M/=MF quitando OM' comun,
¥ trazatia’el fapiz-ana linea recta.
1688 - Segunisegr defa hipérbola es una
dinea, Bb perpendicplar;al 1.2 Ss ;' cuya mitad
- CB gs lado de un triangulo rectangulo, cuya
‘hipotenusa SB es' ignal-a 'CF-, y ¢l otro la’s -

!



390 SEccIONES
CSes la mltad de S: las perpendiculares
P, MQal 1.° y 2.° eges son sus ordenadas,
CQ y SP; sP, son las abscisas:. lasf M, KM’
son los radios vectores, TM (fig. 165) es
una tangente , PT la subtangente MR y PR
la #ermal y subnormal correspondlentes al
punto M. Ultimamente la.recta MC M (ﬁg
170) que pasando por el centro C corta las
hipcibolas opuestas, se llama didmetro, y su
conjugada sera la D d paralela 4 la tangente
Tt al punto M del 1.f didmetro, cuyas coor-
denadus son n.Q y «Q
(52 Esto supuesto, si se hace S.r-za,(ﬁg.
164) Bb=2s, CF =Cf=¢, CP=x,y PM=y;
. sera \l’:LP—LS_x—a, cP_sL+LP_x+a,
y SPusb= (x—a) (2+a)=gz—aa. Tambien
seru A F=CP=CF=xa—¢, Pf—PC+Lf-—
a-c, y UFx Pf=rr—cc: y en el trxangulo
rectingulo CSB tendremos (BS)? 6 (651)
(CE)*=(BL)*+(CS)? 6 coc=zaaxbb, y
bb=cc—aa= (c+a)(:—-a) de donde se saca
s~abubicaa o + SF:CB:sF ; esto es, el sa-
'micge menor medip proporc_zopa{ entre las, dis-
“gancias. de uno de los focys d los.vértices.
653 . Tomese ahora PR=—FP.y tirada la
MR, se'tendrd en el tridngulo fMR (539)
' f’\/I—MR(Qa) fP'—-PR(zc)..fR(zx)fM-o-

FM— -E-ﬁ- De esta sima y la dlferencxa
SM-F M_a.a se sacara ( 2 38) f M::—-w -+,
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_yFM= -‘—:——a Yy en él tridngulo rectingu-
lo PMF, en el que (PM) —(FM)’-—(PF) )
serd yy=- :“

——30a-+aa— TT+20%—C, PO-
mendo aa+bl en lugar de w (652), y redu-
ciendo , yy=- bb-xx -—bb= —-—-(xx—aa) equa-

ciondla hnpérbola ’ dxfereme de la de 14 elip-
se en solos los signos (631) Si ponieado en
Sel origen de las abscias, hacemos SP==ux;
SF=sf=c¢, serd SPxP:_x(za-o-x)ﬂasr-o-xxt
pongase este producto en lugar de 72-—ua
énla equacnon anterxor, y se convertn'é ‘n

yy— ——(wx-u-xx) !

654 De ]y——(xx«-a-na) se ‘saca 7-—-&

V/(xzaa) ;-de consiguiente , 4 cada absctsa
Cl correspondemn dos. ordcnadas iguales PM
\posmva y Pm negativa; que van siendo ma=
yores 4 proporcion que es mayor z; de suer-
ﬁgue tendra la curva:dos ramos iguales &
itos. Si se supone endicha: equacion y=v,
i’esulta r=—cha -—CS:::C:, gs dedir, qpe la
curva pasapor S ys: - deluérre que tomdn=
doax menor que’ 4 sdldré: imaginaria a tan:

_tidad +—~1/(xx—-aa), 6 mo. habré curva en-

tre Sy.s; perosi tomamos 3 .x negativay
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mayar que 4, resulcaran @os valeres posln
vos de 54 cada valor de x, 'y comenzard en ¢
otrz §urva o uémaé lgual.a.la ‘primera; pues
tomando C _CP ) sera PSxPr—P S<Ps, vy
deicontiguiente PM==P'm’", Ulumamente,
dande diferenires valores & .vpodremos deters
minar por medio de los que resulten de , di-
ferentes. puntos M dé la hlpe,rbola qie serd
facil tragar por. etos. -

- 64¢ . Comparando las equaciones da doe
difereiites ordenadas Y, y del 1.t ege, ouyag
abscwas sean X z, tendremos Y ¥ ipyu..ie

—(xx-—aa) ——(XX—M) J:x&-qa XX—M'

y Ios cuadrados de las otde,xada: serdn comy
el producto de sus absn.m:, como 1o demosd

trames (613). De )9'::— (xz<san) se saca gy:

gr—aasbbuaa, y pomendo ct—4a en lugat
de bb (652), yy:arrra0:00—2a:08, 6 qued
cuadrado de una ogdenada. es at producto dg
sus abscisas ,.como el producto de las disan:
6ias de.uno de los focus. d los estremos del ege
¢s al suadrado-de'la-mitad de dicha cge.

1. 646 Pues que In abscisa GP—=x es lgual
&la: orden da: MQ del 2.7 ege y:su abscist
£Q igual 2 la ordenada PM==, van despe-

bbxx
jarzzvenls cquaaon ]]""—*—-ﬂ'——bba ten-

a4y -

la
3 2V aa:de

dremos la del 2.3 ege rr=20
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nal se saca zz;  gywe bb:: aa; bb:: 14aat 4k, es
gecu' , que el cuadrado (MQ)* dr una orde-
nada.del 2.% ege es d lacswma de Jos euadnab
dos (CQ)* +§Cb)i como ¢l tuadrado 4el 1.}
tge al del. 5. * Tambien se ve que 4 cada abgs
cisa cprresponden dos: ordengdgs 1&113_@_5_’_ ‘5_93
posmva y otra negatwa &, " N
l
657 Sx hacemos 24 2b .2b 1:__--“——-.
tendtemos el parametro: dei LE ege'-queey
una tercera proporcional & dicho ege y 4l 3.9
y es 1gua} ald dobla ardenada Nrn que: phsa

pore el focus i pues sx en ]]—.“;i,__. bp PQ-

IEMOos ¢ en lugar de 2, y.en el resultado sus:
m:mmos aa-t-bb 4. (6;&) ; tend.remos y;:;

1‘—? se saca bb_. y este valor puesto gs;
lugar de &) en las equaexohes del LS; ‘oge las
aonvlerte en estas yy_.—-—(;axﬂ-x:g )m p,r-h

Pxx L pXx. o
24 B A ':,‘-""i
son las CM pa»‘ametro del 1.4 ege,y de fas: que”
se mﬁere ue yy:z5-— A5 p2a. -§ el .cuadydde
de una oh? tmada al 1.% ogé Fal productb désus
ab:m-a: » Comd &1 pm'qmtrn d dicho: :gc i‘
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658 Tamblen = eg el parametro
del 3.° ege, tercera proporcmnal aélyalr.®
ysu equacxonz pomendo—- por aa en rr=

—‘-b—;!-.--o-aa es xxzﬂl —1._—-—(”'-0-
- bb): dela que se saca vz yy+bb 19 2b es de
¢ir, , que el cuadrado de una ordmada al’s.*
ege ¢5 d la suma de los cuadrados (CQ)’
(Cb)* , como.su pardmetro d i dicho ege.
659 Si tiradas las FM, fM (fig. 165) 4
los focus, se toma MH=—MF , Y. sobre. H
se levanta la perpendicular TD serd tangen-
te & la hipérbola en M: pues si de qualquier
otro punto m de la MT , se tiran las mH , mf,
mF ngf’—mF _..mf—MH es mayor que 1
=fH; siendo mH+Hf mayor que mf

luego el punto m no pertenece 4 4 la hipérbola

_ (6 50 Yy y lo' mismo se probara de qualquier
otio que nésea M. Como los angulos FMT,
TMfon iguales, y TMf=NMm, serin FMT
y NMwm tambien l uales,

660 En el mangulo fMF se tiene (377)
PMMFfT:TE ny+MF~(“"). Mf(a+
——)(653) uf T+TF(2:) ——-u-g luego
S T-»Cf-—CT:-.::——-, y serd GP(x) :CS(a)
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Cs(a:CT ( ) pmporcxon quc determx-
para el punto T de lq (angente ¥ qomo) al
Paso que crece z, dlsmmuye =8 $CT; pa-

saran todas las tangentes 4 la. hl.pgrbo,la poi
los puntos T sxtuados entre C y S basta que

ensiendo » infinita,’ —‘-;‘— 6 CT se re&nzca 4

cero, y el punto T se confunda con C,
661 Ser pues 1.° la subtangente PT=

CP—CT—x-a— M 2.* En el tri-.
angulo rectangulo TPM la gangente IM=
V((PM) -I-\PT) )—V(—f—(xx-—da)-i-

(s 5 o

=i

' :-(BM}’i b xx—i)

subnormal PR__ 2 : ’aa‘. ~ T
2 e TN
b M

—mm il 4° Y ﬁlhmamentc en el tnéngulé
. 14

rectaﬁgplo MRP la npr}pal MR—V(M?M): bl
{PR)" )::V( biax #L—igm—aa)) [
: 662““&\:{&} emt’ro “elipse 6 de l‘d ]u“

érbola setira la CK ( 6 y 167 .m'a
i cﬁ—q AR

rald. a, pues-siendo’

serd FAFCfH:CK, y asi, como. CF——-fF
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serd CK= 2 fH=2( fo+-mF)=a. De cons;
gulente 1.° descrito un cu'culo desde.C cop
el radio CS==2, terminaran en sy circunfe-
yencia,lay pcrpend;culares FK.,fd tiradas d¢
los focus sobre la tangente alargada si es me-
nester ; porque slendo recto’el apgulo KdD,
y estando K en ‘dicha circunferencia , estard
tambien ¢l puptq D de la. DK que debe s
dxametro (324)-

663 2.* El prodmto fd%FK de' dicha
perpendiculares bajadas de los focus dla tar.
gente, ¢s siempre igual d bh cuadrado delse
micge menor ; pues siendo FK —KH (1
por razon de las paralelas DK, fH, tendre-
mos, (397%fdfo~—fd"HK—vf"i;’b'+
aa—cc—bb (630)’en la elipse ; y enla
pérbola por razon, de las secantes (398, fix
FD—fbFK—=fsxfS=zcc-—aa=bb (65 ).

664 3.2 Las prtgiendiculares FK bajae
#as del ﬁwm F-d |a tangente én tlaﬁnmf
puntos m de la ehpn 7 de la hipérbola, crew
mas que lqs raices.de log nadips 'zg:taw enls
dgne L) menos en la htper{w pugs €n Jos
trigngulos ﬁnd T semek é§ ot Jas p

ralelas y. (ps angu, l:n_d y ] J.’GCtOS-ySB tiede
fmféﬁm,FK-n?-w w¥. mulnphcandﬂ P

FK, (BK)" _._pxg@m._ SRl
mamos Pyp dod perp'endxct\lhres Fh'g( 4FK'
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yR;#; RS ¢! sus -radios vectores FM fn:

FM’, fm’; tendfemos PP pp bhx} ‘bbx g

R o pr V—V-ﬁ— Y comoenlaehp-'
e eén qnq R+r= 24, dlsmmuyehr, aumen-<
tando )R crecerd la-razon de las /fracuonec

R
;'.‘_.-;a- -mas qué si siendo’ constante # au-
| 4

meiitase Ry al contrariv, én la hlpérbo-
la en éonde r-—R_.za r aumentafcremendo

R; 'seri menor dicha relacxon de -l- -R—J , le-
. e / L.

: <

go & '
.66, ,T,xrada S ;6 55 paﬁgl @MP,;
los tr}%n%gkos semga(gtes TSd, TM{P{Ean TP:.

pMm: Tszcs—cr 84, 6"" 4, —V(xx-—'
R PRI N VN L i
: b]/(xx—aa)
L) M" coos0ds *
35%’57"**" S‘..L",, Fea T

WJ’-&_’Q"“) -‘-_ﬂgii)‘*—ﬁ ’E’sta“és'pl‘esidn |

Sé Bédu‘c% a SD‘—"’E (f jndo Z'és mﬂnftq; en
o caso se desprecian como demgq rarémos
3{ 2(3'8'8‘} s g8 ‘“—‘—ag':.gi} de cogélgfuleme si
gqmdg S;t,:aSA*b;.setnmn pebAca y € las
LK, lki seran, ;tanggmes de la;higérbola 4
una,dastaacna infinita, (660) y se. llaman sus
adnsoias : Jas quales.se Yan acsninndo.d ta
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curva' sin Hegar 4 tocarla. Sus’ ordehadas &
la asmtqta "Ik son las Mm (fig. 168)). para-
Ielas 4 la otra asmtota LK y sus abscisas
Cm; P i

-866 i se alarga und ordeniada PM has-

¢a las-astttas , ‘serd mmpre MnxMN=
bh=—=(8d)* ¢ #Mn:Sd:MN 5 pues sacandose
de los triangulos sgmej;mtes CSd, CPr; CS:

Sd: :CP Pn, 6 a:bua: Pn:——-. sera Mn...Pu-

PM —"b—xl'-] ’ MN—PN+PM=—— -I-];
y ManN— bi: -——jy, pongase .ﬂ'..x..
(‘-"’—M) en lugzr de’ 77, y ‘saldrd’ reduaen-
do, Mn XMN-blz Sxendo Pn—-—b—, LPn = |

“bbix’ il bh:x ‘

5 y 'fa correspondiente (PM) =

--bb; es- elﬁequt ng)un parito lﬂnpér
bola podrd encontrar el correspondiente # do
la asintota :,y corhO'Mn ﬁMN—‘bI: 6 M=

—hl%f 3 mxentras mayor sed MN serq menol

MN 6 Mn“ qqe ird dxsmmuyegxﬂo hasta d

infinito & es"decir; fa- asintotf sﬂér&i‘é*mﬂ

y mas ‘aladurva sin jditids &hconteanla) . -
667 Del mismo niddo: que actibimos &

decir-se demuestra que QmQ._bb M
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MN'; de consiguiente s7 s¢ tiran dos 6 mas
paralelas Hh, Ep teiminadas en las asinto
Yas s y que corten la hipérbola en x, ¢, e, r;sé
tendrd Hzxhz==Erxrp ; pues suponiendo ti
radas las N#, Qq peipendiculares 4 SP!; en
los tridtigulos HzQ, NrE, kzq; rnp semejani-
tes 4 causa'de las paralelas N, Qg se ten:
dra Hz:Er:Qu:N# ;. y zhrpiagen; donde
multiplicando ambas proporcioties: resulta
Haxzh:Er <rp=Qux24:Nrxrn; luego Hz !
sh==Erxrp; asi.como QrxzqzzNi=rs: por
la hisma razon spoBe=schoeH . - 1
668 . Sise mueve la. Ep_paralelamente
hasta confundirse con la T# tangente 4 la cur-
vét en'el ponto R en el que <oficurren lo¢
dos #, e3se-verificard como antes Hrx 2k —x
RT xR¢; como tambien-chxcH =z R¢xRT;
lego Hyxxh=chxH, esto es; Hz(xc+
i) 2=ck (zz+2H) que. se reduce: quitando
Hzch-comun ;& Ha=ch 'yt de consiguien-
e Rt=RT,.es decix, gue: sondguales las
paries de qualesquiig fiéctas comprendidas
-entre la curva y las asintotas! R
869 Luego 1.° s dada la ordenada RO,
s¢ toma'OT=0GC, 1a 'F# tirada por ‘T y R,
serd la tangente - correspondiente 4 RO; pues
siendo e los tridngilos semejantes TOR
TCt; Tt:-TRYTC:TO, serd T R=R? coma
TO=0C. 2. El:producto MM %Mo de las
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ordesadds, pardlelas ui 1.7 ege es aa; pues 8
Los triangulos semicjantes Mon, MM'N; CSD;
Ma:CS:Mn:SD y MM :C3:MN:SD; luego
MoxMM : (CS)? (aa) ‘MuxMIN(bb): (S %
(bb) vy MaxMM'=(L5)*=aa. 3.°
mamente ; para irazar una Iu;mbola efm'i
las nsintotas Gl, CL gue pase gor un panto

dado x ;_se tirardn por €] las Hk;: Qg &c. y

somando eh=Hzr; vg=1QQ 8. pertenecerané
la hxperbola los puatos ¢ v &ci.
z70 Tr:&das Sg y Mm . parajclas i 1K,
M paralela é igual 4 Cw ,.y.llamando »
ﬁ Sg=AC ir Cm,x,y Mm,], se tendra en
los sridiigulos semejantes Mam ; Sdg ; ZMN;
Sd;Sg:‘Mn'Mm s y:Sdigdy: M:NIMZ y muld
Plicando estas. properciones (9d)* :3g=gd; it
MN:Mm=ME ;-0 por serigrz==Sg enel i
angulo SGsceles Sgd, (8d)*(bb)11Sg)* ()
Mn=<MN(bb): Mm&MZ\xyl: duego bbxry=
wm<bb ; y &y em ;. equacion d.Ja hipérbola
antre las asinfotasy en 1, que, por sery=

”’m; ira y'mehguandb hasm el mﬁmto é pro-
p@r’dlob que cregcais s y» Ia asintota nuqca to-
¢dra ala Ln?e;bpla, Si supopemos otra orde-
fada Y___—x.. ; tcndtcmbﬁ’YX—_fhmmﬁ}%

Yy Yipu:X, 6 Jas ordengdas 41):: aimm: '
astaran en razon inversa de las abscisas, H
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-eugdrado wmim.se llama potenciz de la lipér-
bsla ;’y su valor sacado del tridngulo rectin-. -
gulo GSb donde (Sg)’==2((C8)*+(Cr)?),
, _aa—+bb ' S
671 . Estén en proporcion geométrica las
abscisas CX, GU, CG, Cr; (fig.169) . y se-
ra CU—~CX:CX:CG—CU:CU: Ce—CGs
CG &c. y como los consecuentes son geomé-.
tricamente proporcionales, lo seran tambien
los antecedentes XU, UG, Ge &e: diferencias
‘de las abscisas. Si los cuadrildteros XKYU,
YUGZ &c. se couciben formados de los pe-.
quefios rectangulos- UxXy, gGZt que. tie-:
nen las ordenadas UY, GZ por altura y por
bases uU, ¢G, partes semejanites.de XU, UG;
sera uU:gG:XU:UG; y como XU:UG:CX:
CU=zCU:CG=GZ: YU por estar las ordena-
das en razon inversa de las abscisas (670), se-
¥ uU:9G:GZ:YU, yulUxYU=gG=GZ,
6 gGZt=UYyu. Lo mismo. se, podri de-:
mostrar de los .demas rectangulos que com-
ponen los cuadrilateros : luggo estos son igua-
les : y.si suponemos que XUXK sga 1, serd
XGZYK=—2, XcNLK==3 &c.y crecicn- .
do las abscisas en progresion geométrica 5 8-,
tardn los espacios asintlticas en progresion.
ﬂfi‘mc%iﬂa., ‘., o " it 2
. 672. . 8i. se tiran las. CK;, CY, CZ &,
los sectores hipérbolicos CYK, QY Z son igua:

SN

. ™ ol
Cc RS S e bl
PR e
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les d los cuadrildseros XUYK. UGZY ; pues
siendo ighales los trianglos CXK; CUY
(454) por terer sus bases e razon ifiversa dé
sus alturis  si se quita CoX comun y se afia-
de 4 los dos residuos oKY , fesultara CKY=
KXUY ; y asi de los demasi luggo 3i las abs-
eisas sot términos de una progresion geomé-
trica, serdn dichos espacios los correspons-
di:ente.f en la aritmética, 6 seran Sus lga-
#itimos. ) S
673 Lo primeéro queé hay gine saber de los
didrtietros es qué ambos se dividen por medio
en ol eentro G (figs 170): y que el sagando és
igual d 1a tangense Tt 5 pues tiradas las MD,
Md, e el paralelogramo DM:G es DC=Ms%
luego pues que TM=M¢ (668} ; terd DC=
Cd, Dd=T'*. Tomaido ahora CP=CP;y ii:
fando las MP; M'P’, en los tridnigulo$ fecta-
gulos iguales CPM; CP M’ s¢ tendrd CM==
CM’; hiego &c: De consiguiente ; dados los
dos didmetius conjugados MM',. D4, se tefis
drdn las asintotas ; trazando pot el centro G
las CL; Cl paralelas 4 las DM, dM tiradas
al 2.° didmetto Dd desde uti estremo M del
1.°: ¥ al coiitratio ; dddas las asintotas Cly
€I y i piitito M de la ciirva, se tendran los.
didmétros ; titando MH paraleld 4 Ci; to-
ando HD==HM; y las DC; MG fisadas
-l eentré seran los setnididmetros 3 phes §i-se
© tiiza MT-paradola & DC , serdg iguales Joi
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triangulos CDH , THM, 4 cauisa de las pa-
ralelas y de DH_HM luego TM=DC: y
como TM es tangente por ser TH=HC, se-

ra DC el 2.° semiege. |
. 674 Llamemos MM/, 24; Dd 6 Tt,25;

la ordenida mQy; CQux: y serd MQ._.r—-a,

M Q=z+4: y en los triangulos semejantes
CMT; CQN; CM (@): CQ(2)x M'I ():
QN= & ~—; luego mN—NQ—m_—— 7

mn-—NQ-u-Qn—-———-o-y , MN>irmp = boxx

—yy: y sieddo memn—bb (666) sera ﬁ-

nalmente =

yyé —u%-—bb; équacion 4 las ordénadas del

bbxx - —yy=bb; y de consiguiente

It diétﬁetro»de‘ la hipérbola. La de las orde-
nadas del 2.° por ser Cr=mQ=y,y CQ—

mp=—x ; serd despejando xz en la anterior,

gr="IL “Z’ “+aa. Ambas son e todo ‘seme-

jantes 4 las de los eges, y de consiguiente po-
dremos de ellas inferir tambien que & cada
abscisa corresponden dos ordenadas iguales en
cada diametro ¢ que a2 uno y otro corta la cur-
va en dos puntos: que el cuadrado deda or-
denada 4 un-diametro es al producto de sus
abscisas, comu el cuadrado de. su conjugado
al de dicho -diametro : guz: el parametro de
' G2
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un didmetro €5 una tercera proporcional 4 é1
y 4 su conjugado &c. y asi de todas las de:
mas propicdades excepto las delos focus.
675  Si de los estremos.d, Mde los dids
métros DA, MM sebajan dos ordenadas do,
MP al 1.7 ege, serd el cuadrado de Co om-
prendida entre la wna do y clicentro C, fgudl
ul producvto' PSxPs de Vas abscisas de la sra
ordenada MP; y ¢l cuadrado de CP igual &
14 suma de los éuadrados (Co)*-+(Cs)*. Su
pongamos que sobre, Bb alargado se toman
CE=CE =CF, y se trazan por B, b dos hi-
pérbolus, cuyos focus sean E, B’ que se lla-
man conjugadas 4 las primeras : sea CS=4,
CB=b, CP=x, Cié=2, serd 0Sxos=ad—22
SPxsP=zr—gaa. Por la propiedad de la hi-
pérbola (6§5) (PM)*: I'SsxPstbbiaas (o)t
(Cs)*+{Co)*(656) , 6 PSxPs:(Cs)*-+{Co)*s
(PM)?*:(do)*#(PR)*:(Co)* en los tridngu-
los. semejantes Ged . RPM @ luego PSxPs
(z2—24a):(Cs)*+(Co)*(aa+22): (PR)*..

(xx—aa)f(66 ;){(Qo)j(zz)z(id*a) xx4a. ,

X% _ T o TR
de donde se sacd 2z=—rx« au:6:(Co)’==
PBSxPs, y awzxaz+aa.6 (CR)*==(Cs)'+
" 696 .Si en ka-proporcion {da)*:(Cs)’+
gCog‘{: bb:aa (656 ponemos, por (Cs)’-+.

Co)*'su igual @z-(67¢); se mmdara: iavir:.
tiéndoli, 'eh‘ﬁ‘é:}’l;::}tx:(db)‘ i W23 g con
: : 7
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szgulcnte serd’ (Ld) .__J(Go) +(db)’txx—

.....

la—!-

(PM) ,.xx+—bL—-—bb féstese una equa-

éionde otra, rad.wzcase y sexr:ndra (CM) -
(Cd)’_._aa-l-bb s yiserd ba diferencia de Io:
euadrados de los: éges de la hipérbola ignal ¢ i
la de los cuadrada,s de sus-digmeros. 1
677.  Bajadi.sobre Tz Ja- perpendxgq]a;
Casesaca de los tmangulos Sﬁmq;dl;te;i (,..qu

ReM, RMPM iCRC EMXCR - imibrer

'.." RM -.(\L‘J
PR:RM::Co: Cd.__RMXC &8 )los*mungulos

semejantes{ CodgRRM :t ! g, Cdx (,a__,..

PMXER XRM x Co CR xCo

T RMXPR TR l& EHRETNEY

7 (mfxm’;(cw ongise,

gtd)" 01@’5&3 R ,JP, g;lte ’gotl
20 ranid 5 Y

g e Q) e

aa,

%a Pof’ @63%675) ’y= -Jf-’-c-———n en lg.
tr daz(PR) ¥ vesultard dgspue< de’ reclu-
. cr () ><((,m) =taabb, y Cd 6 CD
Gazat ;6 el paralelggramo’ DT MC de los
. semididmetros igual ak de los sgmieges; Juego
¢l pqralelogramo formado 4{e lo: dzamm 0s de
lev hipérbola es ignal-ql que fonman los tges
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678 Dados los dos didmetros SsL.*y ¥
Bb 2.° (fig.171) que formen qualquier ngu-.
lo, se podra trazar la hipérbola tomando so-
bre el semidigmetro CS alargado qualquier
nlimero de partes iguales CE, EE' &c. tiran-
do por E la EP paralela 4 SB, tomando en CB
y Cb partes iguales 4 CP, y levantando en G
ja CD perpendicular & igual 4 Cs; pues si por
los puntos P se corta cada paralela P'M igual
4 su correspondiente ED), todas los puntas M
perteneceréﬁ 4 la hipérbold; porque.siendo
Ss=2a, Bb=20, CP=y, PM=z, se tepdra
en los triangulos semejantes CSB,CEP, CB:

~ CS=CP:CE, ¢ p:any:CE =—‘bl- y en el trit
4ngulo rectingulo ECD donde (DE)* 6....
(PM)*=(CEY+(CD)* joeré sz =11~
a4, equagion al 2.* disifletro déla hipérbo:
la (656): y verificindose gsto en los demas
puiitos , pértenccerdn 4 la hipérbola. - -
"~ 679 Quanda los eges 6 diametros sort
ignales, se llama la‘hipérbala pgutlatera ;
basta entonces para trazdrla levantar la Cl%
perpendicular ¢ igual 4 CB; pues tirandg

- por qualquier punto P la MP'M ‘ paralela &
Ss, y tomando PM y P'M"iguales 4 P'R, se”
ran M, M’ puntos de la hipérbola; porque
én el. tridngulo rectingulo CP'R se ticne

(PR)* 6 (PM")*=(CP")*+(CR)*, esto es,
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sr—yy+aa. Esta misma es la equacion a los
eges , quando son iguales,, 6 quando la hi-
pérbola es equiltera: en cuyo caso forman
las asintotas con los eges un angulo de 45°.

680 La equacion yy = px-‘-P = incluye

las de la elipse & hipérbola con relacion 4 su
parametro, segun se ha visto {637y 657): y
como quando ¢l ege 24 es infinito, como suce-
de en la pardbola , dicha equacion se reduce

omitiendo == Z——- que entonces es cera , & ]y__

p* que lo es de la parabola ; podremos con:
z

siderar 4 yy= px-'-P—— como equacion gene-

ral de las tres secciones:cénicas, contando sus
abscisas desde el vértice; en la qual sacande
los valores de las diferentes fineas que en ellas
hemos calculado, se podran facilmente com-
parar, para observar me)or sus rehcmnes re~
ciprocas.

681 la subnormal por egemplo segun

hemos visto (639'y 661), es p= —;— en la
elipse € hipérbola, y 3 p en la parabola (62 5)
en la'que +—’%-—o Sien yy—px-'-L se po-
ne en. lugar de y , ;p ordenada al focus, re-

sulta Jp_px"'-—-. yr= 4x+ 3 es de
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cir, que el pzn.lmetro es cuadruplo de la dis-
tancia del vértice -al focus em la: pariboly
mas que cuadruplo:enia hlpethola y meno;
clipse &e.. v L

Sz Finalmente, s7 dada una porion da
Seciion conica, se p'duse qual es de las tres,
y la posicion de. sus eges ; habiende’ tiradd
dentra de ella dos lineas paralelas terminadas
por ambos cabos en la curwa, y por su mitad
una recta, serd esta uno, ‘de’sus diametros
(624, 641, 65 1) ; bisquese del. mismo. mo-
do otro, Yy si saliese pamlelo al primero, s6°
ra la curva‘ung parabola, cuya ege se hallay
rd, tirando por el vértice una paralela 4 qual-
quiea'de los' dos didmetros encontrados. Si
el 2.* didmetra-cortaal 1.° dentro :de la cury
va, sexa esta una-elipse,.y si le.corta fuera
nuna hipérbola. En estos casas si se traza un
arco desde.el centro de la seccion que cortd
la-cirva en dos ;puntos,.y. tirando -por ‘elloy
una recta, se le l)a]a una perpendicular des»
de dicho centro ;- serd esta uno.de: los. eges,
y elotro debe ser una PerPendxcular al ege,
encontrado. '

CALCULO INF INITESIMAL
683 El obgeto de este Calculo es consi:

derar la relacion entre Jos i incrementos 6 de-
crementos que sobrevienen 4 las- cantidades

5
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variables ; para llegar 4 cierto estado : dichog
aumentos @ decrementos que son partes infi-
nitamente pequefias 6 ¢lemgntos de las canti-
dades , pueden mirars¢ bajo de dos aspectos
diferentes, que dividen-en dos rames el cal;
culo infinitesimal : en el uno que s¢ llamg
cdleulo difereyeial 6 de las fluxiones, se gves
rigua la razon que hay engre dichos elemen,
tos dadas las cantidades, y en el otro que-.es
el integral 6 de-las fluentes, se busca- la ra-
zon de las cantidades dados sus elementos: de
suerte que el 1.° resuelve las cantidades en
sus elementos, .y, ¢l 2.° de los elementos
compone las cantidades, . .
< 684 ,Siges el cociente de la cantidad 3

partida por'a,'de suerte ‘giie -;:‘_fq",i ¥ per

. : L
maneciendo § constante.concebimos que g ya-
ya menguando, ird creciendo 4 proporcion
¢l cociente ¢, hasta que; llegando. 4 sey 4,ypa,
cantidad . infinitgmente. chicg qual podemos,
seasiderar.al cera; venga g & ser infinitamen:,
ie"g‘ranjde‘ { esto 'es, Si a=d, :‘;9 -_*‘2; v:gﬁ&(ég“
te es el sign déf ififinito):” &lontrario’ < se
concibe gue g vaya cregiendo hasta-el, infini:
to, disminuira q hasta llegar a ser.cero, yse-
b .

a

dad infinita 1n que en ‘swpbnera e conéibe]

b g Tl repr
5 =¢=0. Por eso Hamarémos canti-*
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haber recibido todos loy aumentos posibles;
¢ infinitamente pequeniala que se concibe me-
nor en su génerg que otra qqal'clul,era posible.
Pero propiamente hablando el infinito equi-
vale las mas veces & indefinido, y viene & ser
el limite écia el que se acerca el finito quan-
to se quiere sin poder llegar jamas a él.
Quando decimos que 1 es a'suma de la série
infinita 2:3:7 &c. es decir que I es el limite
de dicha suma ;- porque quantos mas térmi-
nos se sumen de dicha série mas se acercara
fa suyma 4 1. Asimismo, llamar al circula po-
ligono de tnfinitos lados es decir que el cir-
culo es el Limite de quaatos po,lggQa\os se le
quieran inscribir 6 circunscribir , al qual se
acercardn tanto mas quantos mas lados ten-

68 Hay infinitos é infinitamente peque-
fios de diferentes Ordenes: si 'z es infinito,
siendo I:r:z:xx, serd zx infinito respecto de
z, como z lo es respecto de I 6 sera infini:
tamente infinito § infinito de 2.° orden : por
igual razon es z? infinito de 3.f orden, z*
- R S ' -
de 4.° &c. Si patl infinitamente, pequefio, st -
’ “ [N * ‘ - A. ’ !
1a = infinitamente pequefio de 2.° orden,
- [N S S -
pues es I:—:i—;——35 — serd infinitaments
TX XXX X ) -

pequeiio de 33_951” , ;'Tdc 4.°&c. Enm
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Producto de factores infinitos 6 infinitamente
pequefios, se atiende alnlimero y grado de
dichos factores ; y asi bxz y xz, siendo 7, 2
infinitos 'y 5 finito, son infinitos de 2.° orden,
pues bag:rzs; 5bi1 , y siendd &, €-de un mismo
orden, lo serin tamb;eu bxz,y ¥z, Aqui.se
ye tambxen que 4 los infinitos’ multlplxcados
y partidos por cantidades finitas pueae me-
dirlos algmla razon finita; - ,

686 - Las gantldades finitas no qumentaq
ni ghsmrmyen una cantidad mﬁmta ‘porque

siendo I—I——I+I.—_o§ y-—--——°° (684)1

——— hagase la dmsxoq (x 04.),

K e

seré—-__—, ﬂ_t

¥ resul;arﬁ ——-—a+a+a+a ..,...-u- 'l :

T

. ‘{v,

- —4——,_.--4—4-—4—4 .....+ lue 0
y 41 B

LI e T
lo mismg es - qué 4:?4?':4{?!'4-:-.:7;'!'9 ol

lo mnsmo es—— que —a—a—a—aw ,{ -;g—;
De cansiguiente en los cdlsulos en que inter-
venga upa & mas cantidades infipitas ; ~se- de-
hen desyxecxar todos los. termmgs finitos ;. y
ual razon se deben omitig los infinitas
a infinitamente pequefios de orden /inferiof
quando los haya de orden supenor. Porfegem—
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plo, la expresxoq . en la sup051c1on de

ser x lnﬁnlto, se reduce a —:;—:-i Los mis-

mos'§ s . hubieran salwlo leldxdndo numerador |
y dcnommadoa‘ por x, y despreciando los tér-

-4
minos -~ que por ser infinitamente pe

quefios se reducen 4.cero: tambien la espre-
sion xw#-ar-+bbse reduce 4 1x en la suposi- |
cion de x infinita , omitiendo bk finito y 43 in-
ﬁmto dc 1. ordep

- 687  Asimismo ra-az se reduce 4 az,
siendo z mﬁmtamen;e pequefio’, desprecian-

do xx que loes de 2.° orden 1y ‘ :;: =

de fa mlsma suposmon se queda en E Pero

ho”se ha de egéciitar la réduccion hasta- ba.
ber concluido el cilculo de que se trate ; y as
1a verdadéra diferericia de Tavbred’y saebash,
suponiendo 2 infinita,, es xx+b:s+a-xx—bx_b—
a—b, y'sise hubieran clultado antes los tér-
minos 4x, 2, b, b, hubiera resultado xa—
XL =30 ; FAMPOCO B}/ (24 ~+aa) s reduco
& oetoﬂm‘ la misma suponcxon ;:8IB0i G T—T+
‘: - 18:# _&p P aesembarazanao el rgdxca!
(154)1 % despuqs es _.._ desymaando los

b

bajo
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démas términos (656.) Pero antes de internar-
nos en los métodos diferenciales é integrales,
vamos 4 dar alguna idea de lo.que son sérizs:
¢on algunas de sus propiedades que nos ser-:
viran despues. R T ‘

- De'las Siries. . :

688 Llamarhos asi 4 un polinomio de jn-
finitos términos por ¢l que espresamos el valor
de una cantidad qué no se' puede sdcar cabal, © °
Quando sus términos van disminuyendo se . -
llama decrescente ) y tambien convergente por-
que entonaes se acerca mas al verdadero va-
lor: sera divergente quando. se va apartando
de él 5 y- porque entonces van creciendp los
términos: 8¢ llama crescente. Aquellas en las
que cada.término se forma de alguno 6 algu-
nos:-de los anteriores, se laman recurrenses.
De:niimeros hay tres géneros ‘de séries: el
de las potensias que.ya conocemes , el de los. "
nameros figurqdos 6 de diferentes 6rdenes
que corhignzan asi........5 - -

Constantes & de 1. orden. t1.1.1. 1 .1, &e.
Vaturales6 dé 2.% ordem:1.2.3. 4 . §-6: &c.
riangulares 6 de 3.7 ordep.1.3. 6.10.1521. &c.!
>iramidales § ds 4.° oijde'n’.l}i}l."l 0.20.3%.56. &c.
7 én los quales cada término es la suma de
os.que le anteceden en la serie precedente:

0 los tridngulares por egemiploy 121, 3=

/
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1+2; 6=1+2+43 &c. El 3.7 género es el de los
niimieros poligonos formiados por la suma de los
térmiros consecutivos de una progrésion arit-
méfica; y que toman él nombre segti es 1,
2, 3-&c. fa’ diferencia de la progresion.

Progresionés arismésics. Niinieros poligonos. ‘

1.2.3:4. §:  &c: difi.ii1.4:6. 10.1§. &, Tria

1.3.5:7. 9. &c.dif.2....1:4.9. 16.25. &c. Ciia
1.4.7:10.13: &c: dif.3....1:§:12:22.38. &c: Péitd
1.5.9.13.17. &c. dif:4...:1.6.14:28.4¢. &c: Exdg

Sé Ilarian poligotios porque las unidddes que
tienen sus niimeros; se pueden colocar en fi-
gura de triangulo, cuadrado, pentagono &.
. 68¢g Yad hemios visto cdmo por miedio de
ld divisiofi (104) y dé la formula dé Newton
(154) se reduce 2 séri¢ qualquier caritidad;
ahora vamos & esplicar otro método mas ex-
pedito valiéndonos de 1o coeficiérites indeter-
minados A, B; C, D &c: Supongatiios pus

N P YRR TR a . 3
para redicir 4 série Id canndad T%,',que el
/ .q_z

-valor de dichos coeficientes sea tal que .....
b:- ==A~+Bz4Czz-+Dz34-Ez4+ &c. ter
z L L
dreios multiplicaride ambos miembros por
bz g § PAB2bCrzibDeds&e: o ¥
’ -—{ 4Az¥Bz24Cz3 &c. ©

oniendo el _ § bA#bBzibCzzsoDz 3+ &e
poniendoel4e= { ~arAz+BazsC2i+ &e.
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Para que el 2.° miembro se reduizca 4 ce-

ro; igualemos 4 cerb todos los coeficientes
tendremos bA=-a==0 ; iB-+A=o0; bC~+B=o;
PD+C=5: de donde Sacaremos despe;ando

AB&c A=, B=x : 5y C=—
J,__d~-_._'C__‘ & . d
__-Z;", D_—-E_—F. luego T;: =)
A+Bz:a Czz+Dz 3 &c = ‘ T
L 4zt ‘
-—"-T‘-——i- &CJ

Pira reducir 4 séne -, SUPOHs

AA—+14X=XX% :

&b ﬁj;x—— A+Br+ Crra-Did+ &,

y multiplicarido por el denominador ; sal-
: aaA+aan+aaCxx+aan3+ &c.

Jré da=—= +2dAr+3aBzi+24Ci34 &c.
acAzy—~Bid+ &c:

Y pot ser entonces sa=2aaA ; aaB+24A_o,
aaC+2aB—~A=0; aaD-u-zaC B=0; seri

A=i;B==l G2 D=wil : y de

a4
coifsi guxeﬂte st i At Ba b Gt
Aa-n.ax-xx _

$

Diser &er i F _-n-’“ ':’: -4 &
‘Quindo esi ¢l numerador hay dos tétin;.

#65, s¢ igualan 4 los dos bomogéneos de Iy
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série multiplicada ya por el denomihidot; si
hay tres 4 los tres primeros ; y asi de los -de-
mas : y asi para hallar la série que correspon-
, 14z

, se supondrd igual & A+Bz+
e AR - - i

Ciz+Da'+ &c. y despucs de haber multi-
l;hczd,oz”zp :; - T AB2+Crze D3+ & |
iy ? i+2z—=¢ —Az-Bzz-Cz3- &c.
hatd 1=B, ") AweBrl- &o
2=B—Ayy - ‘ ‘
de consiguiente serd B=3, C=4, D=7, &c. y
S A+ Bz sz+Dg3+&c; —

[Sar e - SV B L » ’
324422723 &c. série recuirrente por ser el
coeficiente de cada términe suma de los dos

‘precedentes. o R
Para sacar por ésté'medio la raiz proxima
de (aa+zx2), 6 redudir a série VQaa+xx):‘.

. R I X

(aa-+xx)?, supondremos (da’-i-xx)’::A—o— “
Bra+Caz*+DixS+ &c: (no se’ suponé igual
@ A~+Br+-Crr+ &c. porqué ¢l término con
x del 2.° miembro sin’ homologo :e,n‘el 1.*
hubiera embarazado la eperacion). Cuadre-
s¢ pues la anterior equacion, y resultard.....
AA«2ABrz+BBz*aAD2S &e.

e — M :
T { -, +2ACr*2BCsP+&e

dchPdc 50 saca M-T-AA y A:"“ . B'_':%’ '
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C—= P ,,D..... —— &c. luego /' (aa+
xx)=— A+Bxx-+Cx‘—+Dx -+ &C. =A@ ~+.iuue
xx x‘ x° X &

8‘ 164 ’

690 El sumar las séries es la operacxon
mas dificil que se hace con ellas, y v1ene a
reducirse 4 sumar algunas generales que sir-
ven de férmulas por las que se suman las
demas que_ pueden reducirse a ellas. Noso-~
tros nos ceitirémos a los casos mas precisos

Sea—io_:_-_.‘_ ed 4 .-i.
b bg "beq ~q”6q by 2

progresxon general geométrica decrescente al

a a . a ._4_
ziﬁmto. Si se coloca asi + v e g
v ” S la habremos hecho crescente y su

quma serd (201) despreciando el término

W que es infinitamente pequefio (686),

S= b
q- b

mar qualquier progresion geometnca decres-
cente al infinito. _
- Sumemos por .ella la fraccion decxmal
©0,3333 &c. que sabemos equlvale a3,y vie-

3.3.3 3 ..
ne 4 SEr % Tos Tocere e 7o 5 §1 12 hacemos

‘Do’ -

: férmula por la que se podri su-
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5 8.3,
crescente escribiéndola asi , omee S5t Tost ,'.,
serd a=—3,b—=10,4==10,y se=2=1.
De consiguiente la suma de 0,99999 &c: se-
ra 1 como lo da tambien la formula.

Para averiguar en quebrado comun el va-
lor de la decxmal 0,181818 &c. 6 lasuma de
la progresion 4 que equlvale, haremos a=18,
- b=1I00, g=I00, y serd s=3222=2%. Tam-
bien encontrarémos que la Faccion perxodx-
ca 0, 1428714285714 &c. vale 3, sustitu-
yendo en la formula, 142857 en lugar de 4,
1000000 en lugarde by 4.

a-sd

691 2.° Para sumar una série T’ b

asad a-+3d N
o ,—-b:i—s— &c. cuyos numeradores estin
en progresion aritmética y los denominadores
en progresion geometnca se reducira 4 esta
“ a4 d .4 d . d =
forma ---

F2hg  bq°beq  baq baqbg

d d

q bq’ bq‘ — &e¢. de donde se sacaraui las si-
gmcntes séries que son otras tantas progre-
siones geométncas

PR Sy &ccuasumaes—fim
""Zq baq Hg S Y bg-b

’&00 'u ‘um.niu n-n--n.
] lwq ‘g | bgwb
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. e:- 4.4 — &c. su suma.. d
Faa'bg* bqq;’)q
" il &c su suma....;...
- be bg*=bqq

Y pues que estas sumas escepto la primera

forman la progresmn-a- ppan dbqq-bq

&c. cuya suma es _4} 1 5514 es-

54 b*-bgq 2bg b

ta se afiade la primera ln;:’b- , se tendrd ...

L i PR - o

bqq—2bqrb por la’ suma de la série pro
. puesta.

692 3.* Encontrémos genéralmente la
suma de qualquier nimero de términos de
una progresxon qualquiera de las potencias
de los nimeros naturales 1,2, 3, 4 &c. Re-
presente la progresion aritmética +a.b.c.d.s
una série qualquiera de estos nimeros: y
pues que t=—d~+1,d=—c+1, c==b+1, b=
a1, sera elevando estas equaciones 2 una
potencia qualquiera m.........

1.° % =d™md ™1 = (m. ) -qm-2 "f(m;?:;” 2) d"".’! &ec.
2.° d.__.‘.-‘_m‘ﬂ.x_'_m( -1) ‘.”.g_._’”(m")(‘”'ﬁ) ™34 &c.

2

:-..b-mb-'-u"’(f D s, 2 ”"” 2 -2 e,

2X
o3 " .1 .g ’”("‘1)(’”") -3
4 b"...A"mm" Y Sl = ;u——-——.m A% &e.
P2
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Sumo todas estas potencias y tendré redu.
ciendo tm:‘doh‘_._m(dm-l_,.pm-l+bm~x+amx)*
-:-(mxm—-.l)(d'_""’—f—:'”"«-o—b'_""+a"'-f)+;...
mo1) ("::u_._;’"'z) (d -3 ¢ W-34- h™-3iqe a”"a) + &e,
Si suponemos ahora s®-t igual 4 la suma de
las potencias m=1 de @, b, ¢\ d, ¢, setd ...
sm-1 ym-Y :d’"" _,_bm&xq_ (-1 _._dm-l , ™2
M= g2y pw-ay o mo2 4?2 &,y la suma
anterior se reducira finalmente a #™==a"+..
#i(sms— 171 )L (mxm—1) (s7-2—gm2)
» (m-1) (m-2) .
..s—h;;-s-a-_
neral que se busca.
Siendo =1, resulta- F==aus°—1° §
§*==t—a-+1, suma de una série de potencias
ceroz en +3.° 4.°§.° 0.° por eg. s°=t—a+
1=6-~3~+1=4. Sim=2 se reduce la férmula
A H=—AA+25—2845°—L° 2AAA+2 51 —a , PO*
aiendo en lugar de s°=¢°, #—a sacado de la
suposicion anterior: luego s==3(#~~aa+
t+a)=2%t(t=+1)=+3a(1—a) ¢ de syerte
que la suma de =+ 8.9.10. 11.12.13 es s==
13 +4—y==63. .. . |
Suponiendo m=="

(s™3—¢™-3) 4 &c. espresion gé-

3, resulta #3=—=a%+
3(so—8t)»3(st) or 5% 1o 35 w5 3ss -3l
3s—2f—a ; sustituyase €] valor des, yse
tendra trasponiendo ss=&#3s4 Brgey bfndgds
Saa—sa=32tt+3t+ 1)L a(2aa=3a~+1).
En la sérje.de o5 cuadrados + 2:* 3.4 5.

. & oa !
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6.* se tiene ss=go. Haciendo m==4, y po-
niendo en el resultado los valores hallados de
$5 5 ,tsalle sd==2t4 323 ;-a-f;tt—w:—a* ~+ig5—
Zaa=31t(tt~+at+1)—aa(aa~2a—+1):y
asi de los demas. _

693 Sisuponemos infinito el ndmero de
términos, sera el Gltimo #=«, y entonces ....
w1, M2 &c. se desvanecerian en la férmu-
la como infinitamente pequefios. respecto de
«”:y lo mismo s%2, sm3 &c. respecto de
sm-1: Juego dicha formula quedari reducida

m
4 o —msPT, yﬂ“::;- » G suponiende

) 1 n.‘.x . . . A
m—1=n, :".—-.-iﬁ_—i : es decir, la sumade

las potencias # de una infinidad de términos
-de los numeros naturales es el praducto de
la potencia «* del @iltimo término multipli-
cado:por el niimero de términos , y partido
‘por n+I. Con la misma facilidad se sacaria
‘1a suma de las potencias de qualquier nfime-
ro de términos finito 6 infinito de una pro-
gresion aritmética qualquiera, suponiendo r -
ia diferencia, y haciendo t=d~+r, d=c+r &c.

como-el esponente 7 puede representar aun
zls potencias fraccionarias, quedard el pra-
blema completaménte resuelto.

694 Se llama término general de una sé-
ric Ja espresion de # nimero de términos, por
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la que se forman todos los de la série subs-
tituyendo por # los nfimeros 1,2, 3 &c.:
n3=nn-+n es el término general de la série
1,6, 21, §2, 10§ &c. cuyos términos resul-
tan suponiendo #=1I , n=2 &c. y suma gene-
ralde una série la espresion que da general-
mente la suma de un nimero qualquiera »
de términos. Tal es Zni+ZInn+3n suma de
fa série de los cuadrados 1, 4, 9, I &c. cuyo
término general es #n; en la qual si en lugar
de # s¢ pone 6, salen g1 que suman los seis
primeros términos.

695 Sien la suma general (S) se pone
#—1 en lugar de #, resultara la suma (s)de
i-< términos hasta #—TI inclusive, 6 de to-
+ us menos €l Oltimo que es el general: de
« wiriguiente si esta suma se resta de la pri-
. -, se tendra el término general (T), que
¢ . ssempre S—s. Si S==;(mn—+n); serd po-

. mdo #n—I en lugar de n, s==3(on—n), y

5—s=T=n. Si s—44""%
. . ‘ Qe L

aq?*. Pero dado el término general T no es

tan facil encontrar la suma. Contentémonos

con la resolucion siguiente que se estiende-d

, serd S—s=T—

inumerables casos. ~ :
696 Sea T—=an™ —+bn™* ~+cn™2+&c....

—+r, y hayase de encontrar la suma S de su

série. Si hacemos S=An™+1+Bn™+ Cn™ 1



INFINITESIMAL. 423
Dam-24 &c...+R, y sustituimos #—1 en lu-
gar de n, ‘tendremos S=A(7n—1)™+'+B(n—
1) +C(n—1)™ +D(n—1)"2+ &c. 2.

w3 - A(me ;)ﬂm.,. %Am(n&l)h’”-’- A( m—'—l)"l(m-‘l)nm-’ e

c.
2X3
:¢Bn® . —Bmxumd 4 IBm(m—1)nm2- &e.
; . Gt —C(m—1)um2+ &e.
+ Dpm-2— &c.

fuego S—s=T=an™+bn™>+cn™2+dn™ 3+ &c. =

¢+ Bxmxn®T v%Bém—l)th"”t&c.
- . o +. (m-—l)/n;"{-ﬂ.‘ &ec.
. Comparense los términos homélogos, y se

a s b ¢
tendri A—-— y B==4+—, C=——
m—+1 2 .

m =1

5—’--:—% &c. de consiguiente S==An™ 1.,
Brm -+ &C. = e+ 4 (i-l--‘—) et e
T me m 2l
b
m-1 2 12
Si se pidiese la suma de la série 1.2.3.4.
§.....n, cuyo término general es #, se hara
m=1,a=1,b=0,c=0&c. ysera S=;n+
Lan—=1(nn+n). La de la série 1. 4.9.16..
nn, donde T—1n, da m=—2, a—1, b—o,
¢=—o0 &c. y S=2n3+3nn+3n. Ultimamen-
te si T=n™ como sucede en la férmula 1.7
2™ 3.m 4M . ™, sera m=m, a=1 ; b==o,
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: .m
BT S — T
12

¢=o0 &c. y S=

m-r1 .. , )
&c. ytuponiendo #n=w y positivo , serd des-
preciando #™, n™-1 &c. (686) S_ il

697 Quando se da una equacnon r=
Az b Pz - dzm+3% - &c. y se pide
espresar en términos de z el valor de z ; acu-
dimos al que se llama método inverso, retorno
b regreso de las séries. Consideremos 1.° que
m=1,y n=1,6 que sea T=az-+bzz+cz3+
dz‘-n- &c. y que se pida en x el valor de z.
Si suponemos 2=Ax+Bra+Cax3+-Dat+ &c.

zz.:AAxx+2ABx3+BBx4+ &c.

+2ACzx*+ &c.
z3= A3x3+3AABx4+ &e.
2h— Atz &c.

éz:Aaxmeu aCzx3+aDzx*+ &c.
bzz=— AAbzx+2ABbx3+B*bx*+ &c:;

y = +2AChx*+ &c:
c23=— Alcx3+3AABcz*+ &e.
{ dzt— A*dats &c:

luego 2=—=Aax, 'y A.=:—: aB+AAb==o, 6
l B———%—; 4C+24aBb+A3C=—0, y C=
a

2bb-uc
— > ¥ asi de los demas. Ponganse estos va-
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lores en z=Ax+Bx2+Cz3+Da*+ &c. y resulta-
, 1 b 2bbeac . Sabo—gad—sH*
1d 2= — r——r 1+ — x3+( — )
: a. a* - a4 a” -
. ( 145* <2 1 'abbc —+ 6a2bd — Janci—a%c | ) '
x4+ ceenee
: 4° : :
x5+ &c. férmula por la que podremos ex-
presar una série de potencias de z en otrd
compuesta de las mismas potencias de .z...
Sea por egemplo, r=——z—zz+z5—z'+
25— &c. tendremos a=1, b=—1,¢=1,d=—r,
e=1 &c. y sustituyendo estos ‘valores , sera
z==x+xx+x3+x*+ 25+ &c. Si fuese x=z+Izzs
§z3:§z‘+-:-‘z5+ &e. por ser a=I, b=3, ‘:iz
d=3, e={ &c. serd z=a—frxiiri—Lak
5= 4%~ &c.. Ultimamente siendo 2= — 2%

8 4 .
-!--’-‘—,-——’f—-f-i— &c. serh S xzelzzeizds
34° qat 54t a Tc
St szSe &e., o ’
Supongamos 2.° que m=—1, y n—2 de
que resulta la série x=az+bz3+z5+dz’+ &c:
de potencias impares : busearémos una for-
mula para este caso haciendo z=—Az+Ba?+

Cu5+Da7+ &c. pues_seri..........

23=—A32%+3AABx5+3AACz7+ &c.

' . +3ABBx7+ &c. .
25— ASzS+5 A*Ba7+ &c.
2= R A7z7+ &e.
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{ az=Aar+aBz3+aCxS+aDx7+ &e. -
bzi= A’bx3+3AABbx5+3AACbx7+ &c

luego x= g - +3ABBbx7+ &
: qoxS= Asozs+sA'Bras &c.
{. ar’= A7dx7+ &c.
‘De donde s¢ sacara x:".a"A.i' ',. 6 A:—
aB+ASh=0 y B,_.___ =% D=

846¢-ud-1 zb

|
&c. de modo. que la £ormula 1
‘10
por la que podremos espresar en x quates- |

quiera potencias impares de z, serd 2=

b 3bb-ac Babc—asd-1 zb’ i 7
E——rZ ( )z +( : ):c -t
‘IO
&c. Para esgresar en z los valores de z enla {
equacion a=z— 2 e S ——preaee
- SX3X#  AXZR4XSXI4 =

(4 .
®X3X4x§X6x7 0
I X
ex3xis’ =4 X3X4xX§x24

+ &c. haremos a=I , b=—

d=m

2x3x4X sx6x71%

. L e I s (
&c. y se tendrd 2=z-+ T I R

3x 484
i |
S P .
lx3x415t4)x ""&C -—-x+ 313“ LY SN
s
§ 3 T4 &e

XX 544 .'l: e x4x6x740
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Consideraciones generales sobre los Logarii-
mos ,' algunos de sus usos, y modo de sa-
« carbs por las series,

698. Para generalizar mas-las ideas que
dimos (208) de los logaritmos supongamos
que sea 2 un niimero mayar que I,z la po-
tencm a que se ha de elevar pard que iguale
45, de modo que &=b; sera (209) ol es-
ponente z el logaritmo de b, 6 x=lb (1 sig-
nifica logaritmo.) La’ cantidad a se llama ba-
se 6 mddulo, y segun varie su valor, variard
el sistema de logammos Juan Nepero su in-
ventor usé del ‘mas: sencillo en que a=—1,
del que resultan los logaritmos hiperbélicos
(672): este y el de Jas tablas en que se hizo
a=—10, son los usados; pero en todos es
l1==0 ;. pues si en 4¥=}, suponemos b =—1;
sera a*=I, y de consiguiente z=0(92): y
‘pues que 1a* =1,la’=2,1a%=3 &c. conoce-
rémos el nimero que se ha tomado por base,
viendo-qual es el que tiéne por logaritmo 1.

699 - En qualquiera sistemia de logant-

~mos , se tiene lab:l—f—:la-v—lb—lll por ser

I:a::b':-,:—b' » y por lo que ensefiamios (213):

y labe=lalb+lemalt s porque 1:20ur s

labed =laslbslesld—311 , la*==lasla—l1=—
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2la—l1: lad=3la—:l1, y la®=mla—
’ . 4

. A1 m Yy (L .
(m—1)l1: lya=la .,.;14—(; 1)11_...

. s
le (?::-!)ll . 1V4=§(l"“'2h)' En-el que-

brado -;:%xx , donde b:a::l:-g , se tendrd

lfb-'::ln-la-a-lb‘: ls-é;-:lulbh-lar:glb—-la-

Ie, lfoniendo 3lb—alr en lugar de 163,y
1a-+lc—Ir1 por lac, y reduciendo despues.
700 Enel sistema comun de los logarit-
mos de las tablas, en el que l1=0, son mas
- sencillas estas espresiones por reducirse 4 cero
los términos en que entra 11 : y asi lab=la:lb:

4 at
la?=3la, la™ =mla: l-l;- =la—1b: 1-;;; =3la

) : 3 a -
—2lb~l¢ H ll;;’:lp ” =_;l(:.; I@ﬂ:
31(a—2)—%1(a+) : J {iltimamente 1344+
la*+gl3=—=6134—=1034°. Y para manifestar
quanto facilitan estas espresiones , equaciones
y calculos muy comglicados, vamos 4 apli-

carlos 4 algunas equaciones y problemas.
7oL 1.° Sise diese para resolver la equa-
cion 4*==b hariamos gla=lb, y z= il-‘l-: » en.

mx } )

'E;';,"=f » s61d mzla+(1—nx)lb=lc , mala-
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| le=15 15
’xlb:lﬂ‘-lb, Yy z“mla-‘nlb .-d—..__;.;.t Seﬂu
mEan . 7;-
a*==——n, tendremos xlzz==mxlbrnlpmn

¢ ! . Lo
gxle, y x_.—ﬁﬂfib—u. Ulti mamente si se
& “mlb—rq -
»-= a . .
diese Lﬁ._-‘-‘*f*’? , setia #lb—2 14— pipxlp

xlf—plf, y (mic U Yoox—(ilb + plf Y= al,
6 xxle™f—xlbnfo=—xlb#, de donde se saca

W ey e
(249)x= ﬁw—l/(‘}(l‘”’f}z l‘mf)'
2.° 8i 160000 personas aumentan o una
provincia de J: cada ato  quintas habrd al
cabo de un siglo? Si 100000=x, habrj al
fin del 1% afio nikn 6 m(1+l)—p 2y:al
fin del 2.° afio habrd n(£2)?,”al fin de] 3.°

n(55)3...... y al fin del siglo n(32)7°°; Jye-

4 8X\roo rd
8o deberd ser (£2)™°°x100000==x nfime-
1o de habitantes ; tendré pues, 10018, ...
l1o0000o=lx, y como 12 =I31<130=
0,014240439; serd rool3i— 1,42404309;
sumesé con 1!00600::5.9000000, y com-
pondra 6, 4240439=Ix ; que corresponde
al nfimero 2653874, valor de x, Y niimero
de habitantes que se busca.

Para averignar en qué razon-drbié au-
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mentarse ¢b género humano cada afio por los
tres hijos de Noe y sus mageres , para que é
los 200 Gfos hubiese un millon de personas:
‘supongo ‘que cadz:i c'aﬁo se aumentasen de..
L, serfa l-—:’-‘--) =6 el nimero-de perso-

>
x . . . - -
nas que deberia habér. 4 los 200 afios, y de

.. 1+x\2°° C R+ X
ConSlguleﬂte -"x-“) . 3631000000, —-x—-::
x

1 I-+x

—
—

(L°.°_z;°°.3)?; y pot los log'aritmqa.,..

¢ 1'looocoo __ X . Iy
= T_mx5,2218487_ao,0261092.

El nimero que corresponde 4 este logaritmo

1061963 | 1.4+ _l-_!-"i___1_061263_ =
s ——22; Juego ~x 1000000 z=16 po-

co menos 3 de suerte que el aumento z cada

afio deberia haber sido-de 3.

¢ Qudnto deberia_aumentarse un prcble
cada atio para ser al fin de cada siglo dus
weces mas numeroso? Siendo # €l nlmero &

N 1
sus habitantes y < la razon en que se aumer
o . 1-+x\ ¥°°
ta, habria al fin de un siglo (—x—) xn,)
pues que este niimero ha de ser 21 serd..
(l—+x,'°° ' CAX lL. o 1 ‘
<n=2n,y ——=2%°; luego L.
x ) Yy -
14X

— % |g— ' . R s, 2
=3123=0,0030103 : conque --;-:’
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10060355 o e
858 v #=144; tendrian PUcs que au.
mentarse en ;i cada afio.

Para saber qudntos afios se necesitan
para-qae n de personas sca diez veces mg-
Jyor, aumentdndose cada afio de % ; hacien-

- . ,
do z el nfimero de afios , serfa n(:5)=10n,
110
lrer-lice

—
—— 0 bor

6 (33)*=10, y se sacard z=

00
18000000
43214
de la Introducion al Analisi de los infinitos,
una de las mejores producciones del célebre
Leonardo Eulero , se han tomado los logarit-
mos de tablas que tienen diez decimales, co-
mo las excelentes de Ulag. .
702 Tratemos ya de sacar el logaritme
de un niimero qualguiera. Supongamosle 1+z,
Yy que (1+z)™ sea igual 4 otro nfimero 14z,
serd Iez=(1+2)", y z=mz +im(m—1)zz -+
m—-————?ﬁ?g’”éh% &c. Sea l(142)=A2+Bz2+Cxle
Dzt &y 1(1+2):=Az+Bz2+Cz3+Dgz*;
tendremos 1(142)==1(1+2)"—=ml(1+2)=
(mAz+mBrd-+mCa i+ &c.)=(Az+Bzz+Cz3s
Dz*+&c.) ¢ pongase en este Gltimo miem-
bro el valor de z que sacamos antes, y se
reducird la equacion 4 esta......... :

==23I. En estos problemas sacados
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r{:Ax+mB:qg;+mC,x SsmDaz*+ &c.
mAzim(m- I)A:t.t:-l(%(;"—hQAxh&c.

— emmBxz  +mm(m-1)Bx3+&c.

 +m? x Ca3 +&ec.

en donde reduciendo y comparando los tér-
minos homélogos , resulta A—A—0,B—-—
A, C=34, D——:A &c. luego 1(1+2)
—=A(r—izz—+32i—5zt 12 &c.) Aqui
sevequea I—+x correspom‘ie'rén diferentes
logaritmos segun los diferentes valores que
se den 4 la indeterminada A que es médulo;
pero haciendo x==o0, siempre se tiene 1 1=y,
como lo digimos (698). De la_ suposicion
A—1 resultan los logaritmos hiperbélicos,
que por mas sencillos, se llaman naturales:
y como por ellos s pueden sacar los de los
demas sistemas , multiplicandolos por el mo-
dulo correspondiente A, hablarémos de los
hiperbdlicos. . .
"7 Y por quanto la série sacada para el ...
1.(1—+x) es poco convergente aun quando 2
" ¢s un namero pequefio , sacarémos para dar-
Je una forma mas ventajosa, el 1( I—z)=-—
y—izg—izi—izt—&c. y serd 1(1—+x)—

1:'(1—.2‘)‘::1.‘.!';—::—': 2(z+5ad+ase a7 &e)

série por la que se sacard el logarftmo hi-
perbélico de un nlimero qualquiera mayor
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que I, y que sera muy convergente; pues

o . ’ . , I+X . ,
igualando el nimero 4 —o; siempre serd z .
menor que I. Para sacar por egemplo, el lq-
, § . 1—+X ,
garitmo de 2, haremos A=<=, Y serd....
. o ’

1 4

x=2; luego la=2 (24— —— -
-——3: g — I 3,33 i 5135 ssen

-;’—3;—-1—&&):@,6931458. Del mismo mo-
do hubieramos sacado 110=2,302§8509.
El duplo del logaritmo de 2 es ¢l de 4, el
triplo el de 8: la suma de los de 2 y 4 serd
logaritmo de 6 : la mitad del de 10 sera el de
§, v asi de los demas que se sacardn facilisi-
mamente calculades los de los niimeros pri-
meros. S

703 Siendo 2,3025840¢ el logaritmo
hiperbélico de 10, y el de las tablas 1 ; ten-
dremos 1=—Ax2,362§809 , de consiguiente

=0,43420448 valor del mé-

1
=2, 5075809 »
dulo de los logaritmos de las-tablas, por el

que se deben multiplicar- para reducirlos &
hiperbdlicos ¢ y estos al contrario, se redu-.
cirdn 4 los de las tablas parti¢ndolos por....
©,43429448: - - |
+ 704 S dado un logaritmo y: se:nos pidiese
ol niimero gue le-corresponde : suponiendo z

¢l logaritmo dado, y 1+x elE niimero que se
)
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busca , serf (702) z=x—Fxx—3x5+Lx*+
zx5—&c. Para averiguar ahora el valor de x
en z (697), séa x=Ax+Bzz+Czl+Dz*+
&c. y sera....i.

g AziBzzi Cz4iDzt+ &e.
~3AAzz~ABz3~IBBz*— &c.
prp— —ACz2*— &c.

'+§A323+AABZ4— &ec.
"—-‘iA"Z."-J &

De donde s¢ saca A=1, B=1i, C‘—“%, D'::i:

. A - 22 2,3 ) }‘4' L
&c. luego e STy R Frri st
o r&e y finalmente 1+ x—=1% 2+
22 . 28

z4 L : . )
] ax3+ ax3x4 &C En(l%ea ral 3:\’3
méro qualquiera #=1+ln~+ e e
(In# o e . L
33527 & série quie siempre es convergente

-t
2x3

y de COnsfg"uiente que resuelve la cuestion
Apliquemosla 4 encontrar la base de los lo-
garitmos hiperbdlicos de que se usa mucho ¢éil
el calculo integral : y pues su logaritmo es 1,
fearime arietisito T 1 .1
tendremos n=1+1 +-:--'4-;;_’._».tn.._?(£"..‘_%;;,;4i.;
==1,%1828183. Adviértase que el logarit:
o dado se rediice 4 hiperbolico quande v
lo €3, antes de la operacion.. B
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70§ Supuesto que debe haber igual ra-
zon entre las cantidades variables y los au-
mentos 6 decrementos semejantes que les so-
brevengan ; es evidents que si por medio de
estos conseguimos determinar dicha relacion
entre las cantidades ; quedara esta determi-
nada aunque reduzcamos 4 cero 6 hagamos
desvanecer los tales elementos, como que son
partes infinitamente pequeftas de las cantida-
des. Este arbitrio para descubrirlas cantida-
des por medio de'sus elementos , es el obje-
to del cdlculo diferencial , como veremos mas
claramente por los egemplos, despues que
hayamos enseflado a expresar algébricamente
los elementos de toda clase de cantidades, que
por el modo con que se sacan, se llaman ds-
Jerenciales . y que se representan con la letra
d puesta al lado de la cantidad cuyas partes
significa. '

706  Si las cantidades variables x, y cre-
cen en un instante de una parte infinitamente
pequefia dx, dy, vendran a ser x-+dx, y+dy,
y la diferencia entre lo que son ahora y lo
que antes eran, serd x+y+dx+dy—x—y=dx+dy:
estas son las diferenciales de x,y que s¢ sa-
caran de qualesquicra cantidades sumadas 6
ristadas juntando & cada wariablela letra

saracteristica d , que se pone despues del
Exa
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cocficiente si le hubiese; pues si 3% crece de
3dx, sera su diferencial 3r+3dx—3x==3dx:
la de ay—2z es ady—dz; y la d¢ 2cx+ab—
-'%]- es 2cdx— --'"TM-«- En ab y en qualquiet
otra cantidad constante es cero la diferencials
pues no crece ni mengua su valor. Hemos
supuesto y supondremos en lo sucesivo que
las variables crezcan y vengan a ser x-+dx,
y=+dy; pero llevese entendido que si men-
guan seran x—dx, y—dy, y sus diferenciales
—dx—dy: y si creciendo x decrece y seran
dichas diferenciales dx—dy. o

707 Para diferenciar xz, multiplicaré-
mos estas cantidades aumentadas (x-+dx) =
(z+dz), y restando 2z del producto xz+xdzs
zdx+dxdz , quedard zdi+xdz+dzdzx por dife-
rencial de xz, que se reduce 4 zdx+xdz des-
preciando el infinitamente pequefio de 2.° or-
den dxdz respecto de zd¥ y xdz que lo son
de 1.° (686) : luego en las cantidades mul-
tiplicadas se diferencia cada. variable comsi-
derando d las otras como constantes. Y asi la
diferencial de xyz serd sydzsx2dysyzdx , dife-
renciando primero como si xy fuesen constan-
tes , despues como si lo fuesen xx, y por &l-
timo como si lo fuesen yx: y la de §axx—

'11;7% 6 d(;axz—-'-a-%y:{):qubedz-q-gazdx.

b b . o ,
--:ydz.w--rzd;j._ Para no equivocarse , con-
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viene escribir la Giltima la variable que se di
ferencia.

708  Por esta misma regla sera la diferen-
cial de xx, xdxexdx=2xdx : la de x3, xadx+
Zxdy+xxds=—=3xxdr: la de x*, 42%dz , y
en general la de 2™, ma™tdx: luego una
cantidad variable elevada d qualquier poten-
cia, se diferencia multiplicando por el espo-
nente de la potencia la cantidad disminuido

su esponente de 1, y por la diferencial de la
) warmble, de manera que la diferencial de
ax’ 0 d(axf) serd gax*da: (z.")——-zz 3dz:
d(a) =32 b d(y ) =—3y V. Ladi
ferencial de ax3z® , considerando 4 x3z* co-
mo dos variables simples, es ax3(d(zz)-+az*
(d(ax?)=2ax’2dz+3az’x*dx : en general
‘d(ax™z")=—ax"(d (z")+az"(d (x’")__. "

na n"‘z."" dz.+ maz”i™ ! dx

709 Si el quebrado = S se escribe asi 2z

(93), serd su dnrerencml z"dx-—-—xz *dz==
dx  xdx _ zdx-xdz

— o— o— T —

N ZZ P4

: luego si se multiplica la

- diferencial del numerador de un quebrado va-
riable por el denominador, y la ds este por
el numerador | y restando este producto del
‘1.°, se diide ¢l vesidu por ¢l cuadrado del
denominador , se tendra la diferencial del
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. ;z’—u —
guebrado. Y asi & ( - ) ST

6bxzxdz—-3bz xdx —+ abdx
bxx )

Con estas reglas podremos diferenciar
qualesquiera canti;lades algébricas. Por egem-
1 z i .

Plo, a (:)——:z—' d(2a32—cz ]x—ab?_
823dz+ 622 dr—cz"ydr —c2* xdy—2cxyzdz:
A(c—az+bx3)* contando toda la cantidad por
una variable, es 4(c—az+bx?)4'xd(c—az+ -
br3)— 4(c— az+bx?)>x(—adz+3bx*dx):
y por igual razon, tratando 4 los dos factores

como dos variables, d(ax*x (mz3+a—z)'15)=
(mz?'-v-a—-z)?xx(d(a.i‘))mx’xd(mz3+a—z);=t

2axdx(mz.9+a.—z)?'+ ;ax*(m2i+a—2)—3ix
(3mz*dz—dz). ’
Quando hay radicales se convierten en
sus iguales con esponentes fraccionarios (11§):
y asi d(Vz)=d(z) Pl fdr— dz
. . ‘ . 212
d(y'x)=d(z+) =3e+dr: d(V(ab—zz)=
d(ab—xx) =2 (ab—21) *xd(ab—zz)=—

rax "

—xdx(ab—xx)—;=--—-—__——— : d(ay...
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e odraandr) sy dl AR
- ax®) (¢ x.lza& ) .y d\ ',(x+b)3 )

—=d(x+b) = éx'—a’x); ='—:— (x+b)¥xuus
(x "-f-éa'z); i (21ds—aady) - 3dx(x3—

44{)' ><(:r+b)':4 — &c.
- 710 La diferencia segunda deuna can-
¢idad se saca diferenciando de nuevo el resul-
tado de la 1.3, y se representa con dos dd: la
diferencia 3.2 se expresa con tres ddd , y vie-
fne 4 ser una nueva diferenciacion de la 2.# &c:
ddx 6 d*z indica la diferencia 2.2 de x:dddx
6 4’r la diferencia 3.2 &c. pero no se ha dé
equivocar d’z, d?x....d™x diferencia 2.2 3.3,
i.m@ de x, con dx*=drdx, dx*=dzdzdx...
#z™  cuadrado, cubo y potencia m de du; asi
como dz*, dz3....42™ son distintos de d(z*),
d(x3)....d(a™) que indican la 1.2 diferencial
de z*, de x?, de a™.

711 Serd pues la 2.2 diferencial de z,
ddr: la de xz, sc saca diferenciando de nue-
vo su primer diferencia xdx-+3dx, tomando
& z,dx, X, dr, como otras tantas variables;
v es xddx + dxdw -+ ddx +drdx == xddx
2dxdr+xddr: la de zx en cuya primer di- -
ferencia 2xdx se consideran dos variables 2%
y.dx., es s3ddy~+24s":y gencralmente la
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2. diferencia de 2™ 0 d(ma™1dr) es.....

mdx™ 1 ddzy m(m+-1)2"3dx* : como tam-
‘ x. zdx—xdz

bien dd(——)::d(f—-.—‘—,— T vererecsernsecens

: 2 . [2 S S

22l dx—zdx 227 ¢d 'z~=2d vd z~22*dxdz+ xxix* o

Z‘ -

*ddx-zved z=1z-xdz -2¢iz® .
5 ddx-ped iz 2R Lo mismo se
z‘ -
practica para diferenciar las cantidades en que
haya ya diferencias primeras : y asi diferen-

ciando de nuevo’ Xdx , resulta d(Xdx)=
' —1xddy
— ..

. afdxy _ dyddx

d(v (ARl +dz*))=d (A +dz*) = .....
. i . _dzddz—uixddx.
AR dt ) Fd(dxrdat) =2
¥ 4L ) =drdedr )= dee 25
7 , 7

yixddy . . :
ay* | g - |
712 Si en un cilculo en que haya dife-
* rencias primeras de distintas.variables , referi-
mos 4 una como 4 término de comparacion,
todas las demas ; es decir, si suponemos cons-
tante una de dichas primeras diferencias-, se
desvaneceran los términos en - que entren las
diferencias segundas de dicha variable que
son cero (706), y.el cilculo quedard. mas
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sencille.” Por egemplo la segunda. dlferencm

dx
de v aupomendo .’l dx constante ) es.. s

édxd;"dd _..-dd—:f- Y suponiendo coris=

. ad
tante 4 dy, es 735; por ‘ser en el _1,_.' 'casg'

dix=o, y-en el 3.° dd]

713 Las di femma: ferceras se. saca;x
del mismo modo que las segundas tomando
4 las cantidades variahles ;-4 sus difetencias
primeras y segundas -CcOmo otras tantas war
riables ; y lo mismo se debe practicar -para las
diferencias quartas ,-quintas &c. advirtiende
que en tadas las diferenciaciones se ha de con-
tar por constante la diferencia que en las an-~
teriores se haya supuésta:tal. Finalmente lag
antidades omitidas eb:la; 1.2 diferenciaciog
(707) no alteran el calculo, de la 2.3 ; pue,q'
vueltas 4 diferenciar. aquellas- que c)’iuldc a.*
erden hubieran resu.lta&o de 3.°, cuya omh
'lon nada.quita 4 las daa.. (%86)

Mods de d; fermcm bas mntidadm gu,e bp-
tuyen $EMOS"y COSEROS e, las Logqrztmzms
o ; Esgonermaks, )

714 Si el seno ¥ de'um 4ngulo 6 arco,
“ega a ser z-+dx , tendremos (§27) suponien-
or=r, sen (x+dx) Sen % cosen Ax+ yia dx



442 Carcvro

cosen x: y como el seno de un arco-dx ifini-
tamente pequefio se confunde <on el arco 6
sen dx=dx , y su coseno es el radio (§18) ¢
cosen dx==1 , sera sen (x~+dx) = gen x-+dx
cosen x : tomemos pues la diferencial, y resul
tara d(senx) =d(sen x+dz) = sen x-+dx cos
x—sen x=dx cosen x , 6 la diferencial de w
seno , cayo radio es I,es el producto de la dife
renicial su dngulo multiplicada por su coseno.

. 71§  Tambien coseno. (x-+dx)==cosenz
cosendx —sen x sewdz (§27) : luego siendo
sen dt=dx , cosen dx =1 , seri cosen (1+dr'=
s0sen x—dx sen %, 'y d(:o: x)=d(cosen r+dr)=
cosen x —dx sem X—cosew x—=~dx senx: 6
decir ,-Ja diferencial del coseno de un dngulo§
arcocuyo radio es 1, igual al producto negs-
tivg de la diferencial del dngulo multiplicads
por-swseno. En virtud de estas dos reglasy
de las anteriores , tendremos que. d(sen 4%)=
4dz c0s 42 d(sen ax)=adx cosenax d(coses
mx)Em-mdX senmy : d (senx cosen X
cosen xxd(sen x) -+ sen xxd(cosen )=
xdz cosen x —sen xdx sen x: 'y d(sen x)"=
m(sewss)™ 1 d(sen x)=mdx cos x(sen x )"

716 " Por ser tang x— .:m: (521) serd
/ A ST ,
dx cosen®x-+d% sen*
(tang 5y (225 = L
‘(dftgx) T Ngosen xi " cosew'x
N dx " ’ ____,_9——,
(709) = sy Ccosem™ xtsen” x) =20y
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por ser cosen*x+sen’x=rr=1(525): y serd
Ia diferencial de la tangente de un arco § dn-
gulo cuya radio es ¥ , ¢l cociente de la diferen-
cial del dngulo partida por ol cuadrado de su

“cosemo; 'y como en d(tang. x)_ proonl

dx——roscn xxd(tang %) serd la difsrencial
del dngulo ¢l producto de la di iferencial dé su
tangente mu{ttplzmda por ¢l cuadrado de su
toseno, Tambien es la diferencial de la cotan-
gente de tal gngulo el cociente megativo de Ig
diferencial de dicho angulo partida por ¢l ¢ua-
drado de su seno ; pues s;endo’d(wtang x)_.

d( tosen x ) ( 2) . dx(sen®x)=dxi wun x,

senx - Lot
dx e s .

(799).:-,-_- — (sen x-.-i-wsm x) SErd ...

dx
d(cotzmg x)-—- T : por ser sen’x—+.. 2
. J ‘ . "

cosen*x =1I. Con las quales reglas y las hasta
aqui dadas sera facil diferenciar qualesqule(a
cantidades que contengan senos, cosenos, tan-
gentes &c.

717 Parala dlferenmacwn de Ias canti-
dades logaritmicas, tomense de uno y otro la-
do de la linea indefinida AY (fig.1772) las par-
tes iguales AE, EF &c.- AC, CX, XO;y
-en, los puntos O, X, C, A, levantense, las
perpendiculares OL, XM/, CN, AB &c. que
representen los niimeros yde yna progresion
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eométrica. Sila AB es la unidad’, formarin
las AE, AF, AG &c. una progresion aritmé-
tica : de suerte que qualquiera de las abscisas
AP por egemplo , sera el término aritmétice
que corresponde al geométrico PM , 6 AP
serd el logaritmo de PM (209). Hagase aho.
ra pasar una linea por todos los puntos L, M,
N &c. y se tendrd la logaritmica , curva que
tiene por ordenadas lineas, cuyos valores es-
tan en progre’sion geométrica, y por abscisas
‘otras que estin en progresion aritmética.

- 718 Si suponemos en ella que la orde-
‘nada PM=y viniendo & ser pm crezca de la
cantidad infinitamente pequeiia ir, serd Pp=
My~ el aumento de la abscisa AP=x; de con-
sigujente seran mr=dy y Mr=dx las diferen-
ciales de'MP y AP. Sise tira ahora la tan-
gente TM, y Uamamos 4 la subtangente PT,
tendremos en los triangulos MPT , Mmr se-
‘niejantes por las paralelas , mr:Mr:MP:PT,

1o dy;dx::_y:d'-':-j-z;:- » equacion & la logarit-

mica, en la que la subtangente 2 cantidad
‘constante, es lo que hemos llamado mddulo

(698). De ella se saca dx:‘—;—’ze;-]— hacier
'do a==1; y como en ésta suposicion dx &
4a diferencial del logaritmo hiperbdlico x qut
corresponde al namero PM; tendremos qu
la difsrencial del logaritmo de un niimero qual'l‘

|
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quicra y es su diferencial dy dividida por. el

mismo niimero Y

En virtud de lo qual d(lx)-: -

dl(a-r-x)-‘ - ’,‘ /) ( ):‘d(lw—l(a—-w—x))’

ﬁ-——— dl——'d(ll—-lx -——é’-‘-. dix’::
a4+X x

d(alx)=

. ndx ,‘
L

d(lxx)--d(lx-'-l&)_-f--o- I8 i

zdx-mdz. . d(l )"‘d(lﬂ—lx)_fi— dz 3

)= o=
o . AV(aa+xx))
: d(W(aa+xx))= V(aa+3%) . ©

:d (l&"’l/(aﬂ:xi)’ =(l"+d() a+cx4)n o

=2ydy
bb-]j

dl—i-z&

d(miz +d( Ll Cavext e Jgatids.
(mix (2 ooty Gy
wig  Las cantldades nponmaalv.r son
aquellas que tienen por esponente una canti-
dad variable como 2%, y*. Para diferenciar-.
las supongamos 2*=y, serd I*=ly, y dix*=

-;— s 6 dy=ydla*: porigamoé por y su valor
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2%, y tendremos dy 6 dx*==x*dIx*; esto es,
la diferencial de una cantidad esponencial x*
es el producto de dicha esponencial multipli-
¢ada por la diferencial d1x* de su logaritmo;
de suerte que. dx*=—=x*dlx*—=x*(dziz+.
zdx 5
x :
a’dxlaq—j’-(dgqu——z-i]—) : y d(aa+x*) =
(aa-+x*ixdl(aa+x* ) =(aa+z* Y (dxl(aa
)+ 2xxdx ) , .
I sarxxl’ o

720  Si se hubiera de diferenciar ¢* en el
supuesto de ser ¢ un niimero cuyo logaritmo
es I, s¢ tendria d(c*)=c*dlc* =¢dxic , y
como le==1, sera di¥ ——¢*dx : expresion de
la diferencial de la base de los logaritmos hi-
perbolicos. Las diferencias segundas, terce-
ras &c. 'se sacan dé estas cantidades y de las
anteriores como de las demas (710).

) : d(at+ ]" ==a*dla*+y*dly* =......

‘.Aplfmcion del Calcubo dtfehmial d las

Lincas ¢nrvas. :
721 Supuesto que una curva viene 4 ser
un poligono de infinitos lados, de los quales

uno de ellos M- alargado hasta T formaria la |
tangente TM (fig. 173) ; sea pm una ordena-

da 1nfinitamente proxima 4 1a PM;, y Mr una
Paralela al ege SH. : si llamamos 4 PM, y; SP,
x3 serd Pp=Mr, dx, mr;dy; y Mm—=—

[

|
|

|

|

|
<
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V(dx*+dy*) en el tridngulo rectangulo Mmr:
y en los tridangulos semejantes Mmr, MPT se
tendra 1.° rm:Mri:MP:PT , 6 dy:dx:y:PT=
-7—:5-! expresion geieral de la subtangente
de qualquiera curva} ¢n ld que sustituyendo.
por—r, ¥, sus Correspondientes valores sa-
cados dé 1a ¥quacion de la curva de que se
trat¢, saldrd el de su subtangente: ¥ de con-
sigiiente. 5¢ tendra el punto T por €l que se
podra tirar la tangente 4 un punto M dado.
%33 2.° Tambied se tiene en dichos tri-
angulos rm:Mm=PM:TM 6 dysi/(dz*=+dy* )=

i -_yj/(dx?+dyé)g_;_.. fdex
TR

presion general de ia tangente. 3.° La de Ja
subriormal e saca de los tridngulos senejan-
tes Mm#, PMR en que Mrimri:PM:PR , 6
dx:dyiy:P] :‘.—%L; 4.* La proporcion Mr:
Mm ::PM:MR, 6 dx:V(dx’*dy’):iy:IfRﬁ .
v (dx‘+dy’ 1dy
ax
de Ia fiofmal: §.° Finalmeitte tiradd pot S la
SD patalela 8 PM, en los trisngulos seme.-.
jantes TSD, TPM téndsemas PT:PM::ST:

lu_:yy’(%-a— x) da el valor
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PT--SP SD, 6&.] J—f x'SD._—-.]-;- “’

Con los valores c{o ST y SD sacados dela |

equacion 4 la qurva, se tendrdn suponiendo
en ellos x infinita , dos puntos T, D por dos:
de deben pasar las asintotas de la curva que

las tenga. Con efecto, en la tangente & uma

distancia infinita los puntos Ty D, se con-
fandirin con G y B por donde sabemos qu’e
pasan las asintotas de la hipérbola (665)

* 723 Para aplicar estas férmulas al circu-
lo tomemos su equacion yy=a2a-2x, que di-

ferenciada es 2ydy=—2xdx : despejese enella |

la expresion de'la subtangente, y seri......
dx a~Kx
Jd] == lL—-—( 2 )_.PT, ponien-
do por’ y] , aa—zx. El signo — indica que la
PT se ha de tomar hicia ] centro desde don-
de se cuentan las abeclsask al contrario de co-
mo se tomo en la-férmula para la qual se con-
taron desde el vértice (721). En la equacion
Jy=24x—x%x en que xgualmente se cuentan des

de el vértice (603), se tiene <— =2
2ax~x% “7 T ax
-b-‘——;‘—-» Tambien se encuentra en la equa-

cion yy:aa—xx diferenciada , Ia subnor-
mal—zm-—;, ¥y la normal V(yy—v—v Y ) =

4y
V(xx+yy) =a radie del circule.
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734 . En la paribola cuya equacion es
Jy==pz, se tiene diferenciando 27dy ==pdz;

luego la subtangente PT——-—J——rﬂL T=ax,
pomendo prenlugar de yila subnormal_ .
” /A —'31’ y asi de las demas "En la.
dx zy N
elipse cuya equacion 'dxfercncmda es 27dy=

—(—22dx), se tiene la subt_angente PT=
Tx b '
ydx =“'ﬁ'(b[?“"f£)'-“.(" xx) Y la.

éy bx d aa
subnormal PR_—. ] I - bix —-—‘—bf-, ams-
V “I - Al -

bas negativas_por contarse las abscxsas al reves .
que en la formnla. :
. 72§ Del mismo mode encontraréms ea

la hipéibola la subtangente J?T._.. J =.
,._,__‘.,‘1,_-:,’5,’5:_‘31 y la subnormal PR_.

x
bbx

e En su equacion 4 las asmtotas Ty=mm,

se tieng xdy a-ydx.._.o ' y la subtangente'
yix - ‘
9

Pt del lado opuesto al punto C ongen de las

abscnsas, y asi se tirara porty.m ' la tangente

¢m'. Para determinar sus asintotas tomemos la.
Fr

-—.r de suerte que se. debe tirar la
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cquacxon = (2ax+xx) ) Y dlkrenaada,

despejemos %-a-x eit §u resultado 34 ]dy—
2adx+aidr, y encontrarémos 247 sy 4%

d A—+x?
que se reducé 4 2=SC supomendo  infinita.

Dcspe]ando despues y-d-—l , salé y=SB:

4

luego las asintotas deberan pasar por C y B.
Quando resulta infinito el valor de SB, sien-
do SC finito ; es sefial de que Ia asmtota es
paralelaa la ordenadi PM y o serd al ege
de las abscisas quandd SB és finito y SC in-
finito: -~ -

726 Del tnangu]o réctangu.lo +Mm (7i1)
sé saca ; haciendo. al radio 1; Fm:rM: iang.

rmM = —:—1*9- s ¥ rMirmiiL:tang r M=

m R ._.)._ __
—emias Serd puei, “la éxpresion de la

tangente del éngulo rmM’ que forma la cir-
va 6 sii tangente erl cada piinto con la orde-

. hada, y-j- la dela tangerte rMm que férma

co el ége de las abscisas : de Consxguxente’t
despe;amos eii la eqmcmn de una curva, des-

puies de dxferencxada, 5 77—, tendremod
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respecto de ¢élla el valor de dichos angulos: y
af contrario , para sabzr en qué punto forma
. la curva un angulo conocido con su ordenada,
* s¢ igualard el valor de la tangente de dicho
angulo cen el de%’-‘— , sacado de la equicion
diferenciada de la curva; pues poniendo en
el resultado en lugar de y su valor, el de x
serd el puntd que se busca, sino €s imagina-
1io 6 aburdo ; pues entonées en ningun pun-
o, formard I& cuyva diche dngulo. -

o Del indrodo A 164 ‘Mirimds y Minimos.”
AR A A 1T SO R PRI SRSV PR TP

“i-Y97 - Para pércibir la ecomomfa de ests
m¥odd que se dirige 4 encontrarlas mayores
6''enores cantidades que’érecen 6 menguan
segtn cierta ley’, ¢ que tienen en mayor gra-
do’ que todas sus semejantes hlguna propie-
dad determinada ; concibamos que la ordena-
da PM (fig. 174) de una curva SMBs crece
hasta llegar 4 sér'la mayor BC: crecerd la
subtangente én la fig.2 1.2 ‘hasta que en el
punto’B resulta infinita; por ser paralela la
tangerre BR al ege de las abscisas Ss,'y men-
guara-em ta fig.a 2.4 “hasta desvanecerse , por
confilndirse la tangente con la ordenada CB.
‘Si “dicha ordenada continfia hasta 5, serd la
subtangente negativa , que va aymentando en
la figura 2.2 y menguando efr; la 1.* Las mis-
Fa
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mas observaciones tienen lugar respecto del
ege Aa, y la ordenada p'M'que va menguan-
do hasta llegar @ ser la mener Bc; lpego 1.*
una cantidad que {mm de positiva d negati-
va , 6 pasa por el infinito si crece , 6 por ce-
flo st mengud. - ST e
- 728 2.° En ¢l punto B (fig. 1.2) se des-
vanece el dngulo que la tangente forma con
el ege de las abscisas Ss, y en la fig. 2.2 el que
forma con el de las ordexiad'a,s_‘;} gs decir, que
: : e g A
en estos puntos es cero 1 y-‘-é- 'y to@ dic
- chos puntos son los de las mayores y mano-
res ordenadas, tendremos gue e ellos es cero
Ja diferencial dx 6 dy de la variaple. Camo
Ja expresion de qualquiera cantidad yariablg
se puede considerar como el valor de la'or-
denada de una gurva; podremos inferir gene-
ralmente que para averiguar los puntos del
maximo fy minimo de qualquiera cantiddd, ss
ha de diferentiar su expresion, y suponiendp
su diferencial igual 4 cero ,',resyl'téréf_e;l“y}g[b:;
6 valores que sustituidos en la primera. gx:
presion dardn los puntos del maxima.6, myni-
mo: advirtiendo que un valor negative su-
pone tna condicion contraria & 1a de, la cilgs-
~ tion propuesta, y, ,losg‘.;ima;%}qarigs“ prushin
.que no hay el maximo pi el minimo. que -s¢
‘busca. Por este mismo método deben deter-
minarse los puntos en que la rangente es pa-
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talela 4 los eges, y los limites de las abscisas
y ordenadas de una curva; pues unosy otros
no son otra cosa que los del maximo y mini-

" mo en este género. :

" 729 ‘De lo dicho podemos colegir que si
de resultas de una operacion saliese 4 por va-
Yor de x, y se quisiese saber si # es un maxi-

" 'mo 6 minimo, sustituiremos sucesivamente en

"la expresion propuesta en lugar de x, a+g,
2, a—q (a es una cantidad qualquiera): y si

“a sustitucion de las cantidades extremas diese
‘resultados menores que la de la media, sera
a un maximo : si los diese mayores, sera un
‘minimo: y si siendo ¢l un resultado real, fue-
‘se el otro un imaginario, sera al mismo tiem-

‘po un méximo y un minimo. '

w30 Egemplo. 1.° Hallar la mayor orde-
wada y abscisa de la clipse. Si en su equacion

‘@ayy=2abbz-bbrx,que diferenciada ¢s 2aaydy=

‘2abbdx—abbxdx , suponemos dx=o, queda-

"rd 2aaydy=o0, 6 y=o :" pongase este valor en

la equacion yy=——(24x—2z), y tendremos
'ozzabb:'c——“bbxx, Yy x=2a: luego la mayor
- abscisa en la elipse , contdndolas desde el vér-
“tice, és elege mayor. Sien la equacion dife-
“‘renciada hacemos dy==0, tendtemos o==
“pabbdvabbxdx; donde x=a; cuyo valor
“sustituide cn Ta equacion 4 la‘curva, la redu-
"¢ & aajy==2aabb—aabb, que da yo===p:
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serd pues el semicge menor la mayor: ordena-
da de la clipse. '
731 2.° Desde un punto R (fig.173) da- -
do en ¢l ege de una curva qualquiera, tirar
della la recta mas corta que sea posible. Sea.
SP=x, PM=y, PR=¢, y MR=u que consi-
deraré como ordenada de una curva; sera en
el tridngulo rectingulo MPR, (MR)*=—...
(MP)*+(PR)* 6 uu=t—2tx~+rx~+yy; dife-
rencio, y suponiendo en el resultado 2udu=
—a2tdx+2xdr~+2ydy, du=—=o0, tendré o=
——2tdx-+2xdx-+2ydy , donde ponicndo el va-
lor de ydy sacada de la equacion a la curva,
me resultard el de x que se pide, Si fuese
por egemplo, la parabola en la que yy=px,
2ydy = pdx, ydy =3 pdx 5 sustituido este valor
en la equacion sacada, resulta- 0 = —2¢dx~+
2xd<+pdr,y ;p=t—x: luega siendo £ p el
‘valor de la subnormal en la paribola (62 3),
serd t—z=PR la subnormal, y la menor que
se puede tirar desde M a la curva sera la nor-
mal MR. t o
732 3.° Para dividir un nfmerq qual-
_quiera a en dos partes tales que_su producto -
sea mayor que el deotras dos qualesquiera
del mismo nitmero 3 suponiendo x por una de
las partes, serd a—gz la otra; y ai—zz el pro-
ducto: si su diferengial adx—2xdx, se supo- -
ne igual 4 cero ; sera adr—23dy =0, adx="
22dx, y x=3a: luego ¢l producto de las dos -
mitades de a serd ¢l mdximo.” ' ‘
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733 4.° Averiguar qué iridngulo de un
perimetra 1p , tendrd mayor superficie de los
que s¢ pueden traxar sobre la base AB=a
(fig. 175). Si llamamos y la superficie, 2 uno
de’los lados AC d’:ciue b?scsamos ) sezé el otro
2p—a—z; y tendremos (§39) y=1/ a
(;:x)(a-z,rﬁ 2)), 6 cuadr:?nd.o y vﬂﬁmoz
nos de los logaritmos , 2ly=lp+1( p—a)=
I p.—-x)—c—l(a—:i-x—- ) Id.a.difer_e_neial de esta
Y Y, ix

duce ,. suponiendo dy=0, & p=x=a-+z—~p,
6 2p—a=21:luego el duplo. 2z del lado AC
iguala 4 todo el perimetro menos la base AB;
esto es, serdn iguales los dos lades AC, CB,
y €l tridngulo que se busca es el is6sceles. Y
como por igual rdzon debe ser isosceles el
construido sobre AC que tenga mayor super-
ficie, podremos asegurar gue ¢l tridngulo equi-
ldtero es el que incluye mayor supesficie entre
los de un mismo perimetro. . .

- 734 §.° Para encontrar ¢l parallegipe-
do de mayor cabida entre los de una misma
superficie cc, y altura a ;' supondremos z, ¥,
Yos dos lados del rectingulo de su base; y
pues que de los seis rectangulos que forman
su superficie , los dos tienen a4 por altura y
« por base , otros dos la misma altura 4 con la
base y, y los dos @iltimos y por base y x por,
altura; sera toda la superficie del.paralelepi-

cantidad es que se re-
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pedo-2az+2ay+2xy=cc. La solidez axy que
" ha de ser un maximo, tendra igual 4 cero su
diferencial, 6 axdy-+aydx==0,y dx==-—m

4 . Este valor sustituido en la equacion

anterior diferenciada 0=24dx-+2ady-+22dy-+
2ydx , la reduce 4 ¥=y, lo que muestra que
la base debe ser un cuadrado: 'y si en co=
2ax-+3ay+2xy ponemos x en lugar de y, sa-
carémos x ==—a=xy/(4a+3ccY, cuyo valor
positivo es el lado del paralelepipedo ; pues
el negativo ne pertenece 4 esta cuestion..
Reducido ya el sélido a a2z, averigua-
rémos su altura en ol caso de haber de tener
la mayor solidez , igualando 4 cero su dife-
renciJ asi, 2axdx-+zxxda=o, y sustituyendo

da:-;-; 24dx que de ella se saca en la equa’

cion 4ax—+2zx=c¢ despues de diferenciada, 6
en q4adz-+4xda+4xdy=o ; pues resulta x=a:
de consiguiente ¢! paralelepipedo que biscan
mos , debe ser un cubo cuyo lado ps la raiz
¢uadrada dé la sesta parte de la superficie.
Gon efecto, si se pone x en lugar de aen la.

. o € . .
equacion 4ax-+2 xx=cc, resulta =W

735 6.° Hallar las diménsiones de una
wedida cilindrica, tal que com ia menor su-
perficie interior posible quepa en ella cierta
¢antidad de agua , trigo fre. Si llamamos x
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el didmetro AB (fig..176) de su. base, y su al- -
tura AD ) 5 SU cabﬁa y i:¢ 1a razon del dis-
metro 4 la cxrcunfetencxa, serd ¢x. la periferia
&e la base, cx>y la snperﬁcle interior’ 1atera1,
y erxir=ioga da de labaje i de conslgwem
tela sohdez 4 cakuda :...;cxxx}_.—c;xx DQ .'
aqui se saca la superﬁcxe interior cxy== 4 =-3.
luego si se le lunta ladela base foxw, serd }a
total —+T de cuya « dlferencxal 1guéladd ‘

, asdx . exde T
4cero —- o ——T0 , $e saca x—-

2
3 8 :
1/-~—-- 21/— Enella se encuentra tamblen

fx3-—* 8s, y si se parte esta .equacion. por ....
-tyxx......s, 6 (XX==4$ que sacamos an-

x
tes, resultara —==1, y x==<2y; lyego 12 me-

dida serd como se pide , si fuese el didmetro
de sw base dupla de su altura.

736 7.° Determinar. qué como. tene ma- .
yor solidex, entre los gue ticwen una wmisma
snperficie conosida s. Sea x el radio AC (fig,
177) > y ¢t lado AB, y ¥:c la razon del dia-
metro a la cnrcunferenma ;.sera la de Ja base
4cx, su.arca caz, y la supetficie conyéxd ded
cono ¢zy (476). Seta pues la super,ﬁme total

K]
cxxnxr- y de conslgmente = -——x, Y Ia

’
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altura CB=v((AB)' ~{AC)) =y (-1t —

“ ( €CxXX%

25, ::ﬁlﬁ liquise ‘este’ valor por Xcxx ter-
=) multipiiquese este valor p -;’."6‘-.’
. ¢ . X.
cio de la area de labase, y el productg —x
. 88 2 - ' ' _A.:, ) .
V(=-——") seré la expresion de la soli-
Y7 TS L
dez del cono (494). Siendo esta un maximo,
lo seri .tambien su cuadrado 3 ssxx—Zesx4:
luego su diferencial 2sszdz—3x3¢sdx—0,y

goxx=s x=1/-£;- Si en la equacion =

s : ,
— X Ponemos 4oxx valor de s, resultara

y= 3% : y el cono cuyo lado sca t,ri!zlo del se- |
midiametro de la basc , serd ¢l que s¢ pide.

De¢ las Ewolutas , y radios osculadores
- de las curvas.

37 -Siun hilo aplicado 4 la curva BECG |
(fig. 178) y @ su tangente SB en B , se desen-
vuelve teniendo su estremo fijoen G, y lle- |
vandole siempre tirante ; trazara el otro es-
tremo S-una curva SHM, de la qual se llama
evoluta la curya BECG, 'y las rectas SB, HE,
MC radios de la evoluta. De consiguients;
1.2 cada radio CM  es igual 4 Ia porcion Cﬁ(ﬁ
del arco evoluto, y 4 la parte constante SB
tangente si la hay. 2.° Cada radio se pueds
considerar - como la prolongacion de uno ds;
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los infinitos lados que componen la curva
(731), y por lg mismo serd tangente suya.

738 3.>Como el arco de circulo traza-
do desde C con un radio menor 6 mayor que
CM caerfa dentyo 6 fuera de Ia porcioncita de
curya Mm ; podremos considerarla comg un
pequefio arco de circuloe trazado desde C
con el radio CM, el qual serd perpendicylar
4 dicho arco, y el punto-G-serd el concurso -
de las dos normales, infinitamente préximas
CM, C» que se llaman radios del ciréulo os-
rulador & de la evoluta. ‘Fambien se 1laman
radios de. curvatura; porque por ellos se ave-
rigua la que tiene una curva en qualquier
punto s pues es Ja misma que la. del circulo
‘orrespondiente_cuyo' radio se conoce.*Y co-
no los circulos son tanto mepos: curvos quan-
v'mayores son sus radios’, serd tanto mayor
1 curvatura de,la evoluta, quanto menor
2@ el radio: de consiguiente /a curvatura
1dxima se encontrard buscando el radio mi-
imo. T

739  Sea pues SHM la curva en.la que
> ha de averiguar el va'or del radio CM=R,
poniendo sus ardenadas perpéndiculares al
ze SD- Tirgnise a €l 135 dos ordenadas PM,
= infinitamente proximas, y por Cy M la
A y Mr:paralelas al mtismoege: sea MA;u;
M,ys sera Aa—=Pp=—=Mr—dx, mr ==
=du, y Mm=1/(dx*+dy*)-que llama-
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¥émos 2: :y en los tridn ulos seme;antcs Mmr,
MAC, tendremos Mr dx) ﬂt(d:) :MA(%):

MC—R=—"4¢ .
=T

Y pues que quando AM aumenta de m
Pasando 4 ser am, la CM que es entonces Cm,
o varfa; serd su diferendial cero : luego ...
d(R__uds ~ udxa‘ds-rdxdnd:—udsddx "o

- dx’ Y
multlphcando por dx* ¥ poniendo dy en ln-
gar de ds, udxdds-o—dxdyd:—ud:ddx:v, de

donde se saca §=— —iﬁ-"fi—— sera pues .
S rrrrarpr Pl ]

R_uds dvds*
= dsddx-dxdds’
ds*, dx’ -c-a}" y por ads, dxddat+dydd] ;e
(de*+dy)
sulta despues de multiplicar por (dz”+dy’ )
“numeradar Y denominador y reducir, k=
(dx'+d7’). — as3
dyddx—dxddy dyddx—dxddy
sion del radio de curvatura que suponicn¥
ds constante, se reduce 8 R= d;:’ =
- dyv(dx*edyt)
T A supomcndo dy comstant®
48 (dx sdy* )V (dx*+dy’ )
d]ddx'— dyddx

, donde ‘poniendo pot

: expe
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malmente suponiendo- como_ se acostumbra.

ds*
dx constante, es R=

-dkl‘\z '
740 _ Encontremos ahora el radio de cur-
-vatura del urmlo leerencmda su equacmn

" adv-zdx
(Vaaz—sx)
go si tomamos 4 dx por canstante, serd ddja
, —aadx : dj""‘ ,udx =raxdx’yyxdx®
‘ (zax-—xx) o <ux-xx 2
dx . d/’—" ‘aadx® R (dx *dy’ ) ‘

) AKX L , -—dxddy

(era susntuyendo ‘estos valores, 3 partien-

7“'1/( 2ax--xx) y'€s dy—- lu'eol

_vdo ambos términos por (2ax—xx9 y

(aadx’) aadx*V aadx d
_aadx? . Sy ~aadx3 -

que el rad‘lo dela evoluta €n el cxrculo es su
‘ msmmdm-—dé suerte que la evolutase re-
dncxra g‘un‘,gnnt\o que es el cenpro. "

741" Para caleular el radio Jefmrvatu-
| g de.ha gardbola, elgps,e ¢ hipérbola ;. rguas

Temis: it de fo-gormal Lviaenayy
(723) 4, B scxa V(dx +dy’ )_.. Ll —
y (dxhd; )=-— --1—-. : sx este valorse\ﬂus&-

14



\

462 "CALCULO "
tuye en la expreSxon del radio;' Ia reducird
, n*d

A Rz 5 dfi] Si deerencxamos ahora ld equa-
cion genéral - de Tas séctlones cénicas yy =

}:x-‘-P i (680), tendremos 2]‘d]__pdx+

ﬁj—’f, ¥ >volv1end6 a dxferencnar ton:iando i
dx por constante, ayddy+2dy’ =24 28x. 5
qady=4 P -t&’“ Ly multlphcando por

/ ”, 73ddy-—"'——}'jdx ”,d-”, pongase en

xX
esta equacion el valor a6 yy—px-*-% , y

el de ;}'dy’—*(" dx“-L) satado dé 2ydy=

'P & 1oy o - !di
pdx-*- ; y resultara y3ddy_z y x

( px-w':: ) (P Zi LXE :i’a) que se reduce
RTHYR IS Jxl “"'.,.‘ JI)wa" ey
sddyzz 225 luego Res

}' Y T 17, luega W::

-4—,"— =Sy :? vadio de’ dur‘tui)&#é 4}: lag

PRy ogopp 0

seitfones- r&nmu serd fgtial %l cisbo de‘l\a nor-

pral pavtido pot ol cuadrado;dezimtad dil

parqmefro o
e ~"Si"se saca por T2 f6rmuia de la’ hormal

—Ll/(dx +dy*)==n la que corresponde ila
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equacion jyzjxi-_';’.‘i » ¥ se busca des-
) 4

phies su valor éii“el vértice en donde ':'6"_'.—‘0,'
se encontrard #==3p; de consiguienite serd

Lo Y L y
entotices R=-§f—;;’-"_s=-:- Py o Padio ds eur-
‘z - :

serd la mitad del pardmeiro.
, Puntés de Inflezion., """
%42 . Todo punto M (fig: 179) en el que

na -curva de” c6ncava se iiuda en coiivexa,
se-llama puio, de iriflexion. En ellos la. TM.
alargddd-serd tangente 4 ua tietmpo:4 los dos.
ramos SM j sm ; y por 1o misio. rendré la curs:
va dos elementos Mo ; om en linea recta: Los.
radios que 4 ellos se tiren perpendiculaies se-
rin _paialélos; y no se encontrardn sino a hiia
distancia infinita. Sin embargo habra curvas
én donde sed tad repéiitina la inflexion ; que
dichios elementos se'vengad 4 confiindir €n
im0 1o iniseio ‘ue 108 radiok y én térininos quie:
juntdndoié en su inismo origen; se reduzcin
4 cerd. o e p

..743 Luega en los puntos de inflexion
debe ser ¢ero 0 infinito €l radio de cutvatura,

N RS A
e, )T ety dividi

esto &8, ~—— 7 =0é =y dividien-

vatura en el vértice de las secciones comicas
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' : s
P A T 1‘ . A I.Q,.;]_.): .
x
do ambos: térmmos por dz3 , . ~ d}—_—, =t
o e TR

6. 7= Para esto. debe ser oero 6 mﬁmto el
“ddy. |
denominador (684) —-2-;——\ de consxguxente

para' detérminar los puntos , de mﬂexion de

una curva se ha de dxferencmr dos veces su
equacxon tomando a dx por’ constante , Y

-d
sacando en cénudqdes ﬁmtas el valor de ddz s

. se. igualara 4 cero 6 al mﬁmta yde la equa--
cion gue-resulta; junto con la de la curva se
inferirdn. los: valoseside x5 y. cofrespondientes
alpunto ¢ puntos.de:la infexion. .

- 744 Sise hubiese de halldr el punto de
isflexion de;la curva SFK (fig. 180) cuyo
didmetro. es: Ss 4. ycuya. Cqnacion. o5, A5y =

:x.x:-o-aaj , 0 ].._ , mendo SE, x ; iy

EF,y3 dnferencw ia equacxon, Y tcndté dy=
. tl‘xd
( xx—+aa)*

do & dz. pér canstante, aeré-'ddybu.s......

~u’dx'(xx-ma —84‘xxdx'(xx-+u)

: “vuelta esta’d d:ferendar, toman

Cooa) — que se re- 1

duce partiendo numerador y denommador !

1
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por zz4ig;, Yaciendo las ope.rac:ones indica-
das y Aividiendo despues por dx*, 4.
ddy u?xxuzfai-& X% Gatxx—aat
dx? ch-{,u)‘ - (xx—+a4)*
Ygualo & ceto esta cantidad, y 'me saldra Fax=
aa, yr—m/‘ luego y-——a‘

748 <iBifva de 2. * egemplo averlguar el

punto de inflexion de la cyrya cuya equqcion
REAPURE SR TR oF TN e

es y=a+(x—a), 6 d}_a‘ (a;--a) 3dx dife-

renciando: vuela a diferenciar tomando por
constanté 4 dv’; da dd}’_.‘3— (x—a) {ix
¥ ddy _:0 =6 | ator ' que lgualaio a

dx* s Lo
‘ 251/(x--a)7_ gl s o

<ero produce 6=o0, lo. qu’ll hada s]gmﬁca.

Se 1gualara pues al mﬁmto Y sera su deno-

mmador €er0,.0. 25V(x-a)i._n de dOndc

se sacatf$=a; por ser ‘ceto’toda Potencm é
raiz de ¢gra. ., o1 5h L] tel

Lo 5
C_AL€ULO IN,TEGRAL._-

746, E'ste calculo, myersa del Dxferencml
porque busca Ias cantldadeb por medio de sus
clemen(os N mamﬁesta coa Ja. letra S 13 mte-
gracion de dichas cantldades ‘que viene 4 ser
la suma de sus elementos : de suerte que Sdx,
Smzdz, muestraq las mtegéles de dx, Yy mzdz.

e
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Las captidades que no-provienen de.una dife-
renciagion exicta, no pueden ser integradas:
las diferenciales de senos, arces.de circulo , y
demas trascendentes s¢ “integran por aproxi-
macion. Llamarémo fuscion de una cantidad
variable qualquieta expresion;en-donde dicha
cantidad se encuentie como quiera gue sea.

De las diferenciales eon una sola ‘oariabie
C O Ceapaces de Integraciol exdita. ;

747, Pues §ne ax®dz es la diferencial do
il N S
e (708), ser st la integial de aainds,
6 Saide="""2  \uego ualies monomis
d¢ integra aumehtando.de 1 ol egponents m de
a wariable, y dividiendo el resultado por ol
esponenté aumensado y por la diferéncial. De
suerte que Id integral de azdz, 6 Sazdz e
2205 5571 b de tazdr 6 Stazdds |
(ondz 2 o Ge i x4z e
Y rx3-+idy . ; RN L i ¥V L
i u e ) 03 3. 47 ! . —
oo 4ty general S —
axmelvide ‘xi"?'ﬁf T,
B tydr i © ecnvamefte »si se di-
fe 3 ‘z. 3 X 4”’” N 1 . . -

rencian -, 4z IW’ resultan azde,

" -ty
Itle’dx,_y -—-;...’i. _
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- 748 Siendo dx._.:c°dx serd . de——

x0-+idg’ dx

o—uds Sads= ( o-+1)dx _.a::-ISad.?x
Vx—“Sadxxx-.,...Sax‘dx_“s ‘f; =
3”3 33 ) %

2 Vx‘ Del mismo modo se aphca
la regla gene::alé otros qualesqmera mono-

mios, tengan é no, radicales, Pero falla quan-
doel esppnente de ha vanablg es—I: pues

- ‘rx-f-ldx _ X0
mtegrando x da: xesulta (_—lﬂ)? =—,
)

canndad mﬁmta ;. pexo como dx_.--. sabemos

(718) que es Ia diferencial del logarxtmo hi-
perbolico de z, sera sit mtegral I%, 6 Sa="da=

Ix:y S—x*‘dx:-—_lx._l— pues Jl—es —

dx ..
—_ t 1 -
- y se deberdn in tegrar por os - Iogam

mos todos los casos qne ocurran. de esta na-
tura.leza. :

Modo de mtegrar por la rggla gmnral las
santidades complexa: de una sola 'varmble

749- Quando gitas canndades no. estan en

’ cl denominador ni incluyen potencias de can-

tidades complexds, se integran exdctamente
Gea
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integran® cada término por si: Sur’dx e
bdx . . bdx L
———cx3dx+—= 6 bdx-3dx, es T
4 s % , ‘ 3 4

X" - X Py . o L. .

® o 6 ——. Tambien admiten inte-
4 .3 - 2% '

gracion exicta aun quande incluyen poten-
cias complexés, como no estén en el denomi-
nador , y su’gsponente sea un.niimero entero
y positivo ; pues subidas 4 las potencias , se
itegra deéspues cada término por sf < pot
egemplo, Sdx(a~+cx*)* que equivale 4
S(aa‘dxx-v' 2acx*dr+ecx’dx) y es aaz- ...
zﬂ‘_.....f.‘.f:..' En S ads(b+x)? (z+a™)*

se hacen las operaciones indicadas , 'y se inte-

gran despucs los térmings que resulten.

_ 740 Podrd no obstante ser integrada por
la regla general qualquiera cantidad comple-
x4 elevada-4.una potengia negativa 6 fraccio-
naria, si estd multiplicada por la diferencial
‘de la cantidad que se-ha de elevar , prescin-
diendo de las constantes que la multiplican é
la parten. Asi sucede 4 kdz(a=bx)™, en
‘donde kdx es la diferencial:de g-+ba mulii-
plicada por °: y por eso considerande 4 4+
ibr como -‘zna sola vax;iabli(; serd Skdox (a~+
N dx(—+bx)m+ iig—o—bx)’"_"“,i_ .
b T e ) arbE )T by Taot
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aadx—+raxdx ~
V(ax—+xx) T (tmdx e

bien es integrable

. S
2axdx) (ax+zz) 3, por ser aadr—+2axdx
la diferencial de sz -+2x multiplic:;tda'por a:
y asi S (aadx-+2a2dr) (ax-+22)3 = covsee
(aadx+raxdz)(ax+zz)s :

5 (adx+oxdx) R

751 Luego: generalmente, qualquiera
diferencial binamia de esta forma ka"dx(a--
'bx»)? podra ser integrada exictamente 1.°
quande el niimero p es entero y positivo,
"sean m y n los que quieran. 2.° Quando el e-
ponente de la variable x que esta fuera del pa-
réntesis, es menar en I que.el esponente de
“la otra x : es decir ,‘que se podra integrar la
cantidad ka#'dx (a+ba")f , seann y p los
_niimeros que se quieran ; pues en tal caso se-
ra kzn-tdzx diferencial de a-+ba™ multiplica-

S Y
=24 (ar+zz)".

“da por -;,i:- : Tuego &c. (750).
782 3.° Quando dividiendo ¢l esponen-
te m de la primera x aumentado de 1, por el
..esponente n'de la segunda, resulta un nime-
. Y0 entero y positivo de cociente : como sucede
- Y S
-4 la cantidad ka3dx(a+bx*)*, donde.el co-
.ciente de 3-+1 partido por 2,.es 2. Pura inte-

: o, x4
" gratla supongo a+h2*=z, y serd z*=———:
ﬁ)
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y puss que x3dx que precede al binomio, de-’

jando a parte las constantes, resulta de dife-
renciar x* cuadxado dex®; ; cuadraré la equa-

cion x* —T’ y diferenciando el resultado

';4:(1';-5)', saldrd 4atdr==12(2") x Ly

x3dx=(z:‘)' = s pongo ahora en la can-
‘tidad dada en lugar de ¥3dz, y a+bx sus

I

'valores enz; tendré k (z 7 )dzxz. s

fer,
ki A l‘fz‘dz, cuya integral es ...

2bb abb
kzs 2+2 " hazs —+I kz-fl
¢ +2)zbb (‘;‘u)zbb 6 por ser —p— 2bb
' 241 ,
muluPhcador comun....ee e L : o
—.abb:: %1-2

z—2%a): sustituyo enlu-

a kz-;”
)= G
‘gar de 2% su valor , y saldra por ltimo

Skx3dx(a+bx )‘——-—((a +bx* )i” (-
£ (a+bxx)—2a)), que es la mtegral que 58

busca

753 Si el binomio no tuviese la dicha
condicion , podra las mas veces reducirse 4
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otro igual que la tenga, dividiendo sus dos
términos por la potencia de = que encierra, y.
multiplicando la cantidad de afuera para com-
pensar esta division , por dicha potencia de »
elevada al grado que indica el esponente to-
tal del binomio, Por egemplo, para integras
. S

Mdf—; —a4ax*dx(aa+xz) *,donde 0+ &
(aarzz)s - '
no es divisible por 2, partiré por z* el bino-

_s
mio, y multiplicaré por (¢*) * =23 la can-
tidad de afuera, y tendré qaz=3dz(aaz~*+1) -

expresion integrable por dividir exictamente
—2 & —3-+I1=——2. Supongo pues, 4az~*+.
oo 4 — '“.! 3 ’
1=z, y serd 2~*==—; y como 2~ dresla
diferencial de 2-* sin las constantes, diferen-
. ' ~1 ; ; dz
ciaré z*=%_, y saldra —22-3dr——n,
as ' as

. ' dz . ,.
1-3dz———— luego sustituyendo sera

y 244

: -5 —aaXdz o 2
ana-3dy (aax*w1) *==- xz ¢ =%

244
_E.d ' )
—_—z 3 . -z ¢ -—.
z 4z cuya integral es — =z *
s
2(1-3)

Pongo por z su valor, y tendré Saax—Sdx
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—!- --!- " ::I
aax=*+1) *=(aax-*+1) * ==————
( ) I=(aacia)E =g a@xi1) -

V(aarxx) " Quando hay en los dos térmi-
“nos del binomio potencias de x, se practica lo
mismo dividiendo por una de ellas. Las can-
tidades trinomias , quadrinomias &c. 4 excep:

cion de algun otro caso extraordinario, solo

en Jos esplicados (749 y sig.) admiten inte-
gracion exicta. . o

754 A muchas de estas integrales faltan
las constantes que se despreciaron en su dife-
renciacion (706) : y para determinarlas hay
que gualar d'vsyo la variable x de la inn-
gral sacada ;. y o que resulte muddndole lus
signos , serd la constamte : quando sale cero
s sefial que no hay constantes que afiadir 4
la integral hallada. -

Dejando para despues la aplicacion de es-
ta regla, la demostrarémos suponiendo que

sea Q una integral completa quando z vale 4,

ue siendo P la integral incompleta que da
el cilculo, haya de completarse con la cons-
tante 6 constantes C que no conocemos. Si
sustituyendo en P 2 en lugar de x, resulta A,
sera A+C la integral completa en el caso de
x==a; y tendremos Q=—=A~+C. Pero como
Q nos es por lo comun incognito , le supone-
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mos cero para descubrir el valor de C; pues
siendo entonces 0==A~+C 6 C==—A,, sefd
la constante. lo que resulte de suponer x=o,
tomado con signos contrarios.

. 755 De consiguiente si la integral es ce-
ro, no quande x==o0, sino quando tiene un
valor determinado 4; sera entonces la cons-
tante la misma integral que da el calculo,

poniendo en ella 2 en lugar de z. Pues que
x& s
Sxtdxm e o 2o quando x=a; sera Q=

s
:;-*C y como suponemos ' Q=o0, tendre- -
hms == —;-'-C C_—- —, y la integral

x’l‘"'l

S
completa Q— .Si S—x"dx:—-w ,

B |

+C=o,

es cero quando x=a, serd =
Y Las -
C=
n—+1

‘u-u_ xH—+T

. n—+1 .
syl mtegral completa Q.......

Fmalmente y si Szdx(e?..

')’—(c bx ) fuese cero quando x==4a,
serfa S " (‘ s’ ) ) +C=o, C-" ("“b“’)’ ,
TS 36

Q ({:3+sz’) —(c3+ba’)
3b
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Integracion de las diferenciales que llevan se-
- Wos y cosenos 'y de las espomenciales.

756 Pues que demostramos (7147 sig.)
que d((senz) =dz cos z, d(cos z) =—dz senz;
sera la integral de dz cos z, sen z, 6 sen z+C:

~dz, sen 2=¢0s z+C, Para integrar dz cos

- . 3dncos3z - .
32, se escribir asi ,3. ..3} -1y serd su inte-

sen s
gral -;iz--'-C dz sen 32 se transforma en

) .
L’M—éfﬂ y es su integral ‘.L’..?_.’i.._.c,- en
~mdz sen mz

general , Sdz :m M2 =G ==,

€os miz
—=<C.

.. Si fuese la diferencial (senz)"dz ¢os 2, qus
viene & ser (semz)* d(sen z); se integrara por
Leen= )™ C. S(sen..

mz)* dz cosmz=Sy/ (("'ﬁ ""’::"" =)=
S. (sen m:)"d(:m "nz) ! " (“n mz :'!—t'l C: y
. m(u—- 5)

Sm(cos mz)rdz, sen ma=Sm">: "fz""":d" i
(cos mz)n—+t +C. .

=m(n-+1)

Ia regla general asi ;

€s
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ws7 La integral de las diferenviales es-
ponenciales debe ser la misma diferencial di-
vidida por la diferencial de su logarstmo:. re-
gla opuesta 4 la que dimos (719) para dife-
renciarlas: porque si la diferencial de ¢ es
¢dx (720), serd Se¥dr==c# 1 asimismo ...
Sx*dzlx - x*1zd% es x*; Porque‘&sxendo .
dzfx-i—i? la diferencial del logaritmo x*, si
divido por ella x*dzlx-+x*"* 2dx=x*dzlx
x2zdx .o ‘
! tendré de cociente x*,

Integracion de las cantidades logaritmicas.

: . d ’
#&8 "Para integrar -x—;i- hflremos k=y,y

- ” . d d . . d
sera (718) if—:.dj, ’-‘-l—;iz ;7 j y como 52

"5 i (748) 5 si ponemos 'pbr'y su valor , ten-
dremos S%’;l Ix. En m (Jx)ym* -%:.—‘-, supo-~
niendo /x==y, sacarémos j—f—:dy, (lx)m-lz

y-1: Iuego Sm (Ixym .‘fxi‘.—'_— Smymidy , serh

™ 6 I(x)™ poniendo por y, Ix. S ::x =
Ka+x) 6 I(a+x)+C: S:,i’:i =la*+x*)+C:
en general quando el numerador de un que-
brado es la diferencial del demominador , la
mtegral es el logaritmo del denowinador.
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" 749 A veces es menester multiplicar é
partir los dos términos del quebrado per can-
tidades constantes para que el numerador que-
de diferencial cabal del denominador: en c-
'yo caso sera su integral el logaritmo del deno-
minador partido 6 multiplicado per las cons-
axxdx -
PANT

ser 3x°dx diferencial de a3-+x3, la daré est

- a4 3x%dx , . a
forma —x -—; y serd su integral —/(a?+.
3"4 +x° y serasu g 3 (

x3)+C, Tambien S-ﬂf-:_S I 'x-'dx =—I
- " -l &=%

I(a—x)+C=I(a—x)"+C=)(=)+C:

xdx 2xdx
S =Six =1l(aatzx)+C=
44—+X% AR XX :

I(V(aarzx))+C: S axrdx =S-{;—x

brcnrd k—+bxm
nx"-Tdy a 4
T ICkebx*)+C= l(k+b.‘t");: +C.
760 Hay cantidades que no admiten est
preparacion, en las que es preciso multipl-
car por una funcion de x, tal que el produc
to sea la diferencial de dicha funcion; pus
dividiendo despues por el resultado, quedx
ra reducida la diferencial 4 logaritmica. Si ¢

tantes. Sirva de egemplo » ala que por

dx

— por x+)/(xx—1) el pro

. 1 . ; ’
muluplica Vo)
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ducto « geds “+dx que es justéméﬁte la di-

V(xx—1) S

ferencial del multiplicador x:-V(xx‘..;) t lue-
L ede e T

e e €y L Gt

v (x2—1))+C. Tambien sacaréinos Ia inte-

z - Ve o
f | - ~ tiplh { N -
gral dé V(1—az)’ multip h@jof‘;mtqs tér
fnmos por VfI ; pug’svtésulta 7 sz:l ), Cu-
ya integral ¥ /—1 xl(x+V(xx;1))4C en
virtud de lo dicho. De comsiguiente 1 intes
. dx

. | e eens
gral de — (miaﬂ)gs Kx %y (2x2:4a)) co

no se'pueﬂe verificar diferenciando esta can-
tidad (718). S o,

oA
Integrales que.se reficren al birculo.

761 Sea SM=y (fig, 181) el arco de un
circulo cuyo didmetro ‘es a; SR,’z; PM, y:
tirense 1a-pm infinitamente préxima a PM, y
la Mr paralela 4 SC; y serd P —=Mr—dx,
Mm=—=ds, PM=—y/ ax~xx§(6.03): y en
los t¥idhgiilos semejantes CPM, Mrm, se ten-
drd PM:CM:Mr:Mim, 6 ;/(ax—.;-x:g: Zauds:



4% €a1cvLo’

d,.__‘_(;.._.:_ﬁf_:;;).. ,-elemento del arco SM: y

iy
144 sera el valor de dicho arco. Pa-

estelndstpa—

V(ax—az)
“ra averiguar el valor de esta mtegral quando
x tiene-un valor determmado » 5€ restara este
de SC=ta, para conocer CP,yconél yla

!npotenuéa CM=:a, se calculard en el tridn-
gulo rectingulo CPM ¢l éngulo SCM (¢ 40);
con el qual y el radio CM serd facil hallar la

lon ntud del arco SM (322), que es el valor
de la integral propuesta.

Para reducir a glla e _y-Sien-
e Vi(gkx—-.pa;x}’ ;
do kg, kyi g cantidades conocidas; s¢ dividi-
r4n numerador y denominador pory/p ¢y ¢o-

b .

Xl e ——

( x-—xx) V-? v (-&‘S-x-l-xx)
que resnlta, ha de multiplicar 4 d:u Ja mitad
de £ il multiplicador dé x, para'qite sea se-
mejante 4 la anterior cfxfergncnal H muluphca
ey dividiré 4 un mismo tiempo- por-(—-—)

O € semtseimemtmte
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‘g—k._dx : o
y tendré ’f:/ k — diferencial
g f V (‘g x..a.xz") )

que representd un arco dé ciréulo cuyo dii-

metro es 2k y la abscisa », multxphcado por

tY b ")
-&7—, que se.determinar como la otra.

761 Comanclo las abscxsas clesde C, y
uendo CS, I: CP ) &3 Sale h----a--~>—~ pox‘

elcmento del arco SM, comparando los tridn-
gulos semejantes CPM Mmr , y. teniendg
presente que PMﬁ—*V(bb—*xx) 'y que pues.
M mengua al paso que CP 6 4 crece, deo’
Bera ser la dlfercnaal negatlva (706) Redu-

(3" .
e
qomo anus Bm-ﬂ-n)t m:: y como
(s}' xx)
aéjﬁi'%”—"éﬁsumye"por bb, 1a cangidad ~-b
g ba def.‘acompaﬁar £ -Vé.‘!- 5 de

-— -uﬂ——-

suerte que tendumos .._...ﬁ_ v
‘Vﬂ - V(;- —xx) 5
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' . )
y suponiendo ES::V‘%’-, y CP—=x, seri
oy R T b
ta integral _ Y2 __xSM 6 ———xSM:C.
R ",_Q A A
" 363 Si-se'tira 14 tangente SN, la secante
N, la Cn._infinitamente proxima aCN,y
se traza desde"C con el radio CN el arco infi-
njtanonte pequefio N queséra perpendicular
4 CN y Cn; los tridngulos semejagtes CM'n',
GN daran CN:CM®N:M'n's de los CSN;’
tNn tambien sémejantes, s saca CN:G#:Nnm:
AV': luego (CN)*: CM < CS::#NxNzn: Nx
“Nn:M'm', 6 llamando CS, a; la tan-
gente SN, 25 y s etarco SM', aa~+zziaa:
iﬁﬁf:ﬂ‘, veip‘rési’oﬁ‘dei clemento de.un,
ad+X%

agcacuyo radi gs 4, y & su tangente ; luego
s ademas del radiorque se.conoce , se averi-
gua el dngulo SCN en el tridngulo rectingu-
lo SCN, se podra determina ;"lﬁ longivud det 4

arco para cada. valor de & R
. Para reducir 4 dicha expresion la diferer-

. kde k. dx. -
cial e Ifue;sta aslyxoy g o-se
‘ T+xx

multiplicardn sus dos téyminios por -%—- Ty

v
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Fid dz
pues que resulta , x————, serd la inte-

S | gb -‘g:—‘+xx

gral el produéto del arco cuya tangente es z,
gho . . .. ' ' '
y el radio v == multiplicado por TR

764 Expliquemos ahora un modo facil
de encontrar la longitud del arco de un 4m-
gulo dado, conocido el radio que como he- .
"mos visto,, sirve de mddulo en todas estas in- -
tegraciones.. Llamemos R el radio, N el ni1-
mero de grados del angulo dado y Z su lon-
gitud. Siendo el didmetro 4 la circunferencia
o el radio a la semicircunferencia como 1:
3, 13415926535 &c. sera 3,14159 &c.: L=
180°:R=47°, 29577951 &c.==¢57°, 17/,
44"=m: luego ¢l arco de §7°, 17, 44" es 3
la longitud del radio, como el niimero de gra-
dos del angulo Nes 4 %3 lzggitu'd de su arco;

X

esto es, m:R:uN:Z — » 6 hatiendo r=

;— ’7"95779&‘. ,Z_—NXRXI'.

Modo de integrar jor séries a)h’mdo d los
' - Logaritmos. ‘

- 765 Para encontrar el!hltogaritmo hipec-
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bélico del nfimero ——x- , saearé su diferencial

n

—4—"—(7 18)ty pues que redticido 4 série este que-
brado s (68g), ——= 42 L5, 245

rade M GZ="5 Tom

s L . B+
z df o+ &e¢. tendremos integrando l(-;—:-):.-:

n . . '

PR S
x*  xb oxt _ .

2 Z o2 & que se reduce ha-
n 2n in s B ] i
ciendo =1, 4 /(1+z)==z—~ix*+3x0—
214 &c. série qne ya encontramos ((z02).
Quatido x es hegatiya corresponden 4 Jos tér-
minos pares sighos contrarios.

3 @ : . ‘ X
766  Si el nfimero hubiera sido ——
. n-%
wnd2
n'=x’

' P Vg dx

cuya diferencial e —2 (—;— et

xide  x%dx

W S
n n

- &c.); se hubiera &acado inte-
x fx o oxt

L
x MY TRT

q-l‘l'!

"t
do I(
gr:m ’ n
_.;r—,-* &c.) ¢ que se reduce haciendo n=1,
4 < - . .
4 2(z+3x3+3x5+ 2274 &c.) Ia misma que
sacamos ya (702), -
767 Finalmente, si dado un logaritmoy,
se pidiese el nimero 14 que le correspondss

. E X ., - -
tendr:mos y=1+x, d]:-—;‘s—; bidymzdr—
-+
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dx=o0. Si hacemos x=Ay~+By*+Cy3+Dy*+-
&e. sera dr=Ady+2Bydy+3Cy’dy+4Dy3dys+
&c. y haciendo las correspondientes &ustitu-
ciones saldri.......... :

- dy+Aydy+By*dy+Cyid; —
..Ady-—szdy—3Cy’dy—-4).'Dj):"d] } =%
de donde sacangmos (689) A=r1, B=1A=1,

3 _' I. —T —_— b 8 . ’ 7
C=;B=_, D_‘C_z—x—;;-. y sera el na
ue se busca I4+-T=I+4y+ 2y "y}

mero que se busca I-+2=I4+y+37 "+ —7i+

f—i—(&c.

ax3x4

Aplimﬁpn del Cdleula integral @ warios
asuntos.

Cuadratura de las Curvas.

768 Si de los estremos M, m (fig- 182)
de uno de los infinitos ladas de que podemos
concebir formada una curva MSQ (357) ima-
ginamos tiradas perpendicularmente al ege Ss
Ias dos ordenadas MP, mp infinitamente pré-
ximas, llamando MP, y; SP, z; sera Pp, dx;
rm, dy; pm,y+dy; y la superficie del trape-
cio PMmp (437) ; (Pm-+-pn)<Pp=1(2y+dy)x
dx=ydx+Zdxdy=ydz , despreciando Idxdy
(686). Luego g poniendo en ydx el valor
de y sacado de la equacion 4 la curva de que
se trata, se integra despues lo que resulta; se
habra sacado la suma dﬁ todos los trapecios

"2
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que componen la superficie que abraza la
curva, 6 su Cuadratsra, Pero como el trape-
cio PMmp que hemos considerado como la
diferencial del espacio SMP, puede serlo tam-
bien del espacio LHPM tomado desde un
punto fijo H; pues PMmp=HpmL-HPML=
d(HPML) ; es preciso afiadig 4 la integral
que da el calculo, una constante que mues-
tra esta diferencia; como verémos mas clara-
mente en los egemplos. :

769  Si las ordenadas saliesen todas de un
centro comun como las SQ, Sq; se considera
€l ambito de la curva dividido en una infini-
dad de tridngulos como SQg, cuya superficie
ZxS¢xQt¢ es, llamando SQ, y; Q¢, dx; ()~
dy)=dx=%ydz , despreciando ;dzdy (686).
Quando las ordenadas no son perpendiculares
al ege aunque sean paralelas entre si , resul-
ta una expresion algo diferents de las ante-
riores. , 1

776 Vengamos a los egemplos, yseasl
1.° cuadrar el tridngulo ABC (fig. 175): pa-
ta esto sipongamos tiradas las dos ordenadas
Mm, N# infinitamente préximas, y 1lamemos
ala altura CD, b la'base AB,ylaMm, y
CP, x; serd Pp, drs y el elemento del area
MN#nm=ydx: pongamos ahora en lugar de 5,

lx : .y .
-~ =qe se saca de los triingulos semejantes
ABG, CMm, donde CD: AB:CP:Mm-, 6

|
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f:lmxzy =-£‘£- » y tendremos MNnm:: ydx =

xdx . R T
j—— cuya inte gral Sydx = o7 serd el es-
pacio CMm : luego el. de todo el tridngulo
ABC donde x=2, sera-:‘:’:‘;‘;'z_f‘;:- , cotnolo

digimos (436),
- 771 2.°Paracuadrar la pardbola (ﬁg; 1 83)

“cuya e’quai;_idn s y‘:-._—px é y:sz:*.p?x;?; ‘
ponga este 'valot “en iy tendré piz*dx,
_cuya integral 347 3°+G es ¢l valor de lasu-
perficie de la parabola. Como en el punto S
_en que x=0,es tambien Gero el espacio SMP,
y la integral se reduce 4 0=04C en donde
_C=o; no habra constante quando lés espa- .
cios se cuentan desde ¢l punto’ S, y serd -
Sy | o . L
29757 ¢l espacio indefihido SPM. Peto si se
pidiese la superficie del espacio LHMP, sien-
: r s -7
do SH=4; seria LHMP=%p*x*+C; y pues
_ que este espacio ¢s cero quando SP—=z=b
: Yy
_en cuyo supuests es 0=3°6°+C (755), ¥
rs 5. x5
===2p*b*; sora LHMP=;p*x*'—3 p*b".
: s LA
La gxpresion ;p* x*==p* ¥’ xxX = SPM

se reduce poniendo y en lugar de p7x= , a
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2xy, queson los dos tercios del rectingulo
SPMR Tambiea el espacio LHPM-—- .....

$ 5 2 b= pr xSt b =2 SP
PM—--LHxSH es la diferencia entre los dos
tercigs de los xectaugulos SPMR Yy SHLZ.
773 3.° Habiendo do cuadrar el quarte
de circulo SCD (fig. 181) 5 supondremos el
radlo asy PM-‘-“)“-‘-V aa—xx) (607) : y
sera el espacio CXMP=S5ydx =Sdxy/(aa—

x4 X

x%
wey=(154) Sds(a— T ~ig—
]
.f_f__-.. &c. ) do;de integrando cada térmi-

1184 .
(0o por s, resulta CDMP'—-ax— svevian
xet |x3xx LIX3xsx® o

-' z’)('/.})iSl’*"- AX4X6X78° . 3X4X6X8X94" .

:8&e: Si’'suponemos x=4, saldra la superﬁ
a4 as.

'-cxe del cuadrante CSD_._aa——-_._—..,-
s o 6 40
5ad o . .
‘Tez  B1§2
s —&c. La superﬁcxe del sector CMD'se

saca restando de CDMP la del tridngulo
-CPM=PMx2CP=2zxy/(2a—xx).
. 773 4.° Enla Elipse cuya equacion es

’6 . . ‘ .
y= —y/(aa—zxx), se tiene haciendo las mis-
3
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$ - s
mas operaciones Sydy=bx— b _‘i:. -
b W Gas 4o
. rateed 5 ' &c :-:,—-(dx...‘xx
1ize llsu 1X36
X% 1xx7

-~ &c) la cual série tie-
zx;a zX4x5

ne con la anterior del circula la razon de ba
« segun lo dejamos demostrado.

774 §.° Para cuadrar la area hiperbé-
lica SMP (fig, 183) 7 el sector hiperbilice

CSM; sustituiremos en 7dx, —V’(xx-aa) va-
lor de 7 en ln equacion de lﬁupérbola, y se-
1 ydx_LV(xx—aa) cl elemento de su

superficie. El sector CSM=CPM—SPM=
CPx PM— SPM.._.-xy—Sydx cuya dife-
rencial % (xd] + ydx)_d- ydz =3 (xdy —ydx)

se reduce 4 7@;’-‘-}—7 sus.tuyendo - x
\V(xx—-aa) i wx:-_-‘—‘- en'lugar'de y, dy. Su

integral es (760) § ab>é1 (x+V/ (zx—aa)+C:

y como esta debe ser cero quando x=a, de

cuya suposicion resulta C——-——abxla, serd
O x .

la mtegral completa de 2= 6 l?

*V V(xx—a)
superficie del sector. CSM_.-abxl(xﬂ/ (s2~

da))—-dbxla—f-'-xl(x+v(xx u)) Si esta
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se resta de] tridngulo CMP=—=2(CP<PM) =

bx V(xx~an) Y xx—4a)
——— , serd el resxduo —

LY 3

9 </ (iiw) el valor» del espacio lu-
2 4 .
perbolico SPM.

© 975 6.° Cuadremos ﬁnalmmte Ia hipé¥-

bola equildtera entre sus asintotas; cuya equa--

cion (670) haciendo aa=1, es zy=I; y sien-

do (ﬁg 169) CG, x; GZ,y, xyp=1 da
y——-— uego S]dx—Si—-—lx(748) tyel
‘area MCGZY( serd Ix+C :Como esta es

cero quando x==0’, y entonces se reduce
#(o)+C=u0,, donde __-l(o), serd dicha

Asuperﬁcne eompleta lx—l(o)zl— De consi-
‘gyiente si hacémos x.—::CX__b serd el esr
pacio MCXK' zl 2 infinite. Suponiendo ...
CU_I aa=1.y contando las, abscnsas_ des-
S

.de U serd- CG—-I-u-x GZ--—]' = Trox ?

ydx-—_ de 5 y Sydx::S :l(u.i +
C=I GZ+C Este espacio es cero quandp
%==0, en CUyQ SUpUEstO I(140)+C==0),
yC-—-—l 1==0:" de suerte que dicho espa-
cio serd solamente J(1+x), y serén finitos I-os

espacios UGZY donde CU=1.
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Agqui se ve que los logaritmos hiperboli-
sos resultan de una hipérbola equilatera cuya
potencia es 1.: de constguiente sienda la po-
tencia aa, CU=b, UG=x, GZ=y; hubie-
ramos sacado UGZY=aal(b+2)=/CUxaa.
Supongamos aora que sea mm la %otencia de
Snm , otra de las infinitas hipérbolas que se
pueden trazar entre las asintatas MC, Ce; se-
ria por lo dicho el espacio UGmn=wmmi(b+z;.
y tendriamos UGZY:UGmn:aal(b+zy: mmx
W(b+x)::aa:mn : luego los lagaritmos de un
mismo n&mero fomados en distintas hipérbolas,
son come las potencias de las mismas hipér-
bolas. , R :
- Rectificacion. de las Curvas.

776 Para encontrar la linea recta & que
equivale una linca curva SM (fig.182), ima-
E}{nemos el punto m infinitamente préximo a

',y sera Mm la diferencial de SMs y como
Mm:r:v{((Mr) - (em)) =v/(dx*+dy »
sera 5 P#4(dx*+dy*) la formula para integrax
las curvas. quande sus ordenadas son'perpen:
diculares al ege, G salen de un punto fijo. Ei
modo ‘de- aplicarla es despejar en la equacion
t la curva despues de diferenciada, el # en =
Fdx, el dxen yydy, sustituir estos valo.
es en Y/ (dz*+dy*) ,éy tomar la integral de
o que resulee. - - C "

777 L.° Para reatificar el circrlo; to-
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axdx

. s4+XX%
dxo‘es a,y x su tangente (763); y pues que
‘::xzaadx (aa+xx)"", (aasxx) "= a"x

x* x4 x6 x8 ”

x?dx xtdx
S e

memos

clemento de un arco cuyo ra-

LY

(ad-t-xx)":S(d&' -

a9
x6dx  x8dx o x3 x*
—-&c.):,x—.- ‘- —
af at j4% 54t
x7 - x?- & (I x3 x*
—e bt —&C. =g\l — -+
74%  94* 342 §a¢
%9 xt

-7-;;-’--9-;5—&@)- Si en esta série suponemos
que x sea la tangente de 45° que cabe ocho
veces en 360° 6 en toda la circunferencia, ¥y
es igual al radio 4; quedara reducida 4 2(1—
D)

" Para hacer esta séric mas convergente,
descompongamas el arco de 44° en otras dos
b, ¢ cuyas.tangentes sean conocidas, y tendre-
mos haciendo el radio 1, fang (b+c)=45°=

. tangb +tang ¢ ' -
1=(428) i-rang bxtang ¢ ’ de donds se

1-tang b . PSR
€ tang o= — _é_r: luego si sang b=3
2 4 1iang g _qg. y
serd tang c=X. Pongase ahora en la série ar
terior Xy ; en lugar de 4, y resultardn las do
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LI, SRL SR S 7
3X2: §X2* 7Xa’  9xa® y: 3
. 1 t 1]
—_— e e ——— &, cuya su-
3x;3® 5)(3 X3 9%3
ma o,7853981633974483 &c. serd la longi-
‘tud de un arco dc 45°: y de consiguiente su
cuadruplo 3,141592653897932 &c. sera la
semicircunferencia, que comparada con el ra-
dio r dar la razon del diametro 2 I3 circun-
ferencia de que ya hemos hablada.
778 2°Enla pardbola cuya arco sea ,
su parimetro 24, y su equacion yy==241;

b24 d’ : sustitui-

b ¢
2

tendremos ydy=adz, y dx*=
do este valox en la férmula V(dx +dy*), la
reducea_..y’(y;ma) du : luego dyv'(yy+

aa)_adu Supongamos que séa MSN (fig.
184) la pardbola que se ha de rectificar, que
sea ST una tangente 4 su-vértice, y SP—= 73
sera au= de;/?yy—a—aa) Si se tira la Ss=a
perpendicular 4 ST, y se traza una hipérbola
,equllatera nsp , cuyo centro esté en S v el
vértice en s , tirando desde P 4 la pardbola la
ordenada PM alargada hasta, encuentre
la hipérbola en P ; serd SspP= quﬂ/( yy+aa)
(679 y 768): luego Sadu=au=SspP, y el
arco SM=u de la pardbola, sera-igual al es-
pacio hxpenboluo SspP pamdo por la mitad
del pardmetro.
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779 3.° Si se ha de_rectificar un arce |
de clipse, y de hipérbola; sacarémos de §
equacion 4 la elipse y:f.v(aa—xx) > &=
. , .

—budz o de consiguiente serd el arce
‘m’(aa—xx)’ }' &
eliptico u=8du=Sy/(dx*+dy*)=Sdxy/(1+

d E )
4 )=san

at—a’x’+b*x*
av(a*—z1*) ) »

valor solo se puede sacar por séries. En Ia hi

pérbola se encueatra por el mismo camin

- Sdu—=Sdx V(a*a*—at+b*x*") .
) : av(x*—a*)

Solidez de los Cuerpos.

780  Si concebimos un cuerpo ABGS
(fig. 185) formado de planos 6 rebanadas ir
finitamente delgadas acbefh que seran la dife
rencial de su solidez, y suporemos bb lasw
perficie de la base ABC, a la altura ST, ys
1a St distancia del vértice al plano acbefh;
1 dr la alturg de dicho plano y su superfict
abe 6 ehf, se hallard por la proporcion (ST)!
(S¢)*:ABC:abe, 6 aa:xx:bb: blxx ; luegoh

al

bhxx
PP

solidez del plano serd 2%% < dz, y la dov
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X
e . bbx

do ¢l sélido su integral S ‘: xdr=—........
bbxt . bbx*t

3as +C, 6 pp solamente coritando la
solidez desde el vértice S. La expresion...
bbx’__-.bbxx'! —"'b xS da
EY xix==abcx3St concuer

con la que sacamos ya (494). ‘

781  Si el plano MmiL (fig. 186) perte-
nece a un sblido de revolucion ABS, formado
poOr una curva AS dando la vuelta al rededor’
de ST; suponiendo PM—y, SP—ux, y r:¢
la razon del radio 4 la circunferencia, sera

X _la de un circulo cuyo radio esy: la su-
L 4

perficie de este circulo serd -‘Z"‘Ef-zq%'i'
r
y la solidez del plano .‘l-’.xPp:.fl’_‘.‘.f. : ex-
, r wr
presion diferencial en la que poniendo el va-
lor de y sacado de la equacion 4 la curva de
cuya revolucion sehaya formado el solido, sé
rendra su solidez integrando el resultado.
782 Egemplo 1.°: Encontrar la solidez
Ael cono engendrado por ¢l tridngulo rectdn-
Zulo CPM (fig. 183) al rededor de CP. Sea
CP,z; PM, y; y u el angulo MCP: si to-
mamos 4 CM por radio, serd cosenu:sen u::

xXsenu . s :
.- S1 sustituimos este valor en

Xy =

cosen n
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d ., c .
2% | se reducird & wbox.uunns
ar b2 4

la formula

2 .
N _xtdx; y.la solidez del cono serd —“x

cosendu ) 2r
sen3y =" sens ff.—_-.‘!.‘f_xf;
cosen?x _ A .cesemdu 3 r 3
que es como digimos (494) la tercera parte
del cilindro de una misma base y altura que
él. Del mismo modo se hubiera sacado la so-

lidez u:cx x L del cono producido por el mis-

mo tridngulo al rededor del lado MP.

"~ 783 2.° La solidez del paraboloids b
conoide parabdlico (fig. 186), que es el soli-
do que engendra una semiparabola al rede-
dor de su ege ; se saca poniendo en la férmu-
la el valor de yy que da la equacion yy=—az
de la-pardbola ; pues integrando el resultado
caxdx

2r

, se tiene coatando la -solidez desde

en que C=o, 2_’5’_=£i’£x’i=ﬂ.f_xi, que
qr 2 2 2r 2
equivale 4 la solidez del cilindro de igual ba-
se y altura que el paraboloide. Si la solidez
se cuenta desde un punto H, tal que SH=5;
debiendo ser cero el sélido en dicho puntod
cabb
v ‘
de una porcion qualquiera de paraboloids
caxx—cabl o ‘

quandd x=b, sera C=— » ¥y la solidez

/
sera

qr
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784 3.° Hallar la solidez del elipsoide 6 hs-
perboloide. Si sustituimos en la férmula en lu-

gar de yy, %(2ax—-xx) sacado de la equa-

cion 4 la elipse, € intégramos LA (2a2dx—
2744

xxdx) que resulta, tendremos _ilf.‘.(axx—
2r44.

33‘_) por la solidez del elipsoide prolongado,

solido que engendra una semielipse al rede-

dor de su ege mayor Ss (fig. 187), contdn-
dola desde S en que C=20. Quando x=Ss=

B . s 24cbb
24, se reduce dicha expresion a —5 quees
la solidez de todo el elipsoide. Y como la de
oy . » D “bb .
un cilindro circunscripto 4 él, serfa ~——=3

r
serd la del elipsoide los 2 de la de este cilin-
dro, como lo digimos de la esfera (498).

Si se pide la solidez desde un punto H en
que SH==m ; siendo en este punto cero la

-8
integral , se tendra C=— kb (a,,,,,,._.’_”_):

2144 3
y la solidez de una potcion de elipsoide com-
prendida entre dos planos paralelos y perpen-
diculares al ege, cuya distancia es z—m, sera

cbb ( xs)— cbb (amf —'-'?).Ladel

axr——
2744 2744
tlipsoide aplanado, é producido por la re-
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volucion de 1a semielipse al rededor del ege
2aach

menor , que es » se saca como la otry,

y es tambien los § de su cilindro circunscrip-
to; y tiene con ella la razon, de los ege
2b:2a.

Por ¢l mismo camino encontrasémos que
la solidez del sélido que engendra una ther

bola al rededm‘ de suprimer ‘ege es

2rag
3
(d‘xx+ .’ﬁ_) , si s¢ cuenta desde el vértice ; y

3.
wb.( SO\ &8 cbb

ATTA— ) (mmn-q-a—-) la de
2ra4 3 2744

una porcion de hiperboloide comprendida en-
tre dos ‘planos paralelos y perpendiculares al
ege, cuya dlstancxa es x—m.

785  3.° Hajase de medir el sblide prot
ducido por el arco sp (fig. 184) de hipérbols
que voltea al rededor de su seguwdo ege ST,
suponiendo este 34, el 1.° 2Ss==2b, SP._.r,
Pp=—=yySel vértlce Si_hacemos_ r:cx:1:

L sera _xl —— que llamarémos m , el
4 2r

1 4
area del circulo cuyo radio es 13 y la férmu-
la ! pdx

myy es el area del circulo cuyo radio esy,

pues 1%y =m:myy (446). Si en ella pone-
mes ¢l valor de yy sacado de la equucicn yy=

quedara reducida & myydx, en donde



: INTEGRAL, 497
bhs bhxx

(65 6), tendremos myydx =mbbdx—+

mbbxxd mlsz
, cuya integral es mbbx+-
aa ' ;.44

blxx

7
o

-mbbz-c— $myyx, poniendo en lugar de

yy—Dbb sacado de la equacion: sera pues,
Zmbbx +Zmyyx la solidez del cuerpo que for-
ma el area Ss}zP al rededor de ST.
© 786 5.° Para hallar la solidez del cuer-
que s¢ forma de la revolucion de una hipér-
bola equildtera QKYN (fig. 169) al redsdor
de su asintota Co; Alam.u'emos U:U Y, a;
— T
y serd (670) aa==xy, 6 yy._;-’-‘- . Puesto
,este-v valor eQ - pdx dx
27 x%
< satx-tdx, y su integral AARRILAY,
ar ) 27 x
sera la solidez que buscamos Como esta es

——
T e—

¢
, resulta ——;-x

cero quando x=a, seré C.__-——a’-‘ ¢l va-
y

' lor completo del s6lido produudo por el area

¢ X—2

UYNy, sera ——-(43—--—) = (a3x (—-—) ):
x/ x

de consxguxente supomendo las abscisas 4, 24,

3a, &c. en plogreswn aritmética, resultaran
s6lidos iguales 4 —-43 multlphcados fucesi-

vamente por @, 3, :, L&, ~
It
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Si fuese x infinita, equivaldré el sélido

—-a3 al cilindro engendrado enla mlsma re-
volucnon por el rectangulo CUYH : quando

x es menor que 4 es el s6lido negativo, € in-
* finito si x—=o0¢ de suerte que el sélido pro-
ducido por el espacio UYNC es finito; pero
el que engendra la area MCXK al rededor
de la asintota es infinito.

787 6.° Midamos ahora un cucrpo para-
béiico ACBDA (fig. 188) producido por la
rotaston de la parabola ACB al rededor de Ia
ordenada AB. Sea a la abscisa CM, & la se-
mxordenada AMG6BM, u la distancia MN=

e hay entre la linea DC y una_seccion

g’ del solido, paralela a DC: y tendremos

(616) (AM* )(EP g C’VI CP, ébbuusa:

lll“ lll“ 4

(bb-:m) luego (78 §) mx(EN)*—

maa
(b*—2bbun--u*) sera la expresion del area
de la seccion ENF': y si se multiplica por la
dlferenmal du de MN, dara el elemento del

(b‘du—-a—zbbuudu-o—u‘du) Inte-
(b"u—-blm’ +3u%),

8 ub

x

solxdo

grese, y tendremos
mitad

que se reduce hacxeudo u=b,a

~ del sélido que se busca,
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88 7.* Si se quicre la solidez del cuer-
po ACBDA (fig. 189) que forma el segmento
de circulo ACB rotando al rededor de la cuer-
da 1 ordenada AB ; suponiendo el centro en
O, y llamando al radio OE, 7; OM, n;y EP,
5 serk OP=—=1/((OE)*—(EP)*)=pArr—
uu), EN—OP— OM=—y/(rr—uu)—n; y la
formula myydz se transformara er mdu (V(rr—
un)—n)'= mdu(rr—uu-+nn—2ny/(rr—un) =
mdu(rr—uu—nn)—mdu(2ny/ (rr—uu)—ann).
Y como la integral de mdu (2ny/(rr —un)—
2nn)==2nmxdux(V/(rr—uu)—n)=—=2nmx
duxEN es 2mnxarea MNEC; sara toda la
integral mu(rr —nan—zun)—anmxarea.....
MNEC=mxMNx((AM)*-~5(MN)*)—
2mxOMxareaMNEC : que en'el supuesto
de ser MN=MA, es mx>(AM)3—2mxOMx
ACM, valor de la mitad del sélido pro-
puesto. ' o
789 8.° Para encontrar la solidez de un
prismoide AEGB (fig.180) rodeado de super fi-
cies planas, y cuyas bases son dos rectangulos
* paralelos ; hagamos AB,a; AD,b; EH,c; EF,
¢; k la altura del*sélido, y x la distancia va-
riable del plano EG 4 una seccion IL del s6-
lido paralela 4 la base. Tirando despues en la
_superficie AH, la HP paralelaa EA, yenla
cara BG la HN paralela 8 GC; tendremos en
los triangulos HPB, I‘IRI;\['II semejantes :x%
o ® 2
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PB=AB—EH: RM-IM«EH:M, yea
los tridngulos HBN, HMQ, tamblen seme-

jantes, hiz: BN_BC-HG MQ=ML~HG=

200, : luego IM_—9-+:, y ML=

.’f.ff';'.'_)..—q-c y sera el area de la seccion IL

(4-&)(b-e) (b(-l-lt“ll(

X~
~ hh b

camos esta expresion por dx, y sacamos des-
=) (b-e) 23

TR
(""‘";m )xx+ux valor del sélido IFGL.
2

~ Suponiendo en él 2=h, saldrd el de todo
‘el prismoide, que es 3 h(a—c)(b——e)+ 2h(be+
ae——zce)+ceh.__—h(2ab+ae+bc-o-2ce)—-
2h(ABxAD+EH~EF+(AB:EH)(AD+EF)).

Si EF fuese nula, EH y FG coincidirfan for-
mando un angulo en la parte-superior del s6-
lido, que tendria entonces la forma de la ar-
'maduxa de un tejido, y su solidez seria..

E h(24b+bp)_—h(2AB+EH)AD En el caso
de ser EF=FH y AD=AB, seria el sélido un
‘trozo de piramide cuadrada cuya solidez es
2h( aa+a;+a? —h((AB) +ABx<EH~+
j(EH) ): y finalmente haciendo EH=o, re-
‘sultaria una pirdouds con la base (AB) y la

)x-i-ce. Si multipli-

pues su mtogral resultard &
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altura h, que tendria por solidez (AB)*x 4.
790 9.° La solidez del cuerpo que los
Angleses llaman Groin (fig. 191), cuyas. sec-
ciones paralelas a la base son cuadrados, y las
dos secciones hechas perpendicularmente 4 la
dase por el medio de los dos lados opuestos,
son semicirculos ; la encontrarémos snponien-
do z la distancia Ab del vértice A 4 una sec-
tion ¢fzg paralela 4 la base, 4 el radio AB &
BN de la seccipn circular ANBMA perpen-
dicular 4 la base; y sera bn=—1/(2ax—zx)
(603), el lado del cuadrado ¢feg 21/(242—
xx) , y su area 4(2ax—3x) : luego el ele-
mmento del groin es 4dx(2ax—zx). Sien su
antegral 4axz—5 2% suponemos 2=a, resulta

(24,%

solidez de todo el groin; que sacaria-

aos del mismo modo aun quando las seccio-
.nes paralelas 4 la base fuesen rectangulos, y
las perpendiculares otras curvas distintas del
_circulo. ' .
791  Y0.° 8i se hublese de calcular la so-
Fdez de la pirdméde 6 cono ABCD (fig.192),
. formado de rectas tiradas de todos los puntos
de un plano DBC dado 4@ un punto A : lla-
marémos z la distancia perpendicular AQ de
-A 4 una seccion EFG paralelad BDC, ala
altura AP del sélido, & la area conocida de
la base BDC : 'y pues-que. Jos planos BDC,
EFG deben ser semejantes (489), tendremos
T

{0

C(F7e es )

gt M

~
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(AP)*:(AQ)*:BDC:EFG, 6 a:x2x:b:EFG=
-;;’i Esta expresion multiplicada por la di-

bxxdx

ferencial dx dara el elemento del séli-

. , bxxd s

do, que sera Si’f—x—zlﬁ-, que se reduce
; 7 Y7

4 3ab quando x=—a. .
792 - 11.° 8& d un cilindro ABCD (fig.
176) lo corta un plano oblicuo & la base, y se
pregunta la solidez del cuerpo SARH que re-
sulta , que se llama Ungula cilindrica ; supo-
niendo para hacer mas sencillo el calculo, que
- Ia seccion pase por el ceéntro de la base; se
considerara la {ingula cortada por planos pa-
ralelos infinitamenté préximos y perpendicu-
lares a la base RAH ; y debiendo ser las sec-
ciones tridngulares semejantes , se tendré lla-
mando r el radio AO de la base, 4 la altura
AS, y la base del triangulo PMN ; OAS:
PMN:rriyy (455), y siendo OAS=—1ar,

3

sera PMN :-ﬂL—_-‘—”—. Luego si se llama
r Y

‘2 la PH, serd dx el grueso de la rebanada
“cemprendida entre dos planos paralelos, cuyo

. , avydx
~wglor sera

, 6 poniendo 2rx—xz en lu-

S - adx{1rx-xx
Cear 32y (6e3), — )

. , 2y
..+ ). Su integral, contando la solidez desde

“ L.
_-—z;-(grxd.r-—
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el punto H, es —f;-,(r:_x ——x--); de donde se
saca suponiendo x==2r el valor de todo el
sélido que es3arr=-"xr=AOSxHO=

AOSx<:RH; que son los 2 de un prisma cu-
ya base seria ol tridngulo AOS y la altura el
diametro RH. N

793 12.° Encontremos por iiltimo , la so-
Wdez de una ungula eonica EFGD (fig.177),
que corta en el cono ABD un plano EFG
que pasa por su base, Siendo BC la altura
perpendicular del cono, y BO una perpendi-
cular tirada 4 HE ege de la seccion EFG; si
" suponemos que sea FBG otra seccion del cono -
hecha por un plano que pasa por el vértice
B y la linea FG; los dos sélidos DBFG,
EBFG cuyas bases son FDG , FEG tendrin
por solidez (791) 4 FDGx;BC y FEGx
7BO : restese la segunda de la primera, y su
diferencia sera el valor de la ingula cénica.
Si las bases FDG , FEG fuesen secciones c6-
nicas, se buscaran sus areas (771 ysig.), y
se resolvera la cuestion. Sea por egemplo,
EH paralelaa BA ; siendo entonces (610) la
seccion una parabola cuya area es JFGxEH,
sera la solidez del segmento EFGB =2xFGx
EH~BO, y rebajando esta cantidad del sélido
DEGB, sera el residuo el valor de la Gingula.

—
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Medida de las superfigies curvas de los

| s6lidbs.

794 Si imaginamos que el lado infinita-
mente pequefio Mm de una curva SB=g¢ (fig.
186), traze una zona ».faja 6 porcion de cono
truncado quando toda la curva voltéa al rede-
dor de ST, 1a superficie de dicha zona que es
elemento de la total, serd el producto de
Mm=du por una circunferencia cuyo radio
es PM: luego si llamamos m la razon entre la
circunferencia vy €l didmetro, sera 2my la cir-
cunferencia del circulo cuyo didmetro es ML,
Y 2myx<du— 2myxy/(dx*+dy*) sers el ele-
mento de la superficie de los sélidos de revo.-
lucion.

795 Egemplo 1.* Comencemos por el co-
no recto ABD (fig.177), ¥y suponiéndole cor-
tado por un plano MN paralelo 4 la base s ¥
tirado el ege BC ; llamemos AB,a; AC, 4;
PM, 75 BM, 5 y tendremos en los tridn gu-
los semejantes BAC, BMP, BA:AC::BM:MP

tmbudy
L 4

. bu
0 a:b::u:y:—‘-—; luego 2mydy =

. mbue .
- su integral - serd la expresion de la sy.
a

perficie de una porcion qualquiera de cono.
Si en ella hacemos #=a, sc reduce & abm—
m>xACxAB que es la de todo, el s6lido.

796 2.° Para encontrar Iy superficie de
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" a2 esferas séael radio CM—a (_ﬁj 181),

SP=z, PM=y, SM=u; sera Mm=du, Pp=
Mr=dx; y en los tridngulos semejantes CPM,
Mmr tendremos PM:MC:Mr:Mm, 6 y:andz:

adx . :
du=="="_. Sustituyendo este valor en 2mydu,

resulta 2madx ; y su integral 2max —SPx
circunf. SDBM'S serd la superficie del seg-
mento esférico SPMM'. Si se hace x__za,
2maz se convierte en 4maa que es la superfi-
cie de toda la esfera, cuadrupla de maa su-
perficie del circulo maximo SDBM'S (480):
Y COmO 2max :4maasx:1a; sera la superficie
de un segmento 4 la de toda la esfera,, como
ka altura del segmento a todo el ege.

797  3.° Saquemos ahora la superficie del
paraboloide ASB (fig. 186). La equacion

yy=pz de la parabola da s = ]'} y dr*=—

dy vm—wv)
vor |

Y wCopam)*. Su-

pongamos para integrar esta dlferencnl (pp+

3——"-;—: luego v/(dx* +d]’)—'

nmydu se reducira a a

‘}7)’) ==z, serd pp-r4yy=2z,y diferencian-

do, 8ydy=22dz 6 2ydy=£‘{f. Sustituirase este

2mydy
?

valor en

Cop+ay)*s y quedard redu-
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.., maXzdx z$
ida a

’

, cuya integral es

6p ’
M, poniendo ( pp+4”)’:' en lugar
de z3. Quando y=o,se tifne C:—%mﬂ;

~ de consiguiente ﬂ%:—ﬂz-—émpp sera la
integral completa , que pudo tambien haber-
se sacado por lo dicho (750).

798  4.° Para hallar la superficic del es-
feroide & elipsoide (fig. 187) ; suponiendo
SC=a, CB=b, CP=x y BM=u; sacaré-

o . b
mos de la equacion 4 la curva y= -;t/ (aa-zx),
bxdx '

d]'_-—_‘-— ——: y serd du=v/(dx*+dy*)=

.oV(u-xxz,‘- J . ;
V(ilx’-c— bbxxdx )__ x V(a*-(aa—bb)xx)

dx V(a*=ccxx) . ' N
Tyt (supomendo vV aa—bby=¢c)=

sdxy (% - xx)

av(aa—xx)
2mbedx a* -

x (————xx) ; cuya integral ex-
€CxXX

2X3a*

: de consiguiente 2myds se-

14

‘ a4 (13
presada en série infinita es 2mbx(1—-

2X4X 54t 1X4X6X74"* )
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Fita integral se encuentra mas facilmente
por medio de la cuadratura del circulo; pues

si desde C con un radio —-‘—, se traza un cir-
culo IER, y se alarga hasta E la ordenada
PM;; es claro (60%) que PE=p/ (-———xx)

y que el elemento del area EICP serd.......
ary (-f:- --xx') , queé tendré‘cbn el elemenfa

2mbedx
. A4

V. (—-—-xx) de la superﬁcxe bMM’B

Ia razon de 1: 2% <EIPC=2m<cr-<EICP.

~ Si para aphcar esta solucmn a{ elipsoide
aplanado supusieramos Ss el ege menor, sien-
do CS menor que. Cb, seria Imposible el va-
lor de c=y’(aa—bb). Con que hagamos c—=

V/(bb—aa), y p_..—-—-,.quedaré 2mbedx

X
4

. V (%-— xx) convemda en TVCPP+

- xxD“T xdzy/( ppra). Siendo v (epe

- x ) Ax X {pp~+xx) prdx—xxdx

V(pp-o-xx) = vV pp+x%) ¢
- ppxdxxids -ﬂpxdx ax‘dx Zpoxdx . :

V(ppxx—+x*) — V(pprx—+x*) \/(}ipxx—m-"j ‘
euyo primer término ti¢rte por integral (750)
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<
3 ppxdx
+ d
a Vf Pppxr+x ),y el segundo T
6 3

v mtegrado por los logaritmos

(760? da: ppxl (z+v( pp+2x)); serd la in-
tegra de dxy/( pp-l-xx) -xV(pp+xx)+
1pp<I(z+v'(pp+xx) : multipliquesc por
.._'_f » Y completindola despues (754), serd

ba
la superficie del elipsoide aplanado -f-ix

Vppess)pbmel( L 020),

799 §.° En ¢l conoide htperbdhm siendo
a 'y b los semieges, y x la distancia entre la
ordenada y el centro de la curva, sacarémos

de su equacion }':‘iV (xz—aa), dy—......

bdx p :
e eamenss § 2 S
T y serd v/ (dx*+dy*)=
dx V{(aa—+bb)xx~8*) 2mbdx

4V(xx-u) : luego 2m,du— s

(Vta+bb) (zz—a*), que con suponer ...

X

e R reduce 4 = V(xx—pp)
A su integral m_bx_f_.x_x-_pi). —pbm (z+V/ (zz— |

PP)) que se encuentra por ¢l mismo camino |
que la anterior, se ha de afadir la cons- |
tante que resulta de suponer x=#: y sera fi-

aalmente —— l/(xx —pp)—mbb— pbmx
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e

_’f‘_*!_"_"_’@_) , ¢l verdadero valor de la
by

A — :

' “.

superficic del hiperboloide.

8oo 6.° Para hallar la supeyficie del
groin (fig. 191); supondremos x la distancia
a que esta del vértice A una seccion ¢gef pa-
ralela 4 la base, el arco An correspondiente
4 la seccion semicircular NndA » y suradio AB
2 . —_ aax .
6 BN=a. Siendo du= TeyP— (?,61) ,gul_
tiplicando esta cantidad por 2y (2ax—xx)
valor de ge=2¢gn, resultara 24dz(794), ele-
inento de una de las quatro superficies igua-
les que terminan al sélido: luego la superfi-
cie de todo €l, no contando la de la base, ss-
14'8aa, esto es, dupla de la dicha base.

" * Método inverso de las Tangentes.

801 Por este método se viene en conoci-
miento de la equacion de una curva por la ex-
presion de su tangente 6 subtangente 6 nor-
mal &c. de su rectificacion, cuadratura &c.
que se nos dé. Para esto se forma una equa-
<ion de la expresion dada y de la correspon-
diente féormula de las halladas (721 y sig.
768, 776 &c.) y si se puede integrar s¢ ten-
drd la de la curva que ¢ busca.’



5§10 Carculie-
802 Para encontrar la equacion 4 la cur-

Va cuya subtangente es ” A 1gualare aella

4% Y dx
la formula "}' (721), sacare de —]—‘—%;——’

4dx—2]dy, ¢ integrando tendré ar= 7y, equa-
cion'4 la pardbola (616). Si la subtangente
i#s tercera proporcional a a—z, y; haremos

a—ryy: P de consiguiente serd
a=x a—x

Zii.. » ydy=adx—zxdz, que integradada yy—

zax—x:r - equacion del circulo (603). -

- 803 Para encontrar la curva cuya subno-

-mal es 4—x;3 harémos (72 x) Y% =4z, ydy=
ax

‘adz—xdz; y su integral 2yy=ax—Zzz 6 yy=
2ar—xz nes muestra que es el circulo. Sila
“subnormal ha de ser constante 6 igual 4 1;

tendremos Ll:l ’ )'dj_dx Y 27=3%, equa-
.cion a una parabola cuyo. dlametro es 2.
So4 Hayase de hallar ahora la curva
S
~ouya area es —_. Diferencio esta expresion,
. 34 xxd ‘
¢ 1gualando el resultado,

4 la formuda ge-

"neral ydx del elemento del area (768) , ten-

dr s #xd). ==ydx: de donde se saca xx —ay,
l

equqcxou a la parabola. Finalmente, si dado
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L]
el valor-:-'—(axx'—-’f-) de una solidez, se pi-

diese la equacion de la curya que produjo el
s6lido; formarémos la equacion 2 1 ‘:x =—S'-><
(241dz—z22dx) , de la férmula de la solidez
y de la diferencial de la expresion dada; y
sacarémos de ella yy=24x— 2z, equacion al
circulo : de consiguiente la expresion dada
serd la.de la solidez de la_esfera.
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ERRATAS., 1 i

.p dgina 22, linea 1o, dice 10: lease §. Pag.
37, Iin. 17, dice trecientas : lease trecientas.
Pag. 46, lin. 3, dice 24: es 48. Pag.47, lin.
24, dice 20626200 83 : sea 2062620083.

_ 3ax’+16m -

Pag.67, lin, 3, dice - o lease.....

4x°+ 160 m* o g o gl ab?
3 ;”3;—"',_" Pﬂg’.,.&g, ]‘a-lt p_dlcef':sz
a

lease —;— Pag.74; lin. 8, dice -6—‘:— : lease

%. Pag. 128, lin, 20, dice 99633%: sea
0673%. Pag.id. lin. 25, dice (183): lease .
172), Pag. 139, lin. 2, dice (176) : lease
177). Pag. 143, lin. 10, dice (169) : leass
170). Pag.144, lin. 24 y 28, dice (179)....
1693: sea (180)....(170). Pag.186, lin.1,
dice dinero: lease dinero 24. Pag.201, lin.6,

. 19’ e .
dice 32: es —;%. Pag.208, lin. 2, dice 1 real:

sea I real+r. Pag.209, lin. penult. dice n—4:
es n=—4. Pag, 216, lin. 27, dice de mins-
tos : lease de grados , cada grado en 60 minu-
tos. Pag.218, lin. 1, dice es EBD : lease es—
EBD. Pag. 226, lin. 5, dice en las paralelas:
lease entre las paralelas. Pag. 236, lin. g, dice
;+BR:esiBR. Pag. 241, lin. 21, dice B,C
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Iguales a b ¢ lease A,C iguales a a,c. Pagin.
241, lin. 14, dice AD: es AT. Pag. 253,
Bn. g, dice bk: sea hk. Pag.id. lin. 11 , dice
(374):sea (373). Pag. 257, hn. 23, dice
Q:es sQ. Pag. 248, lin. pemzlt dice bdc:
sea bde (fig. 62) Pag.289, lin. 1, ar:dc: es
s:ar:be. Pag. 269, lin. 8, dice B', b’ : sea B,b.
Payg.279, lin, 25 y 28, dice OH: es OM.
Pag. 284, lin. §, dice ABF : es ADF. Pag.
304, lin.17, dice CFAHT: es CFAHT (ﬁg
97)- Pag.id. lin. 25, dice EQPT: es EQPT
(fig.100). Pag.310, lin. g, dice pentagonos:
lease pentagonas. Pag. 320, lin.26 y 27, di-
<e.31067 y 3108: lease 3106 y 3107. Pag.
345 lin. 24, dice (570): sca (§71). Pag.
366, lin. 26, dice 24 : es V'2a’, Pag 371,
din. 24,diceRS es PS. Pag. 375, lin. 18,
u—+\'/px. sea uxvpx
7' Vgx
aa—-XX aa—xx
: sea

Pag 383, Iin. 12, dice

. Pag, 384, lin. 17, dice £:

s k Pag. 385, lin. 4, dice (177), es (633).
Pag.394,ln. 11, dice TD: sca Td. Pag.
396, lin. 1, dicegf m+Fm) : sea (fm=Fm).
Pag. 397, lin. 16, dice SD: sea Sd. Pag.
399, lin.ult. y 400, lin. 2, 3 4y5, lao,
debe ser k. Pag. 403, lin. 9, dice NQ-—m:
sea NQ—Qm. Pag.id. lin. 10, dice NQ+Qu:
es NQ+Qm. Pag. 423, lin. 2, dice S=: sca
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s=. Pag. 442, lm 9, dice su dngulo : lease !

de su dngulo. Pag. 443, lin. 10, dice (a es:

lease (ges. Pag.463, lin. g, dice yriseay x. |

a%+24dx a0+1dx

-+1)dx sea (o-+1)dx’
Pag. 477, lin. 1, dice que es: lease es. Pag.
483, lin.21, dlce Pm-+pn: sea PM~+pm. Pag.
487, lin. 2, dice by b P SEA e
’ 118 115247

Pag. 467, lin. 2, dxce

' 7
bx®

b b . Pag.id. lin.3. dice .......
1.24° llsza ;
1Xx* 1Xx” 1Xx*

¢ sea = ssesesene .
2X34° zx;x;4‘ 2X4X54° ‘
, 1X§Xx . .

0, : sea
TXaxéxTw . Pag. §oo, lin. 5, dice —+¢: sea
~+c. Pag. 505, lin. 17, dice z: es dx. Pag.
508, lin. 13, dice P lease ..........
bxdx

. Pag.id. lin. 16, dice p: sa

av(xx—aa)
pp- Pag. 509, lin. 8, dice (961) es (761).
Pag. §10, lin. 11, dice -;—; sea 2 Pagd

xxdy  sea xxdx

lin. penult. dice

-
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