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PREFACIO

Este seguinte trabalho foi ampliado de forma a poder expor e explicar
melhor o tema visto que este fica somente esclarecido no entender do
Grupo — 1 da turma de Engenharia Informatica da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologias da Universidade Zambeze - P2.

Comecando pelo tema de enfoque Formas Quadraticas e Cdnicas.

Optando por apresentar um texto de caracter expositivo — explicativo o
trabalho esta maioritariamente composto por exemplos e figuras na qual a sua
explicacédo o torna mais compreensivo.

Contudo expomos o seguinte trabalho e com muito apresso que
aceitamos criticas e sugestoes.
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1.0 - FORMAS QUADRATICAS E CONICAS

Para entendermos formas quadraticas e conicas estudaremos agora
equacdes em duas variaveis que representam um tipo especial de curva, e
veremos como a teoria de autovalores e autovectores pode nos ajudar a
esbocar tais curvas.

Defini¢cao 1.1:

Uma equacédo quadréatica € uma equacao da forma
ar’ +bry+cy’ +dr+ey+ f=0
Em que a, b e ¢ ndo sao todos nulos.

O grafico de uma equacédo quadratica (isto é, o conjunto de pontos (x, y)
do plano que satisfazem a equacéo) € chamado seccao cénica
(ou simplesmente cénica), pois € uma curva que pode ser obtida através da
intercepcéo de um cone (duplo) com um plano. Dependendo da posicéo
relativa do plano, obtemos um circulo, uma elipse, uma parabola ou uma
hipérbole, conforme mostra a figura 1.1.

Figura 1.1: As secgdes conicas séo obtidas através da intercepgéo de um plano com
um cone. (a) Circulo e elipse; (b) Parabola; (c) Hipérbole.

(a) (b) (c)
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(Na verdade, um circulo € apenas um caso particular de uma elipse, mas
0 consideraremos separadamente por ser comum e importante.)
Se o plano passa pelo vértice do cone, obtemos apenas um ponto, uma
recta ou duas rectas.
e Essas sao as chamadas cénicas degeneradas.
e Uma conica esta em sua posicdo padrdo em relacdo aos eixos
coordenados quando sua equacédo esta expressa em uma das
formas mostradas na figura 1.2.
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Exemplo 1.1:
ldentifique e esboce a conica

422 —9y* +36 =0

Solucgéo:
Dividindo a equacé&o por 36, temos
IQ y2 y2 IQ
——=+4+1=0 : — ——=1
9 2" - 49

Reconhecemos esta equag¢do como a equacao de uma hipérbole que se
abre sobre o eixo y e que cruza o eixoy em (0, 2) e (0,-2). A cbnica esta
mostrada na figura 1.3.

Figura 1.3: Hipérbole do exemplo 1.1.

Quando numa equacao quadratica temos termos a mais, a cénica ndo
esta em sua posicao padrao, e foi transladada e/ou rotacionada. Quando nao
temos o termo misto xy, ela foi apenas transladada, e podemos esbhoca-la
completando os quadrados:

Exemplo 1.2:
ldentifique e esboce o gréfico de:

922 +y*> — 36z — 6y +36 =0

Solucgéo:
Agrupamos 0s termos em x e emy:

(92 — 36z) + (y* — 6y) +36 =0
O(z? — 4z) + (y? — 6y) = —36
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Agora completamos os quadrados nas expressdes nos parénteses para
obter

Oz —4z+4)+ (2 —6y+9)=-36+36+9
9z—2)2+(y—3)2=9

Fazemos agora a substituicdo
t=x—2,y=y—3

E teremos:
i‘Q

-2
922 +7* =9 ou _——I—%

Essa é a equacdo de uma elipse com centro na origem do sistema de
coordenadas (xy).

O eixo x € o conjunto de pontos emque y =0, isto é, emquey -3 =0,
de forma que coincide com a recta 'y = 3. Em outras palavras, a origem foi
deslocada trés unidades para cima. Da mesma maneira o eixo y € a recta
x =2. A origem do sistema xy é (2, 3), entdo temos a hipérbole mostrada na
figura 1.4.

Figura 1.4: Elipse do exemplo 10.2.

L4

%
N\

-
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Se na equacédo quadrética existir o termo misto xy, a coénica foi
rotacionada. Para ver como podemos entdo esbocar a conica, observe que a
equacao

ar’ +bry+cyl+dr+ey+f=0

Pode ser escrita como

= aff ]+ af] oo

Ou

xTAx +Bx+ f=0
Onde:

x= ] a= 5 i eB-[ 4

2
Vamos considerar apenas a primeira parte da equacéo,

 off: O termo misto nédo existira se A for diagonal. Mas como A é simétrica,
ela pode ser diagonalizada, isto €, existe uma matriz diagonal D tal que:
A=QDQ"

Onde:

Q é ortogonal.
Entdo temos:

xTAx = xTQDQ"x = (Q"x)' D(Q"x)

N o

Chamando

x = QT <! Dx

X Chegamos a forma
Que nao tem o termo misto, e entdo pode ser esboc¢ada facilmente.

Exemplo 1.3:
Identifique e esboce a conica

42° + 6zy —4y* =5

Solucgéo:
Podemos escrever a equacao da cénica como

= ol 3] -

A matriz A é simétrica. Vamos calcular seus autovalores:

p(A\)=(4—=2)(—4—2)—9=X2—25
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Igualando a zero, temos os autovalores

/\1=—-50/\2=:).

— . F . = _—03 é -__1
A=-=5 — A+')I__3 1] |:E O] xl—{gl

U o U R 1 1 I
A=5H — :1—.)1—_3 _O]—’[EO] X2_L]

Como queremos uma matriz Q ortogonal, precisamos de um conjunto

ortonormal de autovetores. Como 0s autovetores sao ortogonais, basta
normalizalos.

Com isso obtemos

1 3
a=| Y| e =Y
V1o V1o
Entéo
1 3 -5 0
g=| g > D=[O 3] e A=QDQ"
Vo Vi

Fazemos a mudanca de variavel

x = 0%

Com isso, a equagéao se torna

xTAx =5 = (Q%)TAQx)=5 = xTQTAQx =5 = x'Dx=5

e Y-

—5i? + 58 =5 = P —i*=1

Essa é a equacdo de uma hipérbole que se abre sobre y. Para
esbogarmos os eixos x e y, precisamos saber que vectores fazem o papel de

<ot

No novo sistema de coordenadas. Mas como

=0

A.L.G.A/ CURVAS DE SEGUNDA ORDEM / HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA u



Formas Quadraticas e Cbénicas 2009

1 3 1 1
- V10 10 _ 10| _
Qe = 3 1 ol = 3 =1
| V10 10 L | V10
[ 1 2 -O— [ 3
< V10 10 _ 10|
QGZ - 3 1 1 - 1 ]
L V10 10 L [ /10

Esses vectores sdo justamente os autovectores de A. Agora fazem o
esbogo, mostrado na figura 1.5.

Figura 1.5: Hipérbole do exemplo 10.3.

Quando temos o termo misto e termos em x e y, a conica foi rotacionada
e transladada. Neste caso a estratégia é eliminar primeiro o termo misto e
depois completar os quadrados:

Exemplo 1.4:
Identifique e esboce a conica

322 + 22y + 342+ 8V2y —4 =0

Solucgéo:
A matriz A é

.31
‘4_[1 3]

Que é diagonalizada por:

1 ¢
-5 % <ok d
vz V2
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Fazemos a mudanca de varidveis x = QX. Isso elimina o termo misto. Os
termos em x e y s@o

[O 8\/5} : 4

Logo se tornam
1 1
0 8v2|Qx=0 8v2|| V2 VZlx=|[-8 §|x
V2
Temos entao
202 + 492 — 8 +8y—4=0
i+ 2 —45+49—-2=0
(2° — 47) + (207 + 49) = 2
(% — 42 + 4) + 2(¢? +7y+l)=‘2+4+‘2
(£ —2)2 +2(y+1) =

Agora chamamos
T=z—-2e¢y=9+1,

E obtemos
i;? T3 2y2 — 8
2 w9
xr Yy
—+Z=1
g 71

Que é a equacdo de uma elipse. Para esboca-la, primeiro rotacionamos
0s eixos para apontar para a direc¢ao de:

Fa T
2 V2

Novo sistema xy para obter o sistema de coordenadas xXy. A origem de
Xy eemx=2e
y = =1. O esboc¢o pode ser visto na figura 1.6.

Figura 1.6: Elipse do exemplo 10.4.
Yy
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1.2 — QUADRICAS

Defini¢cao 1.2:

As superficies quadricas (ou simplesmente quéadricas) sdo os analogos
tridimensionais das cénicas. Elas surgem a partir da equacédo
XT‘-].“.(-i-BX-i—j:O
Onde

o
Il
S I

A é uma matriz 3x3 simétrica e B € um vector 1x3, de forma que
temos a equacao geral

a

~
~

+lg h 4| |y|+5=0

N
O I

o)

(] S~ ] [
0 NS NIn

N N

ar’ + by’ +c2? +dry+exz+ fyz+gr+hy+iz+35=0
Contudo:

e Também aqui podemos diagonalizar A para eliminar os termos
mistos e/ou completar os quadrados, de forma que chegamos em
uma quadrica na posi¢ao padrao em relacdo a um novo sistema
de coordenadas que foi rotacionado e/ou transladado. A figura 1.7
mostra algumas quadricas na posicao padrao. Os outros casos
sdo obtidos por permuta das variaveis.

e Atabela 1.1 nos ajuda a identificar as superficies quadricas
mesmo quando ha permuta das variaveis. O primeiro passo €
separar 0s termos com variaveis do termo independente, que sera
Oou1l.
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Figura 1.7: Quédricas

Elipséide:
2 2,2
r z

i

Hiperboléide de uma folha:

™~

Hiperboléide de duas folhas:

470N,
AN
‘,:%f)?l.‘.s‘:\ﬁ{a;,
N
i fl;' ;’b‘b‘g ‘\\\ N

Cone eliptico:

, 22 g2
= e
a b
3
F 4 %
I'EVR'N
P 1)
I
b
)]
1 i

Paraboléide eliptico:

2009

Paraboléide hiperbdlico:
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Tabela 1.1: Identificando quadricas

Equacao Caracteristica Quadrica Observacao
2 gt P Nenhum sinal de e
BRSNS, | ) Elipséide
T R menos
: g s Se abre sobre o eixo do
2 2 22 Um sinal de me- Hiperboléide ;
Pt T P | termo com sinal nega-

nos

de uma folha

tivo

Dois sinais de me-
nos

Hiperboléide
de duas folhas

Se abre sobre o eixo do
termo com sinal posi-
tivo

Nenhum termo li-

Se abre sobre o eixo do

- : ’ T ; .
2 Y _p Cone eliptico termo com sinal posi-
a2 BB near .
tivo
Um termo linear;
T 0 termos quadrati- Parabolbide Se abre sobre o eixo do
a2 cos com mesmo ecliptico termo linear
sinal
Um termo linear;
y? p2 0 termos quadra- Parabolbide hi- Se abre sobre o eixo do
- + b ticos com sinais perbdlico termo linear
opostos
Exemplo 1.5:

Identifigue a quadrica de equacao
522 4+ 11y* + 227 + 162y + 202z — 4yz = 36

Solucgéo:
Podemos escrever a equagao matricial como
XT,AX =i Com
5 8 10
A=1|8 11 -2
10 -2 2
Os autovalores de A séo
/\1=18)\2=90/\3=—9
Com autovetores (normalizados)
2 1 2
3 3 3
2 2 1
q = |3 qz = |—3 3 = |—3
1 2 —2
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Entao
QTAQ =D
Sendo
2 2
2 % 2 18 0 0
Q= % _% _é e D=0 9 0
i3 -3 0 0 -9

Fazendo a mudanca de variaveis
L = x

A equacao torna-se
(Q%)TAQx = 36
xTQTAQx = 36
xI Dx = 36
1842 + 9% — 922 = 36
2 ol -

oyt 2
sk —=g =1
Que é a equacdo de um hiperboléide de uma folha que se abre sobre o

eixo z. As direc¢cOes dos eixos rotacionados X, y e Z sdo dadas por qi1, gz2¢€ Qs,
respectivamente.
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1.3 — HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

O hiperboléide representado analiticamente pela equacédo, denomina-se
hiperbol6ide de uma folha. Séo faceis de verificar as seguintes propriedades:

e A superficie € simétrica em relacdo aos trés planos coordenados, e,
portanto aos trés eixos coordenados e a origem.

e Ainterseccdo da superficie com um plano z =(k, k) € IR e uma elipse de
equacao:

2 2 2
X y k
=14
a’ b’ c?
A intersecc¢do do hiperboléide de uma folha com um plano x =k (ouy =
k), k # + a, (ou k # = b), e uma hipérbole de equacéo.

x2 y2 k2
& b

N
\ [

e

L= _:\\
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Fazendo-sey =z =0, obtemos x = + a, isto e, os pontos (- a, 0, 0) e
(a, 0, 0) de intersecc¢do do eixo Ox com a superficie. Analogamente, fazendo
x=z=0,tem-sey == b, ou (0, - b, 0) e (0, b, 0) pontos onde o eixo Oy corta
a superficie. O eixo Oz nao intercepta o hiperboldide.

Se a = b o hiperboléide e uma superficie de rotacdo de eixo Oz.
A equacgéo:

2 2 2
a(X—Xo) +B(Y—Yo) —7(2—2Z) =P
Onde:
(a, B, y e P ) sdo numeros reais positivos, representa um
hiperboléide de uma folha de centro no ponto (Xo, Yo, Zo) Simétrico em

relacdo aos planos X = Xo, Y = Yo € Z = Zo. Toda equacao do segundo
grau da forma:

o, X2 4B,y +v,22 +a,X+B,y+7,2+8=0

Com (a1, B1, Y1, 02, B2, y2 € ®) reais que se possa reduzir a forma
anterior, representa um hiperboléide de uma folha.

Figura 1.8: hiperboldide de uma folha
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