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El6sz06 helyett

BOLYAI JANOS a magyar és az egyetemes tudomdny egyik legnagyobb alakja.
A magyar nép szellemi alkotéképessége, a tudomdny terén, legmagasabb fokon
benne 6ltott testet. Eletét és munkdssdgat szdmos mi méltatta, sokan és szeren-
csére sokat irtak réla. Az el6ttiink jarék szorgos munkdjanak készonhetéen ma
mdr konyvtirnyi Bolyai-frassal rendelkeziink. Rangos monogréfidk, sok tudomi-
nyos dolgozat és népszeriisito cikk ismerteti életitjat, a geometridban elért kor-
szakalkoto felfedezését s a modern matematika kialakitdsaban jétszott szerepét.

BOLYAI JANOS, a matematikus réges-régen elfoglalta mélté helyét a tudo-
mdnyban. Nemcsak mi, magyarok, de az egész vildg ismeri, becsiili a Bolyai-
nevet. A csillagdszok — HELL MIKSA, EOTVOS LORAND, NEUMANN JANOS mel-
lett — réla is elneveztek egy krdtert a Holdon. A Mars és Jupiter k6zétti zéndban
kering6 kisbolygdk egyike szintén BOLYAI JANOS nevét viseli. Amikor az elsé
magyar {irhajos a vildgiirben jart, BOLYAI JANOS f6miivének egyik eredeti pél-
ddnydt is magdval vitte. Ezzel jelezte, hogy az Appendix a magyar tudomany
legragyogdbb 26 oldala.

Valahédnyszor a nevét emlitjiik, szinte mindig geometriai eredményeit helyez-
ziik el6térbe. Ez teljesen indokolt, hisz az abszolit geometria megalkotdsdval va-
I6ban egyediildllé eredményt ért el. Ujabban sok sz6 esik tarsadalmi, filozéfiai
nézeteirdl, s taldn a Responsio is egyre ismertebbé vilik a matematikatorténet-
ben. Létezik azonban BOLYAI JANOSnak még egy, kevésbé ismert fontos miive.
Ez a haldlakor rink maradt kéziratos hagyat€ka. A tobb ezer oldalnyi Bolyai-
ereklye lapjai rejtik azokat a gondolatokat, amelyeket réjuk életének mdsodik
felében magdnyosan, sivir kornyezetben jegyzett fol.
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A Bolyai-hagyaték feltardsa mintegy 100 évvel ezel6tt kezd6dott meg. PAUL
STACKEL 1ittoré munkdjdanak koszonhetd, hogy a tudoményos vildg a szdzadfor-
dulé idején megismerhette BOLYAI JANOS tébb, kéziratban maradt munk4jat. A
késdbbi Bolyai-kutatds legtobbszor csak STACKEL észrevételeire és magyardza-
taira tdmaszkodott. O valéban jelentSs munkét végzett, de mindent feldlelni és
valésan értékelni nem tudott. Kényve a benne fellelhet pontatlansdgok és egyes
hibdk ellenére ma is a legrészletesebb, legalaposabb Bolyai-monogrifia.

Lehet-e még tjat mondani az Appendix tudés szerzojérol? Vannak-e ma,
1997-ben fehér foltok a Bolyaira vonatkozd ismereteink térképén? — kérdezhet-
jik teljes joggal.

Az elmult évtizedekben, években megsejtve, hogy BOLYAI JANOS kézirata-
inak lapjai még rejtenek értékes matematikai tételeket, egyre tébben siirgették,
stirgetik a Bolyai-hagyaték dtvizsgdldsit. Bdr szdmosan forgattdk mar a kézi-
ratokat, mégis kiilonds, hogy tobb mint egy évszdzad alatt nem akadt egyetlen
magyar szakember, aki ezek rejtelmeibe — néhdny, foképpen geometriai ered-
mény vizsgdlatin tdl — tiizetesen behatoljon. Pedig nagyszer( feladat felkutatni
azt, hogy nagy mivének megalkotdsa utdn mivel foglalkozott a tébbszér csalo-
dott, meg nem értett BOLYAI JANOS. E feladat el viszont kitérni nem szabad,
mert kotelességlink hagyomdnyaink feltdrdsa, nyilvantartdsa és kozzététele.

Vajon igaz-e, hogy BOLYAI JANOS izig-vérig geométer és eredeti gondolatai
is mindig geometriai tartalmiak? Az eddig megjelent monografidk szerzéi ugyan
megemlitik, hogy Bolyainak .szdandékiban 4llf” vagy ,remélie” bizonyos nem
geometriai feladatok megolddsat, de arra a kérdésre, hogy valdjaban keresett-e
és taldlt-e a maga dltal Kit(izott kérdésekre vilaszt, mar nem adnak feleletet.

Kulturdlis-tudoményos 6rokségiink feltarasdnak s ennek keretében a Bolyai-
portré minél teljesebbé, igazabbd tételének igénye Osztonzdott arra, hogy dtol-
vassam, kibet{izzem a marosvisdrhelyi Teleki—Bolyai Kényvtarban &rzott sok
ezer oldalnyi Bolyai-kéziratot s megvizsgdljam, mit végzett az abszolit geomet-
ria megalkot6ja a matematika mas teriiletein. Nem villalkozhattam — legaldbbis
egyeldre — a BOLYAT dltal kutatott minden probléma feltirdsara. Eddig csupdn
azokra a vizsgdlatokra Osszpontositottam figyelmemet, amelyek sorin BOLYAI
JANOS algebrai és szdmelméleti kérdések megolddsit keresi. Az frasok val6sdg-
gal lenytligoztek, s dgy érzem, hogy makacs, aprélékos munkam jutalmaként a
»Bolyai-laddk™ tobb 1j, eddig ismeretlen titkdt, tavlatit sikeriilt felfednem. Val-
latéra fogva ezeket az frasokat kirajzolédott az eddig ismertnél egy arnyaltabb,
teljesebb, szinesebb Bolyai-kép.

Koényvemben — felhaszndlva és kiegészitve a mdr megjelent részlettanulma-
nyaimat — BOLYAI JANOSnak a kéziratos hagyatékban rejt6z6 olyan felfedezése-
ir6l szeretnék tudésitani, amelyekrdl az eddigi igen tekintélyes Bolyai-irodalom
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semmit sem tud. Célom a Bolyai-kutatdsban még mindig Iétezé fehér foltok ké-
ziil néhdnyat eltiintetni és mdsokat is felfedezd dtra buzditani. Igyekeztem a ko-
rabbi szakirodalom tévedéseit kiigazitani s felhasznédlva a kiadatlan dokumentu-
mokat, minden érvelésemet BOLYAI JANOS szavaival aldtdmasztani.

Munkdm sordn, ahol csak tehettem, mindvégig elkeriiltem a masod- vagy har-
madlagos forrdsokat, €s csak az elsGdlegesekbdl, azaz a kéziratokbdl szereztem
az ismereteket. Sok esetben tapasztaltam, hogy igen hasznos az eredeti forrdsok
alapjdn ellendrizni mas szerzok dllitdsait.

Igaz, hogy a hagyatékban nem taldlunk a Tér tudomédnyédhoz hasonlithaté mi-
vet, de ha tiirelmesek vagyunk és elég mélyre dsunk, akkor felfedezziik, hogy a
Bolyai-kéziratok még sok meglepetést tartogatnak szamunkra. Faradozasainkért
bGven kdrpétolnak azok a kincsek és gondolat-gyongyok, amelyeket felszinre
hozhatunk. Remélem, hogy e sorok olvaséja is annak tekinti majd BOLYAI JA-
Nosnak azokat az észrevételeit, amelyek eddig a Teleki Téka polcain heverve
nem viltak ismertté a matematikai irodalomban, de amelyeket késébb, évtizedek-
kel zsenidlis matematikusunk haldla utdn, médsok djra felfedeztek és kiilonboz
foly6iratokban kozoltek.

BOLYAI JANOS kéziratos hagyatékinak lapjain igy idézi édesapja véleményét
az irasrdl: ... .. Arydmként tan mdr tdobb az iré, mint az olvasé, s szinte mdr az
érdemel emléker ki ugyan képes lévén olvasni és irni is, fontos és nyomds ok
nélkiil iré nem lesz, ...”. Bar dtéreztem és megfontoltam BOLYAI FARKAS bdlcs
szavait, sok toprengés €s habozds utdn elhatdroztam, hogy mégis megprobidlok
(16" lenni. Ugy érzem, hogy most , fontos és nyomds” okom van erre.

Az utébbi években BOLYAI JANOS elszértan hevert jegyzeteit, papirszeletké-
it 9sszesoporve szamos olyan, eddig rejtézkodd gondolatdt sikeriilt napvildgra
hoznom, amelyek — ha megkésve is — megérdemlik, hogy tanulmanyokkd da-
gadjanak. BOLYAI mostoha sorsa miatt sajat frasaib6l mindssze csak 26 oldalt
olvashatott nyomtatdsban. Ezért a kovetkezdkben gyakran hagyom beszélni a
szovegeket, hogy mindannak toredékét, amit mér egyszer leirt, de nem tudott
kdzreadni, most kézosen juttassuk el az olvaséhoz.

Koszonettel tartozom mindazoknak, akik bitoritva kutatémunkdmat rokon-
szenvvel és segitGkészséggel dlltak mellém.

Az autograf Bolyai-iratokat a Teleki Tékaban tanulmédnyozhattam. A kényv-
tar minden dolgoz6jdnak halds vagyok dllandé segitségéért. Munkam sordn végig
éreztem, hogy tevékenységemet Oszinte egylittérzéssel kovették, s orvendtek az
elért eredményeknek.
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Sokat jelentett szimomra azoknak a folyGiratszerkesztSknek a batoritdsa,
akik kézirataimat el6szor fogadtdk el kdzlésre. Kiilonosen STAAR GYULA (a Ter-
mészet Vildga foszerkesztdje) és MAURER 1. GYULA (a Mathematica Pannonica
fGszerkesztdje) Karoltik fel elsd kisérleteimet.

Nagyot lenditett munkdmon a Magyar Tudoményossag Kiilfoldon akadémiai
program keretében meghirdetett Domus Hungarica Scientiarum et Artium §sz-
tondijrendszerének tamogatdsa, amelynek segitségével hosszabb id6t tolthettem
Budapesten s oft is folytathattam kutatdsaimat.

Kiilénos haldval tartozom Dr. SZENDREI JANOSnak és Dr, VEKERDI LASzZ-
LOnak, a kézirat lektorainak. Eszrevételeikkel jelentésen hozzdjarultak ahhoz,
hogy a kdnyv értékesebbé viljek.

Végiil néhany sz6t az Irodalomjegyzékben taldlhaté munkdkra valé hivat-
kozasokrol. [1] az [-es munkdra valé hivatkozdst jelenti; [1, 159 old.] az 1-es
munkdban a 159-es oldalra, [1, 4] pedig az 1 és 4 munkdkra valé hivatkozast
jelenti. Ha egy tobb kdtetes munkdra utalok, akkor példaul a {10, 3:76]-tal azt
fogom jeldlni, hogy a 10-es munka 3. kotetének 76. oldaldra hivatkozom.

Mivel BOLYALJANOS [18] kéziratos hagyatékéra nagyon sokszor hivatkozom,
azért ezt elhagyom, a megfeleld oldalszdmot egyszerfien csak zaréjelbe teszem.
A (982/8") példdul a [18]-ban taldlhaté 982/8-as jelzetil lap hatsé, paros oldalat
jelenti, Megjegyzem még, hogy a Marosvisdrhelyen taldlhaté hagyatékban min-
den oldalt egy tortszdm jeldl. A 982/8 jelzet a 900-as dosszié 82-es szdmozdsu
lapjai koziil a 8. oldalt jelenti. A (2.3.§) hivatkozds pedig azt mutatja, hogy a
konyv 2. fejezetének 3. paragrafusdra utalok.

Sajit kiegészitéseimet, sz0- €s szovegmagyardzataimat, latin kifejezések for-
ditdsait stb. kapcsos zaréjelbe — { } — fogom tenni. BOLYAIJANOS szavai, vagyis
a kéziratokbdl idézett részletek a konyvben végig dolt betikkel jelennek meg.

Marosvidsdrhely, 1997. december 15-én, BOLYAI JANOS sziiletésének 195, év-
fordul6jan.

Kiss Elemér
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Bolyai Janos életitja
és a Tér tudomanya

1.1. Bevezeto szavak

Munkiénk els6 részében felidézziik BOLYATJANOS életitjdnak néhdny, sikerekben
szegény, csalédasokban gazdag allomasat. Szot ejtiink geometriai felfedezésérdl
és egyéb kutatdsairél. Eletének ezek a mozzanatai, a mértanban és a komplex
szamok elméletében elért eredményei széles korben ismertek. Mégsem keriilhet-
jik el a legsziikségesebb életrajzi adatok felemlitését s munkdssdgdnak vézla-
tos bemutatdsat, mert ezekre a kés6bbiek sordn is tobbszor fogunk utalni. Ha
az itt kovetkezd sorokban nem is tudunk sok djat mondani olvaséinknak, hisz
BOLYAIrél mar szamos kivalé konyv és irds jelent meg (PAUL STACKEL, DAVID
LAJOS, BENKO SAMU, SZENASSY BARNA, WESZELY TIBOR, TORO TIBOR, TOTH
IMRE, SARLOSKA ERNG, VEKERDI LASZLO és mdsok tolldbdl), mégis torekedni
fogunk arra, hogy az ismert adatokat tobb helyen kiegészitsiik a kéziratokban fel-
lelhetd, de eddig még nem kozolt Bolyai-vallomdsokkal. Felhasznéalva az ut6bbi
idében megjelent t6bb szakdolgozatot [61, 94, 114, 115, 128], geometriai rend-
szerének ismertetéséhez is fliziink néhdny tjabb adatot.

Szdmosan vélekednek gy, hogy a prioritdsi vitdk dltaldban terméketlenek.
Sajnos egyes matematikatdrténészek pontatlan munkdlkoddsa nyomdn BOLYAI
JANOS felfedezésével kapcsolatban olyan téves eszmék is behatoltak a koztu-
datba, amelyeket nem hagyhatunk sz6 nélkiil. Ugy érezziik, hogy a kihivdsokra
sziikséges feleletet adnunk.
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1.2. Bolyai Janos életatjanak allomasai

Néhdny év milva fogunk megemlékezni BOLYAI JANOS sziiletésének 200, évfor-
duléjardl, aki BOLYAI FARKAS (1775-1856) fiaként 1802. december 15-én sziile-
tett Kolozsvaron. Hala apja kozlékenységének, jél ismerjiik Janos gyermekkorat.
Mir ebben az id6ben feltlint sokirdnyd szellemi tehetsége s a matematika irdn-
ti rendkiviili fogékonysdga. A fidra biiszke apa régi bardtjdhoz, C. F. GAUSShoz
(1777-1855) irott levelében [101, 86—87 old.], részletesen beszdamol Jdnos kiilon-
leges képességeirdl. Elmondja, hogy a Kisfid jatékbdl az égbolt sok csillagdnak
nevét megtanulta, ismer tobb geometriai alakzatot. Az irds-olvasdst hatéves ko-
rdban szinte magdtd! sajdtitotta el, rd egy évre kezdte tanulni a német nyelvet €
a hegeddjatékot.

A kéziratokat olvasva BOLYAI JANOSnak olyan fljegyzéseire is taldlhatunk,
amelyekben — ismert Onéletrajzi irdsa mellett — sajdt maga is beszél érdekes gye-
rekkori gondolatair6l. ,,Mar kisgyermek koromban — irja a kéziratos hagyaték
1214/2-es szdmozdsi lapjan — feltettem magamnak a kérdést, hogy végtelen sok
primszdam Iétezik-e?”.

Arrdl, hogy BOLYAI JANOSban igen kordn jelentkezik a matematika irdnti
szenvedélyes érdekl6dés, eddig csak BOLYAI FARKAS leveleibdl értestilhettiink.
A fent emlitett f6ljegyzésben viszont maga jelenti ki, hogy mar gyermekkordban
foglalkoztatta a szimelmélet egyik fontos kérdése. De 1éteznek még mads, ehhez
hasonl6é vallomdsai is. A hagyaték 1389/1 oldalan igy ir: ,,még elsd fiatal, sét
gyvermekkoromban magamtol is talaltam, atldttam, rimentem”, hogy

k m
lim (1 dh —) =ek,
mM—>00 m

Beismeri, hogy eleinte az imagindrius mennyiségek fogalma nem volt elég
2 o P s y
vildgos szdmadra, de késébb megpillantva az i' =¢~ 2 képletet, érdekl6dése mind-
jart ezek felé a szdmok felé fordult:

WAz Integrdlaskor neha logaritmust Is ... de akkor még az al-uti nyikrol
{imagindrius mennyiségek} nekem sem Ilévén ill0 vildgos képzetemn, inkdbb ir-
tézva s hasztalan liresnek véve elfordultam s annyibahagytam, nem is mertem
akkor tovibb nyomozni (mint a A tant is legeldbb bdr is észre-véve) mig végre

5 =1 _& Sy " g oo -
meglittam a ~/—1 =e ... mi dltal végre f6lhiva érzem magamat minde-
nekeldtt a f6 — és al-uti nyikrdl tiszta fogalmat szerezni...” (1389/1").

Janost 9 éves kordban apja kezdte tanitani. Matematikara alig kellett oktat-
nia, mert egy pillanat alatt felfogta és dtldtta az tdjonnan hallott tételt és azonnal
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Emléktibla Bolyai Janos temesviri lakohdzan (Kiss Péter felvétele)

tudta a bizonyitast is. 13 éves kordban mdr tud latinul. Farkas 1816. dprilis 10-én
[101, 99 old.] irta GAUSSnak: ... ,felndtt tanitvainyaimmal egyiitt nyilvanosan
igen dicséretesen vizsgdzott dedkul...”. 1817-ben osztilya legjobbjaként a ma-
rosvdsdrhelyi Reformdétus Kollégiumban leteszi a mai gimnaziumi érettséginek
megfelel6 vizsgat.

BOLYAI FARKAS azt szerette volna, ha rendkiviil tehetséges fia Gottingenben
GAaussndl folytatnd tanulmdnyait. Ezt meg is frta GAUSSnak [101, 99-100 old.],
de ifjikori bardtja nem vélaszolt a levelére. Ezért hosszas toprengés utdn gy
hatdrozott, hogy fidt a bécsi hadmérnoki akadémidra kiildi tovabbtanulni. Jdnos
Bécsben 1818 augusztusdban sikerrel letette német nyelven a felvételi vizsgat, és
ezzel megkezdddott Katonai pialyafutdsa.

A nagy tradiciéval rendelkez8 béesi akadémia szinvonalas iskoldnak sza-
mitott. Bécsi tandraitél azonban BOLYAI JANOS kutatdsaihoz legfoljebb batori-
tdst kaphatott, de irdnyitdst, segitséget nem — dllapitja meg SZENASSY BARNA
(1913-1995). Ez taldn igaz, de ne feledkezziink meg arrél se, hogy a Habsburg-
birodalomban a XIX. szdzad elején Kdroly fGherceg katonai reformjai szellemé-
ben korszeriisitették az egész tisztképzést és a katonai tanintézetekben, elsésor-
ban pedig a bécsi c¢s. kir. mérndkakadémidn az oktatds kozéppontjiba a mate-
matika kertil [3, 9 old.]. SARLOSKA ERNO [95] tanulményédbdl azt is megtudhat-
juk, hogy BOLYAI JANOS Bécsben egy tdg horizontd vildgba jutott, amelybdl ké-
sGbb se lépett ki soha [123]. SARLOSKA — irja VEKERDI LASZLO — az Akadémiai
Koényvtiar Kézirattardban 6rzott gazdag kéziratos anyag gondos tanulményozd-
sa sordn jutott arra a meggy6zddésre, hogy BOLYAT JANOS szokdsos megitélése
téves, kivdlt, ami a miive megalkotdsa szempontjdbdl oly fontos ifjii éveit s ka-
tonai szolgdlatat illeti. Egy nagy, racionalis, jéindulatd és emberséges rendszer
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miikodését kanyaritja a gondolataival viaskoddé Jinos koré, amely védte inkdbb,
mintsem gdtolta a kereteibe sziikségképpen nehezen beilleszkedd lingelmét [9,
41 old.].

Janos mindig j6 tanuld volt, s ami a legfontosabb, hogy hadmérnoki aka-
démiai évei alatt is rendszeresen foglalkozott matematikédval. Jegyzeteiben mdr
ekkor felvillannak eredeti Gtleteinek szikrdi.

Mechanikai feladatok megolddsdt tartalmazd akadémial jegyzetfiizetében
(1563/1", 2Y) taldlhaté 4brdk — melyek felett a Parallelarum Theoria cim olvasha-
16 — azt igazoljak, hogy mdr bécsi didkoskoddsa idején, 1820 koriil foglalkoztat-
tdk a parhuzamosok posztulaituméval kapcsolatos kérdések annak ellenére, hogy
ebben az id6ben apja ,,a maga sdrkdnyétél 6vja 17 éves fiat” (NEMETH LASZLO).

BOLYAI JANOS ugyanebben az évben, a hadmérndki akadémia tanul6jaként,
egy nevezetes 0kori problémadval, a szogharmadolassal is foglalkozott (tetszéle-
ges szog hdarom egyenld részre valo osztasa korz6 és beosztds nélkiili egyenes vo-
nalzo haszndlatdval). Hagyatékaban fennmaradt egy papirlap (1114/2%), amelyre
igen szilikszavian, megokolds nélkiil vdzolta fel szerkesztését. A szerkesztést kor-
zG €s vonalzo segitségével végezte el, de emellett még igénybe veszi az egyenld
oldald hiperbola egyik dgdt is. Janos foljegyzésér6l PAUL STACKEL (1862-1919)
is beszdmolt [106, 1:235-236]. BOLYAI eljdrdsdnak helyességét SZOKEFALVI-
NAGY GYULA (1887-1953) bizonyitotta be a [118] dolgozatban. A szégharma-
doldsnak egyenld oldalu hiperboldval vald elvégzésével mér a régi gérog ma-
tematikusok is foglalkoztak, s utdnuk mdsok is, de a feladatnak BOLYAI JANOS
szerkesztésén alapuld keresztiilvitele ezek koziil a legegyszertibb — jegyzi meg
dolgozata végén SZOKEFALVI-NAGY GYULA.

Tanulmanyait Jinos 1823-ban fejezte be, s rdvidesen Temesvaron taldljuk. A
paraleldkrdl Bécsben elkezdett tobb mint hiroméves toprengései itt értek be. Alig
érkezett meg Temesvirra, mar megvilagosodott benne vildgraszolé felfedezésé-
nek dénté gondolata. Innen irja édesapjanak Marosvéasarhelyre november 3-dn,
nem egészen 21 éves kordban, az immar matematikatorténeti jelentGségi levelét
(1565/1, 1"), amelyben értesiti az elsé nemeuklidészi geometria alapképletének
— az un. parhuzamossagi sz0g €s parhuzamossigi tavolsdg kozott fenndll6 Gssze-
fliggés — felfedezésérdl.

TORO TIBOR kezdeményezésére 1993, november 3. 6ta dtnyelvii emléktabla
jeloli Temesvéron annak a hdznak a homlokzatét, ahol BOLYAI dolgozott és fel-
fedezte azt az alapvetd osszeftiggést, amit aztdn az Appendix 29. paragrafusdban
irt le:

X
ctg 5 = ek
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P
?\Q
T

ahol PT=x, m(TPQ #£)=u az x tavolsighoz tartoz6é pdarhuzamossigi szog, ¢
az Euler-féle szam (e=2, 718 ...), k pedig egy. a teret jellemzd pozitiv valds
szam.

BOLYAI JANOS az abszolit geometria alapjait Temesvaron eltoltott évei alatt
(1823-1826) fogalmazta meg €s foglalta 6ssze egységes rendszerbe. Tehat ilyen
értelemben a temesviri idGszak €letében és geometriai rendszerének megalapo-
zdsdban donts fontossdganak bizonyult. 1825 elején hazaldtogatva Marosvasér-
helyre megmutatta apjinak a mar kidolgozott elméletét. Fajdalommal 4llapitotta
meg, hogy apja — akkor még — nem volt képes annak lényegét és jelentGségét
felfogni.

1826 dprilisdban BOLYAIt Aradra helyezték, itt érte el a f6hadnagyi rend-
fokozatot. Tudoménytorténeti szempontbol nagy jelentGségli esemény, hogy eb-
ben az évben dtadott JOHANN WOLTER von ECKWEHR (1791-1857) szdzadosnak,
kozvetlen parancsnokédnak és volt bécsi matematikatandrdnak egy kézirdsos érte-
kezést, amelyben addigi nemeuklidészi geometriai vizsgdlatai eredményeit fog-
lalta Gssze. Sajnos, ennek a kéziratnak nyoma veszett, de BOLYAI JANOSnak egy
kés6bbi foljegyzésébdl kétségkiviil kiolvashatjuk az dtadas tényét és idGpontjat.
~WOLTERnek ki mint derék nyitandsz — irja BOLYAI — s kiilonds eleven képze-
letése dltal jelesen az iirtani rajztan vagy dessin geometralban éppen kiilonéson
Jdrtas egyén, a csaszari kirdlyl mérnék vagy ingéneur akadémidban tanultamkor
is két izben is nagyon kedves s tisztelt tanitom volt és kinek jelleme tisztasdga
s irdntami joindulatjaban tavul legyen, hogy kétkedni akarnék mar, vagy még az
1826-évben dtadtam: honnan is azonban ki tudja mi toriénet dltal, a nagy tisz-
teletet kiérdemlett WOLTERnek akaratja ellen is szivaroghatott vagy vetddhetett
Isten tudja hova el.” ([9], els6 boritéjdnak bels6 oldaldn).

BOLYAI JANOS aradi szolgdlata alatt is matematikus volt. Aradra cimzett két
kiteritett levélboritékon — amelyek koziil egyik 1827. marc. 11-i keltezésii — talél-
haté foljegyzések tandsitjak, hogy a fiatal katonatiszt mar abban az id6ben érdek-
16dik a magasabb fokud algebrai egyenletek megolddsa irdnt. Mindkét boritékon
ugyanolyan jeldlésekkel a harmadfokid egyenlet megolddsat targyalja a diszkri-
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mindns el6jelétol fliggden. Tobb, a komplex szimokkal kapcsolatos Osszefiiggés
is taldlhaté a két boritékon (1213/1-2%).

Kétségtelen, hogy BOLYAI JANOS szdméra az 1820-as évek az Appendix ki-
dolgozdsdnak jegyében teltek el. Eletrajzdnak valamennyi fréja ezt hangoztatja.
Foljegyzései kdzott azonban olyan irdsokat is taldlunk — mint példaul az Aradra
cimzett két boriték —, amelyek arra utalnak, hogy a geometria mellett mér eb-
ben az id6ben a matematika mds dgai is foglalkoztattik. Az algebra mellett a
komplex szdmok elmélete is lekototte a figyelmét. ,,Az imagindrius mennyisé-
gek tandt — irja — kis hijdn negyed évszdzaddal ezelott, amikor az én igen fon-
tos Tér Tudomdnyommal foglalkoztam, mar kigondoltam™ (587/1). Ide tartozik
az (1546/1) oldal is, amelyre az (5.3. §)-ban utalunk majd. Hogy BOLYAI JA-
NOS milyen alaposan tanulmédnyozta az 1820-as években GAUSS Disquisitiones
arithmeticae cim@ mtvét, kitlinik apjinak GAUSShoz irt, 1831. junius 20-dn kelt
levelébdl: , Fiamnak szdndéka volt, hogy a Te polygon-elméletedet németiil, a
kisebb kaliberi elméknek valamivel konnyebben hozzaférhet6 mdédon adja ki.”
[101, 103-104 old.].

1831 elején Lembergbe vezényelték, s odautaztiban felkereste Marosvésar-
helyen édesapjit. Ez a taldlkozé dont6 hatdsi volt az Appendix megjelenésére,
mert amint kés6bb leirja: ,.... ha térténetesen akkor . .. az atydm nem §sztonzott
s mondhatni eréltetett volna a hirtelen leirdsra — hihetéleg azon Appendix tartal-
ma sem ldtott volna még napfényt.” BOLYAI FARKASnak tehdt fontos szerepe
volt az Appendix 1étrejotében és megjelentetésében [111, 111 old.]. A kozvé-
leménybe — még PAUL STACKEL hatdsdra — elég mélyen befészkelte magat az a
hiedelem, hogy BOLYAI FARKAS nem értette meg az Appendixet. Pedig az apa
mar az 1830-as évek legelején fokozatosan megbardtkozott a fia dltal alkotott \j
geometridaval. 1831 elsé felében a még meg sem jelent munkdrdl ezt irta egyik
volt tanitvanydnak: ,,Origindlis nagy munka; magyar tollubdl olyan matematikus
munka nem jott, ...”. Kiilonben BOLYAI FARKASnak egyetlen olyan, 1831 utdn
nyomtatisban megjelent frasarél sem tudunk, melyben ne dicsérte volna fia mun-
kdjat. Egyetérthcriink tehdt SZENASSY BARNAval, aki szerint: Biztosan dllithatd,
hogy ha az apa nem vezette volna be fiat a paraleldk kérdéskorének ismeretébe,
..., valamint, ha nem siirgette volna eredményei leirdsdra és kozzétételére, ak-
kor a matematikai irodalom egy korszakos jelentéségli mfivel, a magyarsag pedig
taldn legjelent&sebb tuddsdval lenne ma szegényebb.” [116, 14 old.].

1832 dprilisiban BOLYAI JANOSt egy Wjabb rendelkezés Olmiitzbe szélitotta.
Itt kapta meg a masodosztilyd kapitdnyi rendfokozatot. 1832-ben Jdnos fGher-
ceghez (a bécsi hadmérndki akadémia fGigazgatdja) folyamodott hdromévi szol-
gélatmentességet kérve, hogy a még ki nem dolgozott matematikai vizsgdlatait
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befejezhesse. Elutasitottak. 1833. junius 16-1 hatdllyal sajat kérésére nyugillo-
mdnyba helyezték, Az el6z6 években tobbszor betegeskedett. Mar aradi tartéz-
kodasa alatt kezdtek jelentkezni kiilonféle betegségeinek elss tiinetei. Gyakran
volt maldrids, feltehets, hogy iziileti gyulladast is szerzett. ,,/1831-ben Lemberg-
be menve — irja egy késobbi levélben ([12], K23/86-87) — Besztercén a cholerat
legeldbb kidllottam™, amikor Olmiitzbe utazott szekere felborult, a fején megsé-
riilt, agyrdzkoddsa is volt.

Kozben, 1832-ben megjelenik BOLYAI JANOS korszakalkoté mive, a Tér ab-
szolit igaz tudomdnya, vagy ismertebb nevén az Appendix [14]. Szokdssd valt,
hogy BOLYALI értekezését inkdbb Appendix cimen emlitjiik. A legtobbszor & ma-
ga is igy nevezi meg a megjelenéskor Scientia Spatii, német kéziratban pedig
a Raumlehre (380/1) cimet viseld munkdjat. Ez a nagy jelentéségli mi BOLYAI
FARKAS Tentamen [10] cimii konyve elsé kotetének fliggelékeként keriilt ki a
marosvasdrhelyi Reformatus Kollégium nyomddjibél, de kiilonlenyomatai mér
egy évvel hamardbb, 1831 dprilisdban elkésziiltek [13]. BOLYAI FARKAS az Ap-
pendix kiilonlenyomatat 1831. junius 20-dn kiildi el GAussnak. Mivel Janos
munkdja utkozben elkallédott, azt 1832, janudr 16-dn jbdl megkiildi bardtja-
nak egy tjabb levél kiséretében, amelyben ezt irja: ,,Fiam tobbre becsiili a Te
itéletedet, mint egész Eurdpaét.” [101, 107 old.].

GAUSS 1832, midrcius 6-dn valaszol [101, 108-113 old.]. Levelének egyik
mondata: ,ha fiad munkdjit megdicsérem, ez azt jelentené, hogy magamat di-
csérném” — kozismert. A kétes értékd dicséret BOLYAI JANOSt mélyen lesijtotta,
elkeseritette. Becsapott, megcesalt embernek érezte magit, annak ellenére, hogy a
levél hlivis hangja dacdra is mély elismerést fejez ki. GAUSS emberi hozzdallasat
mar sokan elemezték, probaltik megmagyarazni. Nehéz megérteni viselkedését.
Fukar kezekkel” mért, ,,de hiszen nagy ur” volt.

Kiilonds, hogy GAUSS, aki a BOLYAI FARKASnak irt levélben igen fukarul
béant a dicsérd szavakkal, magdnbeszélgetésben és CH. L. GERLING (1788-1864)
marburgi matematikusnak irt levelében viszont mdsképpen nyilatkozott. ZEYK
JOZSEF Géttingenben tanulé ifju, szileinek kiildott levelében elbeszéli, hogy mi-
kor GAUSsnak dtadta Janos munkdjat s GAUSS elolvasta azt, igy szolt: ,Igen
kitling fej, valéban igen kit{ing...”. Elgondolkoztaté a GERLINGhez 1832. feb-
rudr 14-én (tehdt csak hdarom héttel a BOLYAI FARKASnak kiildétt levél elétt) irt

levelének néhdny mondata: ... .. a napokban Magyarorszdgrél egy, a nemeuklidé-
szi geometridt targyald kis miivet kaptam. .. Szerzdje, aki nagyon fiatal osztrak
katonatiszt, fia egyik ifjikori barditomnak, ... Ezt a fiatal geométert, BOLYAIt,

elsGrangu langésznek tartom.” [22, 387 old.].
Miért GERLINGnek irt GAUSS ,els6rangi langész’-r6l és miért nem BOLYAI
FARKASnak, vagy miért nem tette k6zhirré BOLYAI JANOS felfedezését a Gottin-
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geni Tudoményos Ertesitében? Magatartdsa még mindig érthetetlen szamunkra.
A nagy ,fejedelem” sokszor masokkal sem volt egyenes. Ismert, hogy hason-
16an bint el NIELS ABELIlel (1802—1829), CARL JACOBIval (1804—1851) is [127,
29-30 old.].

BOLYAI JANOS nyugalomba vonuldsa utin 1833 juniusdban visszatért Maros-
vasdrhelyre s egy €éven at apjanal lakott, majd 1834-ben elkoltézott egy tavoli
faluba, Domaldra. Itt élt elszigetelten 1846-ig. Eletrajzir6i egyetértenek abban,
hogy Domdldon nem végzett komoly matematikai kutatiasokat. Ezt a véleményt
is helyesbiteniink kell. A domdldi tart6zkodds nem volt sem ,,terméketlen” [106,
1:99], sem ,,medd6” [127, 45 old.] a matematikai kutatdsok szempontjabdl. Tud-
juk, hogy erre az id6re esik példdul masik nevezetes miive, a Responsio megirasa,
amellyel a lipcsei Jablonowski Tarsasdg pdlyazati felhivdsara vdlaszolt 1837-ben.
Sajnos a komplex szaimokrél késziilt, mély és eredeti gondolatokat is tartalmazé
dolgozatit a pdlyabirdk nem értették meg, s igy egy djabb nagy csalddas érte,
ismét elmaradt a megérdemelt elismerés.

Emellett még mas kérdések is foglalkoztattadk Domadldon, csakhogy errél a
Bolyai-irodalom még nem tud. Ime néhdny bizonyiték. A kéziratos hagyaték
egyik lapjin (143/3) a kévetkezOket irja: .,... mdr 1837-ben forditottam kiilonos
figyelmemet e targyra. .. Ez a tirgy pedig a magasabb foku algebrai egyenletek
megoldhatésaginak kérdése, amellyel az aradi tapogatézdsok utdn, tehdt Domal-
don kezdett komolyan foglalkozni. Erre utalnak azok az irdsai is, amelyeket kii-
16nb6z6 levélpapirok Griztek meg szdmunkra. fgy példdul az 6todfokd algebrai
egyenlet gyokeinek permutdcidjival osszefliggd foljegyzéseket olvashatunk egy
1842. marcius 1-én Domdldra cimzett levél iiresen hagyott részein (438/2"). Az
otodfoki egyenlet megoldhatésdgdval kapesolatos gondolatait rogziti egy olyan
levélboritékon, amelyen apja kovetkezd cimzése 4dll:

Pensionatus M. Kapitany
Bolyai Bolyai Jdnos
Urnak atyai szeretettel

Domadldon

Gondolatsorit ezekkel a szavakkal zarja: elég gyonyord dem. (198/17). Al-
gebrai természetl jegyzeteket pillanthatunk meg egy hivatalos okmdnyon is,
amelyet Kerel@szentpalrdl kiildtek neki 1842. szeptember 27-én, Az irat kiilon-
ben a hivatal vdlaszat tartalmazza BOLYAI JANOS egy folyamodvanyéra. Lénye-
ge, hogy ,.kérés teljesitése lehetetlen™ (1013/1"). A harmadfokii algebrai egyenlet
komplex gyokeivel kapcsolatos foljegyzéseket taldlunk egy 1842. mdjus 11-én
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keltezett levélen (1130/1"). Domadldrél kiildi apjanak valamikor 1844. szeptem-
ber 2-a utdn azt a szép levelet amelyben munkdjardl s terveirdl szdmol be: ,.En
elhatdrozdm magamban — irja — ..., hogy eldljdroil . .. boesdssak eldre hala-
dék nélkiil mihelyt Kolosvarrdl visszakeriilok magyarul is (gondolom a magyar
tudas rdrsasdghoz kiildenddiil), németiil is (mint GAUSSnak kiildendot) egy kis
terjedelmil munkdt ... Az integrdlis tanban is tomérdek iij, kénnyt, tiszta tanom
van ...” (445/1, 1°.2"). A levélben nagy terjedelemben kap helyet az algebrai
egyenletek megoldasanak a kérdése. Mds frdsai, példaul az 1842. dprilis 24-én
Domaldra cimzett levélboritékon taldlhaté jegyzetek tandsitjak, hogy ..remetesé-
ge” idején szamelméleti problémdkkal is bajlédott. Egyik irdson, amely ,,/841.
februdr 2-dn kezddddtt s a réla valo gondolds, redkésziilés s elszdnds az elotti éj-

k
jel ...7 (759/1), olyan probalkezasokat taldlunk, amelyek az Fj =22" +1 Fermat-
féle szamok prim voltdnak vizsgdlatdhoz kot8dnek (759/12Y). Tehdt a domadldi
tartézkodds idejére esnek ezek a kutatdsok is.

Fontos ddtum BOLYAI JANOS életében 1848. oktéber 17. Ekkor jutott
NYIKOLAJ IVANOVICS LOBACSEVSZKL (1793—1856) 1840-ben Berlinben megje-
lent Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien cimd konyvé-
hez. Erthetden meg volt dobbenve az Appendix tartaiméval val6 megegyezéstdl.
Nem nehéz elképzelni, milyen izgalommal olvasta és jegyezte le a konyv tartal-
mdval kapcsolatos véleményét. LOBACSEVSZKII munk4jarél a legnagyobb elis-
meréssel nyilatkozott. Eszrevételeibdl is jellemének tisztasagdt és mély igazsdg-
szeretetét olvashatjuk ki. Ezzel kapcsolatban a kovetkezd mondatot szeretnénk
idézni: ,,Még oly szép, jo s nemes iranyu vagy torekvésii nyitani {matematikai}
ldngelme van Orosz-Honban, mint LOBACSEWSZKIIE: addig mar csak azért is elég
ok vagy alap van az Orosz-Hon folsébb kimiivelodése irdnt is a legjobb reményt
vennr” (93/1).

BOLYAI JANOS az Eszrevételeket nem a nyilvdnossdg szdmdra, hanem sa-
jat magdnak készitette. A szdzadfordulé idején azonban PAUL STACKEL és
KURSCHAK JOZSEF (1864-1933) ennek lényegesebb részeit a [105] dolgozatban
kozolték. A jegyzetekben természetesen vannak BOLYAInak LOBACSEVSZKI mii-
vével kapcsolatosan megjegyzései és kifogasai is. Ezekkel nagyrészt STACKEL is
egyetért. Van azonban egy erdsebb hangad birdlata is, amely a Geometrische Un-
tersuchungen 27. paragrafusdra vonatkozik. Szerinte LOBACSEVSZKI ,szarvashi-
bet” kivet el. Ezt STACKEL és kés6bb V., F. KAGAN (1868-1953) sem fogadta el.
WESZELY TIBORé az érdem, aki nagy hozzdértéssel megvizsgdlva a 27. cikkelyt
megdllapitja, hogy .BOLYAI JANOS nem birdlt alaptalanul™ [127, 302-319 old.]
és [128, 32 old.].

A szabadsdgharc utdni elnyomatds éveiben Jdnos valosaggal bezarkozott. So-
kat betegeskedve egyediil élt. Ennek ellenére allandéan dolgozott. 1850 koriil
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kezdett foglalkozni a Raumlehre-vel, egy befejezetlen, de szdmos eredeti elgon-
dobdst és meglitdst tartalmazé munkéval. Mér DAVID LAJOS (1881-1962) [34, 21
old.] észrevette, hogy BOLYAI ebben az irdsban a fél évszdzaddal kés6bb meg-
sziiletd, s nagyon nagy jovoji matematikai diszciplina, a topolégia alapjait rakta
le. A feltrt kéziratok arrél drulkodnak, hogy tudomanyanak mds dgai sem hagy-
tdk nyugodni. Konyviinkben ezek koziil most csak a szamelméleti és algebrai
természetl eredményekkel foglalkozunk, Kés6bbi feladatunknak tekintjiik mun-
kank kiterjesztését BOLYAI JANOSnak azokra a vizsgdléddsaira is, amelyek sordn
a raciondlis tort fiiggvények elemi tort fiiggvényekre valé felbontdsdval, a so-
rok konvergencidjdval, integrdlszamitdssal, az eratoszthenészi szita médszerének
megjavitasaval stb. foglalkozott még. A kéziratokban ui. sok, a felsorolt problé-
mdkhoz kapcsolodé jegyzetet talalunk.

BOLYAI JANOS életrajzir6i koziil tébben (igy P. STACKEL is) azt a véleményt
hangoztatjdk, amely szerint Jinos alkotéképessége mdr kordn kimertilt, lanyhult
érdekl6dése a matematikai kérdések irdnt. A jelent@s matematikusokrél 1990-
ben kiadott lexikon [85, 64 old.] révid szécikkében szinte csak azt tartja fon-
tosnak megirni, hogy BOLYAI JANOSt (igy, hosszi o-val!) élete végén anyjitdl
orokolt betegsége sokat kinozta. Bizom abban, hogy konyvem ezeket a feltéte-
lezéseket teljesen szertefoszlatja. Amint a kés6bbi fejezetekben latni fogjuk az
1850-es évekre esnek BOLYAI JANOS nagyon fontos szdmelméleti kutatdsai. Az
elért eredmények azt bizonyitjdk, hogy utolsé éveiben is tiszta fejjel és toretlen
optimizmussal dolgozott matematikai problémdkon, a kutatds 6romét akkor is él-
vezte. Igen szoros kapesolatot tartott édesapjaval, akivel Kicserélhette gondolata-
it. Meg-meglatogatta id6s apjat s megszaporodnak az egymasnak irt matematikai
targyu levelek. Szdmunkra kiilongs szerencse, hogy nem csupin megbeszélték,
hanem levélben is rogzitették gondolataikat. Igy maradhattak meg azok napjain-
kig s meggy6z6en mutatjak, hogy BOLYAI JANOSt kora matematikdjdnak minden
dga érdekelte. A tdrsadalmi kérdések boncolgatdsa kedvéért nem hagyta abba a
matematikai munkdlkoddst. Természetes, hogy nem mondott le tudoményédnak
miivelésérdl az az ember, aki ,,... életének alfdja és omegdja a matematika”, s
aki ,,Ugy tartotta, hogy mindenféle emberi ismeretnek ez a tudomény biztosit
megingathatatlan alapot. Szépsége utolérhetetlen, a benne valé elmélyiilés a leg-
magasabb €lvezet és gyonyor(iség” [6, 43 old.]. Tobbszor is dtolvasva az egész
kéziratos hagyatékot szdmunkra inkdbb a matematikus BOLYAI keriilt elStérbe
az Udvtan szerz6jének hdtranydra. Ezért igy médositandam BENKG SAMU egyik
mondatdt [6, 273 old.]: ,,A matematika fejezetein toprengve élete végéig megdr-
izte a gondolkodds oromét.”

1856. november 20-dn nyolcvanegy éves kordban apja ,.bevégze foldi nagy-
szert tevékenységét”. Az ido6s professzor haldlakor Jdnos veszitett a legtobbet.
Most mar senki sem maradt, akivel legalabb beszélgethetett volna.
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1857 G6szétdl kezdve 6 is folyton betegeskedett, szinte dllandéan dgyban fe-
kiidt, de igy is dolgozott, fGleg matematikdval foglalkozott. 1860 janudrjaban tii-
dbégyulladdst kapott, s a hénap végén a marosvdsdarhelyi reformatus egyhdz anya-
konyvébe az akkori esperes feljegyezte, hogy 1860, janudr 27-én BOLYAI JANOS
ayug. Ingenieur kapitiany agy- és tiildégyulladasban végleg lezarta szemeit.

1.3. A Bolyaiak alakja a szépirodalomban

BOLYAI JANOS emlékét a szép sz6 mesterei, irodalmunk nagyjai is megérokitet-
ték. Koltsink, irdink — ha nem is tudnak az abszoldt geometria vildgaban BOLYAI
JANOS gondolatai nyomaba szegddni — verssel, prézaval tisztelegtek emberi, er-
kolesi nagysiga elstt. A kolt6i mércét BABITS MIHALY helyezte igen magasra
még a szdzad elején, 1911-ben a Fogarason irt BOLYAI cfm(i szonettjével. ADY
ENDRE kélt6i litomdsa utdn

Megnyiltak lingolén el6ttiink

A Bolyai — s Csere sirok”

a BoOLYAIak irodalmi hésokként is bevonultak a kéztudatba.

APRILY LAJOS A Fejedelemhez cimi, Bethlen Gébort dics6its 6ddjdban (1922)
a Bethlen-kollégium egykori didkjai kozott felvonultatja BOLYAI FARKASt is:

+Es jon Tudésod, a szdmok Gridsa,
s hdldt leréni, im, elédbe 1ép,

a szamldlhatatlan csillagokbdl hozza
a végtelenség szent lidvozletét,”

Kortdrs kolt6ink koziil SZILAGYT DOMOKOS, SZEKELY JANOS, TOTH ISTVAN,
MANDICS GYORGY, M. VERESS ZSUZSANNA és sokan masok dllitottak 6rék em-
léket BOLYAI JANOSnak. NEMETH LASZLO dramédban eleveniti fol a két BOLYAI
alakjdt, Kocsis ISTVAN pedig monodrdmdban idézi BOLYAI JANOSL.

Sajnos BOLYAIJANOS (és Farkas) emberi magatartdsdt tobb, szenziciora éhes
szerzd elénytelen szinben tiinteti fel. Ezek egy részének a hatdsara a koztudatban
elmélyiiltek azok a kitaldlt ferditések, amelyek méltatlanok két tudésunk emlé-
kéhez. Egyes regényirdk (akiknek ,,munkdjat” el kellene mdr feledni s nem uj-
ra meg tjra Kiadni) kéltéi szabadsdgjogukkal visszaélve a felszinen érvényesiild
(vagy még inkdbb képzelt) tulajdonsdgokat dramatizaljak. Kdr, hogy P. STACKEL
nagyon fontos konyvében is taldlkozunk olyan észrevételekkel, amelyek nem
haszndltak BOLYAI emberi megitélésében. Az olyan mondatok, mint példaul a
[106, 1:96]-on olvashatdk, kétségteleniil tdpliltak a rosszindulati mendemondak
terjedését.
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1.4. A Tér abszolit igaz tudomanya

A kovetkezdkben attériink a matematikai irodalom egyik legkiemelkeddbb al-
kotdsdnak, BOLYAI JANOS egyetlen nyomtatdsban megjelent miivének, az Appen-
dixnek rovid méltatasiara. A szakirodalom gazdag az Appendix ismertetésében
és értékelésében. Elsd részletez bemutatdsa JOHANNES FRISCHAUF (1837—-1924)
osztrdk matematikust6l szarmazik, aki az 1871/72. tanévben mdr kurzusszeri
elGaddst tartott a grazi egyetemen a nemeuklidészi geometridkrdl, féleg az Ap-
pendixbdl meritve anyagdt [110]. FRISCHAUF elGaddsat 1872-ben kényv alakjé-
ban is kiadta [44]. Itthon VALYT GYULA (1855-1913) a kolozsvéri egyetem tandra
ismertette elGszor BOLYAI JANOS munkdjdt. VALYI a kolozsvéri egyetem tanrend-
je szerint az 1891/92. tanév IL. félévében hirdette meg elGszor a ,,BOLYAI JANOS
Appendixérdl™ c. kollégiumot, s ezt csaknem vdltozatlan formdban négyévenként
tobbszor megismételte [110, 122). A szazad elején, 1906-ban ROBERTO BONO-
LA (1874-1911) irt egy sikeres konyvet a nemeuklidészi geometridrdl, amelyben
természetesen bemutatja BOLYAI mivét is [21]. Szép szdmmal taldlunk magyar
nyelv(i ismertetéseket is [32, 33, 53, 59, 60, 61, 93, 108, 109, 110, 122, 127].
Ezért itt nem sziikséges részletekbe bocsitkoznunk.,

A geometridt tudomdnnyd a gorog matematikusok fejlesztették. Els6 ismere-
teiket a tapasztalat dtjin szerezték. Az ilyen tulajdonsigokkal valé behaté fog-
lalkozds rdvezette Oket arra a felismerésre, hogy a puszta szemlélet még nem
sziilhet biztos ismereteket. Rdjottek a bizonyitds sziikségességére.

A fejlédés EUKLIDESZ mivében, az Elemekben érte el csdcspontjat.
EUKLIDESZ ebben a munkdban a geometria olyan felépitését adta, amely napjain-
kig mintdul szolgdl valamely deduktiv tudomdny megalkotdsdhoz. Ennek lényege
abban dll, hogy a targyalds alapjaul kivdlasztunk bizonyos szdmu alapfogalmat és
egyszeril dllitast, az axiémdkat vagy posztulatumokat, és minden tovidbbi fogal-
mat és tételt ezekbdl a logika szabalyai szerint levezetve épitjiik fel a geometriat.

EUKLIDESZ alaptételei koziil a pdrhuzamossdgrél sz616 (az V. posztuldtum,
vagy egyes kiaddsokban a XI. axiéma) eléggé bonyolult fogalmazasa miatt mar
az Okorban magdra vonta a matematikusok figyelmét. A legrégibb birdlok nem
ldttdk eléggé ..szemléletesnek™ vagy eléggé ,.egyszerlinek”, amit viszont egy axi-
6mitol dltaldban elvarunk. Eleinte ezért megkisérelték egyszerlibben hangzé axi-
6mdval helyettesiteni. Ez a kritikai periédus nem sok djat hozott, még csak a
felszinen mozgott, lényeges fejlGdésre nem vezetett.

Erdekes eredményeket szolgdltattak azok a régi torekvések, amelyek bizo-
nyitani akartdk az V. posztulitumot a tobbi alaptételbdl. Ezek a kisérletek akkor
mélyiiltek el, amikor a XVIII. szazad végétdl indirekt titon prébaltik a bizonyi-
tast, vagyis amikor a matematikusok ellentmonddst kerestek az V. posztuldtum
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tagaddsa €s az euklidészi geometria tobbi axiém4jabol szarmazé tételek kozt.
Sok volt a hibds bizonyitasi kisérlet is, de az ellentmonddsra valo kdvetkeztetés
sehogy sem sikeriilt. Furcsa, a szemlélet szdmdra szokatlan tételek adédtak, de
ezek egymiissal szemben nem mutattak fel ellentmondadst.

A XIX. szidzad elején 1ij gondolat kezdett megfoganni. A matematikusok eb-
ben az id6ben is dgy jartak el, mint XVIIL szdzadi el6deik, vagyis a geometria
axiomarendszerében a parhuzamossagi axiomat a tagadasaval helyettesitették, s
ebb6l az axiémarendszerbdl igyekeztek minél tobb dj tételt levezetni, de most
mir nem azzal a céllal, hogy ellentmondasra jussanak, hanem azért, hogy ilyen
maodon egy 1ij geometridt alkossanak. Ezt a célt sikeriilt elérni, ami azt is jelentet-
te, hogy az V. posztuldtum fiiggetlen a tobbitdl, s ezért sziikséges red hivatkozni
az euklidészi geometria felépitésében.

BOLYAI JANOS volt az, aki idGben legelGszor olyan dltalinos geometrit épi-
tett fol, amely az V. posztulitumot sem nem dllitja, sem nem tagadja, hanem
melldzi: Ggy értelmezve a parhuzamossagot, hogy egybefoglalja az V. posztula-
tum éllitdsanak és tagaddsédnak a lehet6ségét. Eszerint ennek az dltaldnos, BOLYALI
dltal abszolitnak nevezett geometrianak sajatos esete mind az euklidészi (a Z:-
rendszer), mind a nemeuklidészi vagy mas néven hiperbolikus (az S-rendszer)
geometria. BOLYAI nagy érdeme abban allt, hogy folépitette az abszolit geomet-
ridt €s azon beliil a hiperbolikus geometridt.

Abrinkon bocsassunk P-bél a-ra egy ¢ merélegest. A parhuzamossigi axi-
6ma néikil az euklidészi geometria axiomdi alapjin kovetkezik, hogy ¢ metszi
a-t, és P-ben a c-re emelt merdleges nem metszi a-t.
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A ¢ merGlegest forgassuk a P pont koriil az éramutaté jardsaval ellenkezd
irdnyban. Az ilyen moédon forgatott egyenes eleinte metszi az a egyenest, az
elforgatott ¢ egyenes valamely pillanatban eldszor nem metszi a-t.

Két eset lehetséges.

Ez a pillanat éppen akkor kovetkezik be, amikor ¢ egybeesik b-vel. Ez val4-
sul meg az euklidészi geometridban.

Van azonban egy mdsik lehetdség is. El6fordulhat, s ezt a geometria tébbi
axiomdi megengedik, hogy mdr el6bb bekdvetkezik ez a pillanat, valamely P Q
helyzetben. Ha ezt megengedjiik, akkor szimmetria okokbél P-n keresztiil kell
léteznie még egy ilyen tulajdonsdgi P Q' egyenesnek is, ha c-t ellenkezd irdnyba
forgatjuk. BOLYAI JANOS a PQ és PQ’ egyeneseket nevezi a P-n keresztiil a-
hoz hiizott parhuzamosoknak. Ebben az esetben PQ az elforgatott c-vel az u
hegyesszoget zdrja be, amely fligg P-nek a-tél valé x tavolsagitdl.

BoLYAI nem foglal dlldst e két lehetséget illetSen, s ilyenformén olyan téte-
lekhez jut el, amelyek egyarant érvényesek mind az euklidészi (ha az els6 lehe-
toséget fogadjuk el), mind a hiperbolikus geometridban (ha a médsodik lehetdség
mellett dontiink). Ezért nevezi az dltala felfedezett geometridt abszolit geomet-
rianak.

Szemléltessiik az elmondottakat egy példan. Az dltaldnos haromszégre vo-
natkozé szinusz-tétel az abszolit geometridban a kévetkezd (Appendix 25.§):

Oa B Ob B Oc
sinA ~ sinB ~ sinC’

ahol BOLYAI Oa-val az a sugard kor keriiletét jelsli.
Az euklidészi geometridban Oa =2mq. Ha ezt a fenti osszefiiggésbe helyet-
tesitjiik €s 2w -vel egyszerdsitiink, megkapjuk a szinusz-tétel ismert alakjat:

a b c
sinA  sinB  sinC’

g 3 ; a ;

A hiperbolikus geometridban Oa=2xk sh 7 ahol k egy, a teret jellemzd
pozitiv valos szdm. Ezt behelyettesitve és 2wk-val egyszer(isitve megkapjuk a
hiperbolikus geometria szinusz-tételét:

shi _ sh% : shg
sinA  sinB  sinC

[21, 104 old.].
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frjuk fel ismét a hiperbolikus geometria alapdsszefiiggését, amely a parhuza-
mossigi szog és parhuzamossdgi tavolsdg kozott fenndll (1.2.§):

T
clg == ek,

; 2 ; T o
E szerint a képlet szerint, ha x — 0, akkor u — 5 Hasonloképpen, ha

; T s g ‘s ; PN
k — co, akkor is u — 5" Az euklidészi geometridban a pdrhuzamossigi szog

X 2
W barmely x-re, ezért a fenti két eredmény igy értelmezhetd: a hiperbolikus
sikon Lkicsiben” (x — 0) kozelitbleg az euklidészi geometria érvényesiil, és az
S rendszer geometridja kozeledik a Z rendszeréhez, ha az S rendszer dllanddja,
k— 00,

BOLYATI volt az els6, aki kimondta, hogy a nemeuklidészi geometria éppen
tigy ellentmonddsmentes, mint az euklidészi (A bizonyitds csak masoknak sike-
riilt késébb).

Fontosnak tartjuk hangsilyozni, hogy BOLYAI az Appendixben nemcsak a
parhuzamosok kérdését oldotta meg, hanem a kor négyszogesitésének 2000 éves
problémadjdval kapcsolatban is igen figyelemremélté kovetkeztetésekre jut. Ki-
mutatta ugyanis, hogy a kornégyszogesités a hiperbolikus geometridban bizonyos
esetekben elvégezhetd, vagyis az S-rendszerben szerkeszthetiink egy adott korrel
egyenld teriilet négyzetet.

Az igaz, hogy BOLYAI ezzel nem azt igazolta, hogy az euklidészi sikban ez a
probléma megoldhaté vagy sem, hanem azt, hogy az S-rendszerben van négyszo-
gesithetd kor. Azt is kijelenti, hogy éppen ez alkotja a nemeuklidészi geomet-
rianak azt a sajdtossagdt, amely ezt az euklidészi rendszert6l megkiilonbozteti.
BOLYAT ezt a gondolatot az Appendix utolséd, 43. paragrafusiban a kévetkezd
tomor formdban fejezi ki: ,,vagy érvényes Euklidész XI. axiomdja, vagy pedig
lehetséges a kor mértani kvadratiiraja.”

Tehat a kor négyszogesitésének lehetséges volta kizdrja a XI. axiomat! El-
mondhatjuk, hogy aki legelGszor belatta, hogy a kor négyszogesitése problémi-
janak megolddsa az euklidészi sikban lehetetlen, az BOLYAI JANOS volt.

Annak kimutatdsat, hogy az euklidészi geometridban a kor négyszogesité-
sének kérdése lehetetlen, a matematikatorténetben LINDEMANN német matemati-
kusnak tulajdonitjik, aki 1882-ben, tehdt az Appendix megjelenése utian 50 évvel
késbb igazolta, hogy a  transzcendens sziam. Hogy BOLYAI milyen elvi jelen-
toséget tulajdonitott a kor négyszogesitése problémdjdnak, onnan is kitfinik, hogy
az Appendix cimébe is belefoglalta azt [13, 14].
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BOLYAI JANOS korszakalkoté felfedezésével dj fejezetet nyitott a tudomdny
torténetében. Az abszolit geometria mélyrehatéan befolydsolta a késdbbi kuta-
tasokat. ElsGsorban természetesen a matematika fejlédésére volt hatdssal.

A nemeuklidészi geometria megalkotdsdnak egyik alapvetd kovetkezménye
annak a ténynek a felismerése volt, hogy az euklidészi geometria rendszere nem
az egyetlen elképzelhetd geometriai rendszer. Létezhetnek mds, matematikailag
épp oly megbizhaté geometriai rendszerek. Mindenekel6tt G. RIEMANN (1826—
1866) munkdssdgdt kell megemliteniink. O volt az, aki elszor vizsgilta egész
mélységében a tér szerkezetét s a lehetséges geometridkat. Eredményei minden
bizonnyal BOLYAI és LOBACSEVSZKIJ munkdinak hatdsédra alakultak ki, bar iré-
saiban nem emliti egyik matematikus nevét sem.

Nagy szerepet jéatszott az Appendix az axiomatikus médszerek kidolgoza-
siban és elterjedésében. Neki koszonhetd, hogy a geometria axiémarendszeré-
vel, tehdt tulajdonképpen egy sajdtos axiémarendszerrel kapcsolatos vizsgalatok
végll is az axiomatikus maddszerre vonatkozé dltaldnos felismerésre vezettek.
BoLYAl munkdjdval lezdrultak azok az évezredes axiomatikus kutatdsok, ame-
lyek a parhuzamosok problémajanak megoldasara irinyultak. Ugyanakkor egész
sordt nyitottdk meg az axiomatikus mddszerrel kapcsolatos modern kutatdsok-
nak. A nemeuklidészi geometridval szoros Osszefiiggésben meriilt fel el6szor az
axiomarendszerek fiiggetlenségének, ellentmonddsmentességének, teljességének
a kérdése.

Elvitathatatlan érdeme BOLYAInak, hogy & adta a modellmédszer elsé al-
kalmazasat, amikor az Appendix 21. §-dban kimutatja, hogy ha a paraszférin
a paraciklust tekintjiik egyenesnek, akkor a paraszféran az euklidészi geometria
¢rvényes. A hiperbolikus térben modellt szerkesztett — a paraszférdt —, amelyen
az euklidészi geometria érvényes. Ez a fontos tulajdonsdg nagy szerepet jétszik
BoLYAI ellentmonddsmentességi vizsgdlataiban. A modellnek a létezése azt bi-
zonyitja, hogy ha S ellentmonddstalan, akkor ellentmonddstalan a Z is. BOLYAIT
azonban Z ellentmonddstalansdgdt feltételezte, nem is akarta bizonyitani. O a
modellmddszert arra haszndlta, hogy az S-ben érvényes tételeket a Z-ban érvé-
nyes tételekbdl levezesse. Ez is figyelemre mélto, eredeti modszertani &tlet [60,
20 old.].

A milt szdzad mésodik felében kezdiék vizsgdini a nemeuklidészi geometria
modelljeit. Ezen a teriileten A. CAYLEY (1821-1895), F. KLEIN (1849-1925) és
H. POINCARE (1854-1912) szereztek érdemeket. Kideriilt, hogy a hiperbolikus
geometridt a pszeudoszféra egy véges darabjdn, az elliptikus geometridt (megal-
kot6ja RIEMANN) a gomb feliiletén lehet megvaldsitani.



1.4. A TER ABSZOLUT IGAZ TUDOMANYA 31

BOLYAI JANOS jegyzetei olyan észrevételeket is tartalmaznak, amelyek a je-
lenkori fizika szamos alapvetd kérdését is tiikrozik. Geometriai vizsgalédasai
alapjan megsejtette, hogy a graviticié és a geometriai tér szerkezete kozott bel-
s6 osszefiiggésnek kell lennie. Ezt a gondolatot a kdvetkezdképpen fogalmazta
meg: .,... a nehézkedés torvénye is szoros 0szve kottetésben foljtatasban tetszik
(mutatkozik) az dr termeltével, valojaval (alkatdval) miljenségével ...” (491/2Y).
Féképpen TORO TIBOR munkdssdgdnak koszénhetSen ma mdr azt is tudjuk, hogy
BOLYAI JANOS a fizika geometrizdldsdnak a legelsé megfogalmazéja, el6futdra
[93, 119]. BOLYAI eszméi mélyen behatoltak a modern fizikdba. Beszédes bizo-
nyitéka az elmondottaknak az 1997. augusztus 13-16-a k6zott Ungviron megren-
dezett nemzetkozi Bolyai-konferencia, amelynek témdja ,,A nemeuklidészi geo-
metria a modern fizikdban™ volt. A nemeuklidészi geometridk alkalmazasa a fizi-
kiban, a fizikai elméletek megalkotdsdban a XX. szdzad jelentés megvaldsitasai
kozé tartozik. Az dltaldnos relativitaselmélet az, amely széles korben haszndlja a
nemeuklidészi differencidlgeometriat fizikai eréterek leirdsdra. A gravitdcids tér
einsteini elméletének megfogalmazdsahoz és fizikai jellemzéséhez gorbiilt, tehat
nemeuklidészi geometriai tér, a Riemann-tér sziikséges, mely egyszerre megoldja
a fizika és a geometria 0sszekapesoldsdnak kérdését is, vagyis azt, amit dltaldban
a fizika geometrizaldsdnak neveziink — irja TORO [93, 139-140 old.]. A riemanni
gondolatok késobbi tovdbbfejlesztése adta végiil A. EINSTEIN (1879-1955) kezé-
be az dltaldnos relativitdsi elmélet felépitéséhez sziikséges matematikai eszkozt.
A kovetkez6 szdz év alatt a matematikusok megteremtetiék a tér dltalanos elmé-
letét, s ez tette lehetové, hogy kifejlédhessen az a matematikai apparatus, amelyre
sziiksége van a modern fizikdnak. Itt emlitjik meg, hogy DAVID LAJOS Un pre-
cursore di Einstein cimen olasz lapokban irt cikkeivel mdr 1924-ben rdmutatott
BOLYAI JANOsnak a relativitdselmélet megalkotdsdban jatszott el6futdr szerepére
(DAVID PETER kozlése).

Tehat a nemeuklidészi geometria felfedezése egyike volt a tudomdnytorténet
ama nagy eseményeinek, amelyeknek hatdsa nagy lendiiletet adott a fejlédésnek
az egzakt tudomanyok valamennyi teriiletén.

BOLYAI JANOS tisztdban volt az Appendix jelentSségével. O elére tudta, hogy
tij vildga majdan kihat egész szemléletiinkre, befolydsolja az 6sszes olyan tudo-
ményt, amelyekben a tér fogalma, szerkezete szerepet jéatszik. Arrél is meg volt
gyb6zédve, hogy miive tokéletes. Magabiztosan dllitotta: ,,Mindnydjan egyenlo,
hatdrtalanul fejlodd s novo szellemil tehetséggel vagy itéloképességgel birunk,
s mindenki elétt egyformdn nyitva dllt a természet véghetien kdnyve — azonban
a tanomat minden haladds mellett, 10.000 évig sem hiszem, hogy mds ily to-
kéllyel elé allitotta volna” (788/1). Azt is litta, hogy alkotdsa \ij korszakot nyit
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a tudomdnyban. .,... a rengeteg sok sziikségest magdban foglalé — irja az Ap-
pendixrol — és ... a tanban a legnagyobbszeri idészakot kezdett vagy legalibb
el6készitett ... munka ..." (1309/3"). Ide kivdnkozik, bdr a Bolyai-irodalombél
Jol ismert, Janos kovetkezd mondata is, melyben kifejezi rémét afelett, hogy
az § tér-tudomdnya is hozzdjaralt az emberiség elbrehaladésahoz: ... .. a teljes
napfogyatkozds pedig ... orokre eltdnt. Es a szerzében €l az a meggy6z0deés,
hogy e tdrgy tisztdzdasdval a tudomdny igazi gyarapitisanak, az ész mivelésének,
és Igy az emberi sors lenditésének egyik legfontosabb és leglényegesebb Iépése
megtortént”. [100, 2:216], [12, K24/1] és (380/14).

1.5. A Responsio

BOLYAT JANOS misik nagy jelentSségli munkdja a Responsio. Ebben a dolgo-
zatban — amelyet PAUL STACKEL jelentetett meg nyomtatdsban [104] — BOLYALI,
kordt megelézé gondolatokat vallott a komplex szamok elméletében is [32, 110,
1271.

A lipesei Jablonowski Tdrsasag palydzati kérdése, amelyre BOLYAI a Res-
ponsio cimi dolgozatdt bekiildte, a komplex szdmok szerkeszthet&ségére vart
feleletet. BOLYAI JANOS szerint a szerkeszthet&ség itt mellékes probléma, ezzel
szemben igen fontos a komplex szamok preciz értelmezése, valamint az a kérdés,
hogy a geometridban hol van szerepiik. A Responsio mindkét vonatkozdsban j
eszmékel tartalmaz.

Fontos megjegyezniink azt is, hogy a Responsio egyik képlete szerint BOLYAI
JANOS is rendezett szimpdrnak tekintette a komplex szdmokat, és posztuldlta a
koriikben végzett 0sszeadds és szorzds formadlis szabdlyait, bar ndla a komplex
szamnak rendezett szimparként val6 értelmezése nem Olt6tt még olyan végleges
format, mint HAMILTONnAL.

A Responsio legértékesebb része a 9.§. Ebben a paragrafusban BOLYAI a
képzetes mennyiségeknek a geometridban jdtszott fontos szerepére mutat rd. Az
Appendix 31.§-dra valé hivatkozdssal megemliti a hiperbolikus geometria két
képletét, feleleveniti a hiperszféra fogalmét, majd utal arra, hogy az abszolit

k
trigonometria formailag megegyezik a — sugarti gémb trigonometridjival, ahol
i
i =+/—1, k pedig a hiperbolikus dllandét jelenti. Ezekkel a vdzlatosan kozolt
észrevételekkel azt 6hajtotta igazolni, hogy az i képzetes egységnek fontos, addig
ismeretlen geometriai alkalmazdsa tarult fel az 6 rendszerében.

A pélyamunka birdl6i nem értették meg BOLYAI JANOS szlikszavi fejtege-
téseit. Ezen taldn nem is csodalkozhatunk, hiszen BOLYAI a Responsidban f6l-
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tételezte az Appendix ismeretét. De hol dlltak a matematika torténetében igen
szerény helyet elfoglalé birilok az abszolit geometria fogalmaitél?

1.6. Prioritasi kérdések

A matematika és a tudomanyok térténete dltaldban gyakran teszi fel egy-egy
felfedezéssel kapesolatban a prioritds kérdését. BOLYAI JANOS, LOBACSEVSZKU
és GAUSS esetében is sok cikket irtak mar az elsbbség problémajarél. A prio-
ritdsi vitdk sokszor értelmetlenek és medddek, a tényeket viszont jé tudnunk. A
kiilonb6z6 tudésok miiveinek dsszehasonlitdsa tanulsdgos lehet. Igy van ez a mi
esettinkben is.

A nemeuklidészi geometria megteremtése ugyanakkor j6 példa arra vonatko-
zdan, miszerint a tudomanyban gyakran megtorténik, hogy ugyanahhoz a felfe-
dezéshez kiilonbozs orszagok tuddsai kozel egy idSben jutnak el. Némelykor az
ilyen egybeesést puszta véletlennek tekinthetjiik, mdskor azonban, amint BOLYAI
FARKAS frta fidnak: ,,Az eszméknek mintegy megvan a maguk korszaka, amikor
kiilonb6zé helyeken egyidében fedeztetnek fel, amint tavaszkor az ibolydk min-
deniitt kikelnek, ahol csak stit a nap™.

A prioritisokat viszont el6ébb-utobb ki kell mondani. Szogezziik le mi is a
nemeuklidészi geometria megsziiletésének idSpontjait. Ugy érezziik, hogy er-
rél a kérdésrol feltétlentil sziikséges beszélniink. Féképpen azért, mert az utéb-
bi évtizedekben tébb, BOLYAI JANOS érdemeit kisebbitd vagy egyszerdien mel-
16z6 nyomdatermék litott napvildgot még magyar nyelven is. Amint VEKERDI
LAszLO [123] tanulmédnydban rdmutat mér, DIRK J. STRUIK furcsdn, bantéan in-
tézi el kis matematikatorténetében [107] a Bolyaiakat. Silyos tévedéseket ol-
vashatunk MORRIS KLINE 1972-ben megjelent tekintélyes kényvében. O egysze-
riien GAUSS kozvetlen vagy kozvetett hatdsdra vezeti vissza BOLYAI JANOS és
LOBACSEVSZKI egész munkdssdgat. Azt irja [77, 878 old.], hogy mind BOLYAI,
mind LOBACSEVSZEY sokat kiszonhet Gaussnak, KLINE szerint BOLYAI JANOS
felé apja (BOLYAI FARKAS) kozvetitett, LOBACSEVSZKIInek pedig GAUSS régi
bardtja, JOHANN MARTIN BARTELS (1769-1836) (aki Kazdnban LOBACSEVSZKIJ
tandra volt) juttatta el GAUSS eszméit. KLINE ,.s6tét gyantjat” (VEKERDI) az-
tan befolydsos munkdjabol minden kritika nélkiil mdsok is dtveszik. Igy példéul
JEREMY GRAY el8szor az 1979-ben megjelent [54] kényvében, majd ugyancsak
1979-ben a legrangosabb matematikatorténeti szakfolydéiratban, a Historia Ma-
thematicaban publikalt fontos [55] tanulmdnyédban a ,tulajdonképpeni™ nemeuk-
lidészi geometria egyik ,.elékészitGjévé” fokozza le BOLYAI JANOSL.
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A KLINE és GRAY iltal hangoztatott félrevezetd vélemények mér a malt sz4-
zad vége felé felmeriiliek, amikor megkezd8dott GAUSS hagyatékdnak folyama-
tos kozzététele, s egyesek — amint latjuk — még ma is 6t tekintik az els6 nemeuk-
lidészi geometria kezdeményez6jének. Ennek a folfogdsnak a legsiilyosabb szavii
képviselGje FELIX KLEIN volt, aki a géttingeni egyetemen az 1889-90. tanévben
tartott el6addsaiban fejtette ki elfogult nézeteit, GAUSS szerepét megalapozat-
lan indokok alapjan az elsd helyre dllitva. ElSaddsa 1893-ban nyomtatdsban is
megjelent. Igaz, hogy kés6bb KLEIN némileg vdltoztatott GAUSS-centrikus fol-
fogdsdn, de dllitdsa, amely szerint ,,.Semmilyen kételyiink nem lehet afel6l, hogy
GAUSS befolydsa osztonozte LOBACSEVSZKII és BOLYAI kutatdsait” sajnos még
napjainkban is hat.

FELIX KLEIN véleményét GAUSS 1832, februdr 14-én GERLINGhez intézett,
s az 1.2. §-ban mdr idézett levelének kovetkez6 részlete befolydsolta: . ,Szerzdje
... fia egyik ifjakori bardtomnak, akivel 1798-ban gyakran beszélgettem err6l a
dologrél. ..”. Erdekes, hogy a hdrom héttel késébb, 1832. mércius 6-dn BOLYAI
FARKAShoz kiildott levélben [101, 109 old.] GAUSS nem célzott arra, hogy hajda-
ni heszélgetéseik a nemeuklidészi geometridra is kiterjedtek, holott ilyen célzast
ezittal is igen természetesnek vennénk. Ma tdgy tudjuk, hogy kettejiik egykori
beszélgetései kizdrélag a tér filozéfiai problémdi koriil forogtak és valamilyen
nemeuklidészi geometria kidolgozdsanak a gondolata fol sem meriilt benntik.

Azt, hogy LOBACSEVSZKII felé BARTELS nem kozvetithetett, D. M. BURTON
[26, 558 old.] azzal magyardzta, hogy LOBACSEVSZKII 1823-ban még ,,bizonyit-
ja’ az V. posztuldtumot, tehat ha GAUSS eszméi eljutottak volna hozza, akkor
erre nem keriilt volna sor. (Ugyanez BOLYAIrdl is elmondhat6. Bécsi évei alatt
eldszor 6 is — igaz, hogy csak rovid ideig — az V. axidma bebizonyitdsdval pro-
balkozott.) J. GRAY egyik ldbjegyzetébol [54, 112 old.] azt is megtudjuk, hogy
BARTELSnek a kazdni tartézkoddsa sordn GaUSsszal folytatott levelezésében sem
taldlunk arra vonatkozé bizonyitékot, amely szerint a két matzmatikus a pdarhu-
zamosak problémdjardl értekezett volna.

BOLYAI JANOS esetében a KLEIN-KLINE-GRAY-féle képtelen dllitdst ndlunk
SZENASSY BARNA céfolta szabatos érveléssel [111, 68 old.] és [114]. VEKERDI
LASZLO szavaival ,.csak f6l kellene lapozni a BOLYAI-GAUSS levelezést s nyom-
ban kideriilne, hogy efféle kozvetités lehetetlen...”. Valdban, ha dtolvassuk ezt
a fontos [101]-es kiadvinyt. nyomban kideriil, hogy GAUSS nemcsak gottingeni
éveik alatt, de még 1804-ben is igazolandénak tartotta Euklidész V. posztuldtu-
mat, nem pedig a tagaddsiara kivant tj geometriat folépiteni [101, 82-83 old.],
s nagyon megritkulé levelezésiikben ezentil GAUSS egy széval sem utal a té-
mara egészen 1832-ig, amikor BOLYAI FARKAS elkiildi neki Janos kinyomtatott
munkajit. Az 1799. december 16-an irott [101, 36-37 old.] levélben is arrél az
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euklidészi parhuzamossdgi axiomdt helyettesité axiomdrdl van sz6, amelyet dgy
szokott a szakirodalom idézni, hogy bdrmely hdromszognél van nagyobb teriilet(
haromszog.

GAUSS milyen folfedezését kozvetithette tehidt BOLYAT FARKAS a fidnak, ha
Gottingenben nem beszélgettek ,errél a dologrél™, ha a targgyal kapesolatos két
Gauss-levélben nines szd a nemeuklidészi geometriardl, s végiil, ha maga GAUSS
elismeri, hogy 1798-ban ,,... eszméim még tivol voltak attél a kialakuldstdl és
érettségtdl, melyet azoknak ez a fiatalember adott a sajdit elmélkedései dltal”?
[22, 387 old.] Nyugodtan mondhatjuk, hogy nem volt mit , kézvetitenie” BOLYAI
FArKASnak. Ennek ellenére, amint mdr hangsilyoztuk, az apdnak fontos szerepe
volt az Appendix létrejittében.

Sajnilatos, hogy GAUSS GERLINGhez irott levelének egy mondata megalapo-
zatlanul befolydsolta az utékor véleményét BOLYAI JANOS kardra.

Az elmondottak arra késztetnek, hogy munkidnkba beiktassuk a nemeuklidé-
szi geometria felfedezésének torténetét. Ugyanakkor érveléseinket djabb, a kéz-
iratokbdl kiolvasott adatokkal is aldtdmasztjuk. BOLYAI JANOS hagyatékdbdl né-
hiny olyan f6ljegyzés is eldkertilt, amelyekbd] egyértelmiien kdvetkeztethetiink
geometridja megsziiletésének és az Appendix elkésziilésének pontos idGpontjaira.
Ezek, az eddig is ismert adatokat kiegészitve, nemcsak azt bizonyitjdk meggy6-
zGen, hogy 6 masoktd! fiiggetleniil, 6ndlléan fedezte f6l geometriai rendszerét,
de azt is, hogy a tér abszoliit igaz tudomdnyinak gondolata az 6 fejébdl ,,pattant
ki elgszor.

Vizsgiljuk meg tehdt rendre a hirom matematikus foljegyzéseit, munkdjuk
keletkezésének idGpontjait, s ezek tsszehasonlitdsa segitségével prébaljunk hite-
les képet alkotni az elsGség kérdésében.

A paraleldk kérdésének kutatdsit BOLYAI JANOS 1819-1820 tdjdn kezdte el
Bécsben, de ekkor még kifejezetten apja nyomdokain haladt. Ugyanis az euk-
lidészi parhuzamossdgi axiémdt prébalta bebizonyitani. 1820-ban azonban mar
kezdett megérlelédni benne az a gondolat, hogy az euklidészi parhuzamossagi
axiéma fliggetlen a &bbitdl, kdvetkezésképpen azok alapjian nem bizonyithaté
be. J61 ismert, hogy BOLYAI JANOSnak a hadmérnoki akadémidn 1820-ban ké-
szitett rajzairél kiolvashaték geometridjdnak elsd gondolatai (1.2.§). Ez az Ap-
pendix megalkotdsdnak kezdete.

Az elkovetkezd években biztosan sok mindent dtgondolt BOLYAT a térelmé-
letrdl, mert 1823-ban mar teljesen kibontakoztak az dij geometria kérvonalai. No-
vember 3-in kelt a nevezetes .temesviri levél”. Felfedezésének ezt az idGpontjat
tobb késébbi frasiban is megerdsiti. Igy példdul az olmiitzi kérvényében, vala-
mint a kdvetkezo sorokban: ,,Csak még azt jegyzem erre nézve meg. hogy én eb-
béli munkdmat, melynek lényege mar 1823 — év végével hatalmamban volt. ..
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([9], hétsé boritélapjanak belsd oldala), s tobbek kozott a kévetkezé mondatban
is: ,,még fiatal koromban 1823-ban, tehdt tobb évekkel a Tentamen kijovetele
eldtt dtlattam s 6l is jegyeztem volt” (837/1"). A mdr kidolgozott elméletét 1825
elején mutatja meg édesapjinak, 1826-ban pedig munkdja német véltozatat dtad-
Jja ECKWEHR szizadosnak. Végiil az Appendix kiilonlenyomata 1831 dprilisdban
latott napvildgot. BOLYAI JANOS 1834 kériil irt, erre vonatkozé nyilatkozata: Az
itt kovetkezd tudomdnydg, ..., alapvonalaiban mdr az 1831. év elején latin nyel-
ven jelent meg ... . Ennek az elméletnek fo eredményeire mdr tébb mint 10 évvel
ezeldtt jutottam” [106, 1:221].

A Tér tudomdnya természetesen mdr az 1831 el6tti években teljesen elké-
sziilt. Tobb olyan dokumentumunk van, amelyek ezt bizonyitjak.

Az Appendix egyik példinya éppen BOLYAI FARKASnAl volt, igaz, hogy nem
végleges formidban. Ez valdszind, hogy a fidval valé 1825 évi taldlkozasuk al-
kalmdval maradt Marosvdsarhelyen. Hogy valéban Marosvisdrhelyen volt ez a
példény, arrél BoLyAl FARKAS egyik, 1830. jinius 23. el6tt (pontos datumot
nem ismeriink) irt levelébdl értestilhetiink. A mar 1953 6ta ismert [17, 377 old.]
s mégis elég ritkdn idézett levél mondatai: . Jdnosnak is mindjart irok, s ma vagy
holnap az Aradra induldktol kiildok. s elkérem az & (a maga nemében egyetlen)
munkdjat, melyet az Appendixhez kivannék nyomtattatni. Megvan ndlam, de tsak
impure”. BoLyal FARKAS akkor nyilvanvaléan a mdr nyomdakész Appendixet
kérte el fidtol.

A hagyaték még fel nem dolgozott lapjait forgatva két olyan oldalra is buk-
kanunk, amelyeken levs foljegyzések ugyancsak perdontdek ebben a kérdésben.
Itt BOLYAI JANOS maga tanisitja, hogy az Appendix mdr 1829-ben készen volt.
Mindkét foljegyzésben arra a tényre hivatkozik, amely szerint a Tentamen kia-
ddsdhoz sziikséges nyomtatdsi engedélyt mdr 1829-ben (okt. 12) kiadtdk a haté-
sdgok [10], ahhoz pedig a miinek készen kellett lennie. Az elég nehézkes fogal-
mazasu irasokbdél, néhdny rokon értelm( szét elhagyva, nemesak a szdmunkra
legfontosabb mondatot ragadjuk ki, hanem hosszabban idéziink, mert figyelemre
mélténak tartjuk » tobbi részeket is.

we .. arengeteg sok sziikségest magdaban foglalo — irja BOLYAI az 1309/3" ol-
dalon — és EUKLID s6t ADAM 6ta a tanban a legnagyobbszer( idészakot kezdett
vagy legalabb elokészitett Marosvasdrhelyt, mint a munka torvényes elovizsga-
latja vagy recensioja idoszdm vagy hatdrozatjabol kivildglik mar 1829-ik évben
keészen volt vagy allott, bdr is sokféle mas akaddlyok miatt csak az 1832-ik évben
megjelent Tentamen altalaban erdemlettiil, rengetegiil és a legmélyebben tisztelt
és szeretett szerzoje s Edes Atydm tobb magyar, latin és német munkdi értel-
me és szellemében szalva. nagyobb csoddra lekételezve mint semmibdl valamit
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teremteni...”. Az a fid fr igy apjarél — még t6bb mds helyen is —, akit a 1élek
mélyét alig vizsgdld életrajzirék sokszor annyira sotét szinben dllitottak elénk.

Ennek az oldalnak, amelyet kiilonben szép, nagy betiikkel irt BOLYAL az az
érdekes sajdtja, hogy alulrél folfelé haladva kell olvasni (1. abra).

_ig§ ) efen & H &% elen g‘,’% ?C fg%fw/ i iy TP ere LA
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1. dbra (1309/3")

BOLYAI az aldbbi, 1848 utdn keletkezett, igen érdekes jegyzetében ismét hi-
vatkozik az 1823. évre s ugyanakkor az Appendixre vonatkozd mds, fontos meg-
jegyzéseket is tesz: ,.Es gy elég csodilatos, nevezetes és kiilonds az. hogy bdr
is az Appendix Iényegére nézve mdr 1823-ban megsziiletett, 1829-ben a Tenta-
men kihirdetés s kinvomtatdsra a konyv vizsgalo Bizotisdgtol szabadsdgot nyert,
mdr 1833-ban {ez nyilvanvaléan elirdas} megjelent s t6bb hires és részint Nagy
nyitandszoknak, mint LITTROW, ETTINGSHAUSEN, s0t maga egy GAUSSnak is ke-
ziikben jart, — bdr is az Appendix utdn mds kiiléndsen derék mds is jelent meg
LOBACSEVSZKUI6] ugyanazon tdrgyrol, mind azdta is még sem taldlkozott sen-
ki, ki annak hatalmas eszkozével felszerelve segitettné, vagy annak alapjan is. a
A-tant ill6, teljes, tokélyes idomban eldadta s az a véges vagy véghetetlensége
kozotti eldénthetés lehetlenségét szigorral megbizonyitotta volna s igy végre e [0-
fontossdgu, mdr az Appendixben emlitett s megigért hidany kipotldsa is csakugyan
nekem maradott vagy ramharamlott €s foladatnak is megiejtése s homalydnak
végképpeni elenyésztetése, s az dltal az egy végtelen tengerként Vilighordozo ir
ienyege fofontosdgu targydnak a korondr vagy koszordt fOftevese” (786/2).

Ezek a foljegyzések (amelyekhez még a kévetkezd, BOLYAI JANOSnak a
Tentamenrdl irt félmondatdt is csatoljuk: ., ...censurae dato iam anno 1829
(1373/22Y)) egyértelmden tandsitjak, hogy az Appendix 1829-ben BOLYAI JA-
NOSndl mér nemcsak ,impure”, hanem kinyomtatdsra teljesen kész dllapot-
ban megvolt. Végleges elkésziilése torténetének igen fontos ldncszemét képezi
BOLYAI fent idézett két frasa. Maga a mi egész anyaga viszont mdr tébb évvel
kordbban, 1824-ben készen volt. Erre BOLYAI JANOStS! szdrmazé egyik levél
alapjan kovetkeztethetiink. A levélre, amelyet Janos 1855. oktdber 4-¢n irt apja-
hoz [17, 414 old.], SZENASSY BARNA hivta fel a figyelmiinket [19, 31-32 old.]:
A GAUSS régi leveleiben, mint mdr akkor régtén is mondottam, gy emlékezem
még 1824-ben észrevettem. hogy azt 6 is dtldtta. hogy a lapi A {sikharomszog}
terje {teriilete} ha mindenik oldal — oc is, S-ben csak vég-hatdros {véges}".
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SZENASSY, miutin GAUSS BOLYAI FARKAShoz frt leveleit is dttanulményoz-
ta, megdllapitja, hogy ,,1824-ben BOLYAI JANOS mér ismerte a hiperbolikus sik
hdromszogének teriileti képletét. Ez pedig azt jelenti, hogy dsszedllitotta az Ap-
pendix egész anyagdt, ugyanis ¢ formula tanulmdnya utolsé, 43.§-dban szerepel.
Osszegezve a mondottakat: mai tudésunk szerint BOLYAT JANOS 1820 és 1824
kozott osszedllitotta térelméletének anyagat™.

Ezt a kovetkeztetést teljes mértékben elfogadhatjuk, hisz ha BOLYAI 1824-
ben még nem késziti el folfedezésének egy kézirdsos fogalmazvinyit, akkor nem
lett volna mit megmutatnia 1825-ben apjanak, sem mit dtadnia 1826-ban volt
béesi tandrdnak, WOLTER VON ECKWEHRnek.

Igen gazdag irodalom segit N. I. LOBACSEVSZKL folfedezésének idérendii-
ségi kérdésében. O is az 1820-as évek sordn kezdett alaposabban foglalkozni
a parhuzamosok problémdjdval. Aztin az évtized utolsé két évében 1829-ben
€s 1830-ban a Kazini Hirnok (Kazanszkij Vjesztnyik) Kiilonbozd (pontosan az
1829-¢es évfolyam 2., 3., 4., 11., 12. és az 1830-as évfolyam 3., 4., 7., 8.) szd-
maiban A geometria alapjairél cimmel teszi kozz¢é munkdjanak eredményét egy
hosszabb értekezésben [39, 1-66 old.]. Ezt a munkat, amelyben LOBACSEVSZKIJ
kidolgozta a geometridra vonatkozé 1ij gondolatait és nézeteit, tekinti a szak-
irodalom a nemeuklidészi geometria elsd publikalt mtivének. Ha elGkeressiik
LOBACSEVSZKII nevezetes munkdjdt, azonnal szembetiinik, hogy nincs valami
rendben az 1829-es megjelenéssel kapcsolatban, azaz pontosabban nem 1829
LOBACSEVSZKI dolgozatinak megjelenési éve, amint azt a legtébb matemati-
katorténeti konyvben olvashatjuk. Ugyanakkor BOLYAI JANOS Appendixe sem
1832-ben jelent meg elészor. A valésdg az, hogy LOBACSEVSZKII munkdjdinak
utolsé része 1830 augusztusdban jelent meg. BOLYAI Appendixe, igaz, ,.Kiilon-
lenyomatban”, de nyomtatdsban 1831 dprilisdban ldtott ,napfényr”. Kovetkezés-
képpen még egy ¢év kiilonbség sincsen a matematika két nagy alakja miivének
megjelenése kozott, nemhogy harom esztendd, amit olyan szivesen hangoztatnak
egyesek (példaul V. F. KAGAN is [17, 102 old.]).

Az 1829-30-as éveket megel6zéen LOBACSEVSZKIInek 1819-ben volt egy
kézirata, amelynek A geomeltria alapjai cimet adta. ValoészinG, hogy ez annak
a munkdnak volt els6é viltozata, amelyet Geometria cimmel 1823-ban adott be
dllamkoltségen valé kinyomtatdsra. A jegyzet kiaddsara nem kapott engedélyt.
Erdekes, hogy LOBACSEVSZKI kéziratdt 1898-ban megtaldltdk, s KAGAN vélemé-
nye szerint a Geometridban tobbé-kevésbé lathaté mar a késébbi LOBACSEVSZKII
[90]. Tudjuk azt is, hogy 1823-ban egyetemi elGaddsain még csak azt dllapitotta
meg, hogy a parhuzamossdgi axiéma bizonyitdsa lehetetlen.

1826, februdr 11-én (23-dn) LOBACSEVSZKIJ elGadist tartott a kazédni egyetem
fizika-matematika kardn a geometria alapjairél a kovetkez8 cimmel: Exposition
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succinte des principes de la géometrie avec une démonstration rigoureuse des
paralléles (A geometria alapjainak rovid kifejtése a parhuzamosok toérvényének
szigoru bizonyitasdval). Sok bizonytalansdg, taldlgatds litott napvildgot ezzel az
eldaddssal kapesolatban. Szovege ui. (akdr BOLYAI JANOS ECKWEHRnek dtadott
irasa) elveszett, de mint LOBACSEVSZKII sajat maga kozli, az 1829-30-ban koz-
zétett értekezésének egyik része kKivonat az Exposition succinte-bél. Arra vonat-
kozdan, hogy pontosan melyik az a rész, KAGAN is bizonytalan [90, 17 old.].

Az Exposition succinte cime bizonyos zavart kelt, jegyzi meg KAGAN, és ki-
sérletet tesz annak megmagyardzasira, hogy LOBACSEVSZKII dolgozatdban nem
a parhuzamosok axiémdjanak bebizonyitdsat tiizte ki célul, sét banté elfogult-
saggal azt is Kijelenti, hogy ..... az egész anyag, amelyet BOLYAI az Appen-
dixben késGbb kifejt, mdr vildgosan helyet foglal az Exposition succinte-ben”
[17, 110-111 old.]. Mélyen hallgat KAGAN arrdl az ,.aprosagrol”, amit viszont
F. ENGEL (1861~1941) 1899-ben ugyancsak megemlit [39, 372 old.], hogy ami-
kor LOBACSEVSZKI A geometria alapjairél cimii munkdjiban az 1826-0s Expo-
sition succinte-t idézi, annak cimébdl egyszerlien kihagyja a mondat mésodik,
balj6slati felét ,avec une démonstration rigoureuse des paralléles”. Ezt — gy
véljiik — nem lehet véletlennek tekinteni. Amint ENGEL is megjegyzi: .Minden-
esetre itt még visszamaradt egy kis tisztazni valé”. A fenti félmondat kihagyé-
sa — olvashatjuk SCHLESINGER LAJOSnak BOLYAI JANOS centendriumi tinnepsé-
gén Kolozsvirott tartott Emlékbeszédében — feljogosit arra a feltevésre, hogy
LOBACSEVSZKIInek az a beldtdsa, hogy az tij geometriai rendszer egymagaban
fennallhat, 1826-ban még nem érlel6dott meg. LOBACSEVSZKI) bizonydra hama-
rosan rajott ,.a parhuzamosok tételének szigori bizonyitdsdban” elkovetett logikai
hibdra, és azutdn tobbet arrdl nem beszélt.

Nincs szandékunkban a zsenidlis LOBACSEVSZKI érdemeit kisebbiteni, de a
tényeket sem hallgathatjuk el, kiilonosen ha azokbdl eddigi értelmezésiik miatt
félreértések szarmuzhattak.

Az elmondottak alapjdn BOLYAI JANOS személyi prioritdsa minden kétség fe-
lett 41l. A geometria alapjairdl cimd munka kozlése pedig LOBACSEVSZKInek
a publikdlds formalis prioritdsdt biztositja néhdny honappal. Ha figyelembe
vessziik az informdcié malt szazad elején valo terjedési sebességét, ez a Kiilonb-
ség teljesen elenyészGnek tekinthet8. A hirkozlés lassisdga ellenére az Appendix
Marosvésdrhelyrl igen kordn (elébb, mint LOBACSEVSZKI] munkéja) eljutott a
nagyvilagba. Ezt a .matematikai nagyviligot” akkoriban kétségteleniil GAUSS
jelentette, s amint tudjuk, & mdr 1832 februdrjénak elsd napjaiban olvasta BO-
LYAI miivét (Iétezésérdl 1831 kozepe ota tudott), s6t GERLINGet is azonnal ta-
jékoztatta err6l. De a Tentament fiiggelékével egyiitt megjelenése utdn Béesbe
ETTINGSHAUSENnek is elkiildték.
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A tdrgyilagossdg kedvéért még tegyiik hozzd, hogy A geometria alapjairél ci-
mil munka némely bizonyitdsa még nem teljes, vagy éppenséggel hidnyzik [33,
167 old.]. Azt, hogy irdsdn még van csiszolni valé, LOBACSEVSZKIJ is elisme-
ri, amikor 1840-ben gy ir a Geometriai vizsgdlatok bevezetGjében: ,Sajal els6
probdlkozdsom a geometria alapiairél 1829-ben jelent meg a Kazdni Hirndkben.
Ezutin, arra térekedve, hogy az 6sszes kovetelményeknek eleget tegyek, hoz-
zdfogtam e tudomdnyig teljes kidolgozasdhoz”. [90, 41 old.]. Ezenfeliil mivét
LOBACSEVSZKI) orosz nyelven f{rta, az teljesen hozzaférhetetlen maradr a nem
orosz matematikusoknak, De az orosz tudésok sem értették meg LOBACSEVSZKI
munkdjat. Negativ véleményt adott errdl M., V, OSZTROGRADSZKU és V. I. Bu-
NYAKOVSZKI is. Ugyanakkor BOLYAI az 6 felfedezését kifogastalan latinsdggal
(majd németiil) és az elGillitas feliilmilhatatlan tokéletességével irta le. Az Ap-
pendix elismertetése is sok akaddlyba litkozétt. Ismerjlik a legkompetensebb bird,
GAUSS ,dicséretét” s aztdn teljes hallgatdsat. Az Appendixet tobben is olvastik,
(W. VON ECKWEHR, G. A. GREISINGER, A. ETTINGSHAUSEN, E. ZITTA, C. L. GER-
LING, J. J, LITTROW) s bdr kozottiik egyetemi tandrok is voltak, sajnos nem tudtdk
befogadni az tij eszméket.

LOBACSEVSZKI az 1830-az években tébb dolgozatot irt geometridjardl a Ka-
zdni Egyetem Tudominyos Napléjaban, de Crelle kozismert folyGiratdban fran-
cidul is kozdht [87. 88], 1840-ben pedig németill teszi kozzé a Geometrische
Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien cimi miivét. Felfedezését ebbdl
a munkabol ismerte meg GAUSS, BOLYAI JANOS, BOLYAI FARKAS. A matemati-
kus vildg figyelmét LOBACSEVSZKI miiveire GAUSS leveleinek 1865-ben tortént
kozzététele hivia fel. Ezekben az években kezd ismertté vilni a BOLYAI néy is.
A két BoLYAl néhdny matematikai eredményével H. R, BALTZER (1818-1887)
Die Elemente der Mathematik (1860., 1862.) cimd tankdnyvébdl ismerkedhet-
tek meg a matematikusok. Az Appendix az 1867, évben vilt hozzédférhetGbbé a
tudomdnyos vildg szamdra, amikor megjelent G. J. HOUEL (1823-1886) francia
forditdsa. A mult szdzad utolsd hatvanas és els6 hetvenes éveinek matematikusai
mind az Appendixbdl, mind a Geometriai vizsgdlatokbdl szereztek tudomdst a
nemeuklidészi geometriardl. LOBACSEVSZKIIt azonban gyakrabban idézték, €rte-
kezései tobbszor jelentek meg, az oroszok maguk is nagyobb gondot forditottak
kivdlé matematikusuk elismertetésére. Ezért j6 ideig a nemeuklidészi geomet-
ridt LOBACSEVSZKIIrGl nevezte a tudés vilag. Csak 1894-ben sikeriilt magyar
matematikusoknak elérniiik, hogy BOLYAT és LOBACSEVSZKI neve vildgszerte
egyenld megbecsiilésben részesiiljon.

GAuss hagyatékdnak folyamatos kozzététele sordn — bir a ,BOLYAI —
LOBACSEVSZKIJ-geometria” elnevezés megmaradt — a nemeuklidészi geometria
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felfedezése elsGbbségének a kérdésében a sily kezdett dttolédni GAUSS szemé-
lyére, és egyesek — amint mdr irtuk — ma is 6t tekintik az elsé nemeuklidészi
geometria kezdeményezdjének. Akik ezt a felfogast vallottdk (F. KLEIN, F. EN-
GEL) és valljak ma is (M. KLINE, J. GRAY, D. BURTON) GAUSS rendkiviil gazdag
levelezésére [22, 23, 24, 25] és hagyatékadra hivatkoznak, ugyanakkor figyelmen
kiviil hagyjdk BOLYAI JANOSnak apjdhoz 1823. november 3-4n frott sorait.

Valéban meglepé lehetett a GAUSS-hagyaték tanulmanyozdsa sordn felfedez-
ni azokat a leveleket, amelyekben ,,a matematika fejedelme” tébb szamottevd
matematikusnak eléggé nyiltan irt a nemeuklidészi geometria lehet&ségérdl, mi-
kozben e témdrdl életében soha semmit sem hozott nyilvdnossdgra. GAUSS nem
akart vitds témdval a kozvélemény elé dllni. Félt a | beotiaiak kiabidldsatol” és a
wdarazsak fulldnkjdtol”, ha titkat nem tartand meg maganak.

GAUssS rendkiviil gazdag hagyatékdban tobb olyan frdst taldlunk, amelyek
valamiképpen kapesolédnak a geometria alapjaihoz, illetve a nemeuklidészi geo-
metria gondolatdhoz. Kiilonosen kiterjedt levelezésében tobbszor érinti a para-
leldk problémakorét. A targyunkhoz tartozé levélrészleteket sokszor elemezték
mar, s a [52, 157-268 old.]-ban minden idetartozo irdst megtaldlhatunk. GAUSS
legfontosabb levelezd tarsai BOLYAI FARKAS, W. OLBERS (1758-1840), CH. L.
GERLING, E. A. TAURINUS (1794—1874), F. K. SCHWEIKART (1780-1859), F. W.
BESSEL (1784-1846) és H. SCHUMACHER (1780-1850) voltak.

Kiilonos, hogy GAUSS leveleiben milyen sokszor emliti a geometria alap-
jaival, illetve egy nemeuklidészi geometria lehetSségével kapesolatos gondolatai
keletkezésének idGpontjat. Kovetkezetesen az 1790-es évekre helyezi eszméinek
eredetét. Az 1846. november 28-4n SCHUMACHERhez frott tijékoztatdsa szerint
mér 1792-ben (tehdt 15 éves kordban!) felismerte, hogy az euklidészi geometria
tagaddsa esetén is 1étezik mdsfajta geometria. [25, 247 old.] SZENASSY BARNA a
pontosan dokumentdlt [114] tanulmdnydban joggal kérdezi, hogy vajon mennyire
adhatunk hitelt a szavainak. A tudomdnytorténet csak azt fogadhatja el ténynek,
ami megbizhaté adatokkal bizonyithaté. Mirpedig a jéval késébbi keletkezési
levelek sziikszavit kazlésein kiviil egyetlen olyan adatrél sem tudunk, amely ald-
tamasztand GAUSS dllitdsdt. Figyelemre méltéak ezzel kapcsolatban GAUSS 1804,
november 25-én BOLYAI FARKAShoz irt kovetkez6 sorai [101, 81-82 old.]: ,,...
hajdan e gordiuszi csoménak kibontdsdt megkisértettem és mindeddig hidba pro-
baltam ... Van ugyan még mindig reményem, hogy ama szirtek valamikor, még
az én életem vége elGtt atjarast engednek ... hidd el nekem, hogy szivbol oriil-
nék, ha engem megel6znél ... En aztdn a legbensSbb 6rommel megtennék min-
dent, hogy a te érdemed érvényesiiljon és a kell6 vilagossdgba helyezkedjék.” (1.
még [106, 1:43]).
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GAUSS hagyatékdban a legterjedelmesebb nemeuklidészi geometridra vonat-
kozé frast az 1832. mdrcius 6-dn az Appendix elolvasisa utdn BOLYAI FAR-
KAshoz frott levelében talaljuk [101, 110111 old.]. Legértékesebb nemeuklidé-
szi geometriai gondolatait pedig KAGAN szerint azokban a megjegyzésckben kell
keresniink. amelyeket 1840-1846 kozott fizot LOBACSEYSZKY , Geometrische
Untersuchungen” ¢im( konyvéhez., A fent emlitett SCHUMACHERhez kiildott le-
vélben ezt a munkdt egy igazi geométer mestermiivének nevezi [106, 1:131]. (A
GERLINGnek 1844. februdr 2-dn kiildott frasdban ugyanakkor azért sajnalkozik,
mert LOBACSEVSZKII miiveit egy dthatolhatatlan erd6hoz lehet hasonlitani [22,
667 old.]). A konyvecske 27. cikkelyében el6fordulé, BOLYAI JANOS megdlla-
pitdsa szerinti ,szarvashibdr” (1.5.§) azonban GAUSS nem jelzi. BOLYAI észre-
vételei LOBACSEVSZKII vizsgdlatairdl gy latszik alaposabbak, figyelmesebbek
voltak.

SZENASSY végiil megéllapitja, hogy az euklidészi parhuzamossdgi axioma
bizonyitdsdt célzé sok eredménytelen kisérlet hatdsdra 1816-t6l GAUSSban egyre
megérlelGdik a nemeuklidészi geometria lehetGségének a gondolata. A hiperbo-
likus geometria kdrébe tartozd, ezutdn papirra vetett eredményei erdsen tamasz-
kodnak J. H. LAMBERT (1728-1777) vizsgdlataira és a ,képzetes sugari gomb”
hipotézisére. A hiperbolikus geometridt azonban nem dolgozta ki tervszerien, a
matematikai szigor dltal megkivint médszerességgel. Ilyen médon a nemeukli-
dészi geometridk torténetében nem illeti meg ugyanaz a hely, mint BOLYAI JA-
NOSt vagy LOBACSEVSZKUt [114]. VEKERDI LASZLO szavaival: ..Gauss csak a
paraleldk mentén, csak a kidolgozas kiiszobéig jutott”. [9, 37 old.]. Vildgosan
litta ezt BOLYAI JANOS is. A lembergi folyamodviny-tervezetben igy fr: WUgy
ldtszik, hogy taldn GAUSS az egyetlen, aki néhdany lépést tett a cél felé, de még
mindig messze volt atiol, hogy mindezt teljes egészében ldssa. Fdradozdsai da-
cdra sem tudott valami nagyon elérehaladni. Ezt az alulirott igazolni tudja az
apjdanak GAUSS dltal irt részint mostani, részint régebbi levelei alapjdn™ [106,
1:232],

Kiilonds, hogy GAUSS, miutin elolvasta LOBACSEVSZKIl német nyelvii
munkdjat, emlitést sem tett az orosz matematikusnak arrél, hogy egy korib-
bi mii hasonld vizsgdlatokrdl és eredményekrSl ad szamot. Viszont BOLYAI
FARKAS figvelmét & hivta fel a Geometrische Untersuchungenre. BOLYAI és
LoBacsevszK munkairdl irva elismeri, hogy sajat tobb évtizedes hasonlé tar-
gyt ,,meditdci6éi”-ban nem érte el egyik matematikus miivének gazdag tartalmat
és kiforrottsagat sem. Mégsem tett tébbet e két munka, kiilonosen az Appendix
elismertetése érdekében, mint hogy néhany matematikusnak figyelmébe ajanlot-
ta. GAUSSnak lett volna lehet6sége arra, hogy a magyar és orosz matematikust
megismertesse egymassal. Sajnos a tudomdny nagy kdrdra ezt elmulasztotta.
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BOLYAI JANOS Appendixének tobb zsenidlis meglatdsa koziil az (1.4.§)-ban
kiemeltiik a kornégyszogesitéssel és a modellmddszerrel kapcsolatos észrevéte-
leit. Erdekes, hogy ezekhez a nagy jelentség( felfedezésekhez GAUSS egy sz6
megjegyzést vagy magyardzatot sem fiz. A nagy GAUSS ,idtsiklott” volna az
Appendix néhdny fejezetén? Felvetddik a sokak szdmdra bizonydra meghdkken-
16 kérdés: vajon usztdban volt GAUSS a teljes Appendixszel? Nem lehet 6szin-
te akkor, amikor azt irja BOLYAI FARKASnak: ,.... a mii egész tartalma. az ut,
amelyet fiad kovet, és az eredmények, amelyekre jutott, majdnem végig mege-
gyeznek részben mar 30-35 év ota folytatott meditdciéimmal”, hisz GAUSS az
abszoldt geometridra sohasem gondolt. Leveleiben erre vonatkozé utaldssal nem
taldlkozunk. Milyen igaza van VEKERDI LASZLOnak, amikor ezt frja GAUSSrél:
... ldathatéan 6 sem értette meg BOLYAI (i eszméinek jelentését és jelentGségét,
kiilonben hogyan is hihette volna, hogy a lingesz(i fiatal matematikus ugyanazt
fedezte fel, mint 677 [124, 67 old.]. De LOBACSEVSZKIJ dolgozataiban sincs sz6
az abszoluit geometridrdl.

Az abszolit geometria felfedezése egyediil BOLYAI JANOS érdeme. Elbtte
sem, de vele egy idGben sem gondolt senki annak megalkotdsdra. Idézziik ismét
VEKERDI LASZLOt: ,,BOLYAT JANOS nem a nemeuklidészi geometridt fedezte fel.
Neki a nemeuklidészi geometria ingyen ajdndékként adédott, miutdn folfedezte,
sz6 szerint megteremtette az abszoldt geometridt, azt a Harmadikat, ahonnét a
Masik kettd kibontotta a maga kiilon és 6nmagaban megtamadhatatlan igazsagat”
[123, 302-303 old.].

Végiil emlitsiik meg, hogy fliggetleniil a felfedezés elsébbségének kérdésé-
t61, a nemeuklidészi geometridt csak joval késdbb fogadta el a tudomanyos vilag,
s fgy hatdsa is a matematika fejlédésére csak tobb évtizeddel mindhdrom mate-
matikus haldla utdn kezdett nyilvdnvaléva vélni.
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A Bolyai-ladak

2.1. A kéziratos hagyaték sorsa

BOLYAI JANOS, a 31 éves kordban nyugalmazott csdszdri kirdlyi kapitiny els
nagy csaléddsa miatt kidbrandultan, megtorten és betegen érkezett haza apjihoz
1833 nyaran, hogy életének utolsd 27 esztendejét gyermekkori dlmodozidsainak,
tervezgetéseinek szinhelyén, Marosvisdrhelyen és Domdldon toltse el.

Ezekrs] az évekr] nemrég még ezt irta egyik ,méltatéja™: életének mdsodik
fele haszontalanul, kényelmetleniil, anyagi gondok kézott verg6dve telt el, Hala-
lakor nagyszdmu kéziratot hagyott hatra, amelyeket nem lehetett értékesiteni.

Valészin(i, hogy ezeket a mondatokat a tdjékozatlansag sziilte, de tény, hogy
BOLYAI JANOSnak, miutdn katonai palyafutdsit befejezte, valéban mostoha élet-
sors jutott. Napjait dtszovi a megnemértés, a betegség ¢és a szegénység. De nem
élt haszontalanul, hidba. Kényszer(i nyugdijaztatdsa utdn is sokat dolgozott. El-
készitette ugyan nagy munkdjat, de ,.tlizes, gyors™ szive s elméje tovédbb forrt,
nem engedte nyugodni. Napestig iil ezekben az években {réasztala mellett, hogy
félians nagysdgl papirjait vagy sokszor apré papirszeletkéit teleirja a gondolatait
megorokité betlikkel. Sok ezer oldalnyi kéziratot hagy 6rokiil.

-

Amikor a hiiséges gondoz6, SZOTS JULIA remegd kézzel lefrta, hogy ,.... gy
mdr nints mit tagadni, a Kapitany Ur nints tébbé . .. ", a marosvésarhelyi katonai
véarparancsnok BOLYAI JANOS minden irdsdt lefoglaltatta, utasitdst adott, hogy
rakjdk azokat ladidkba és vigyék be a virba. Meg kellett vizsgdlni, hogy nincs-e
benniik valamilyen katonai vonatkozdsu titok. Nem lehetett konnyi dolga annak
a tisztnek, aki a nagy halom iratot atbongészte. Kiilonos, de taldn éppen ennek
az Onkényes intézkedésnek koszonhetd, hogy a kéziratok nem semmisiiltek meg.
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A ladik a késobbiek folyamdn sok viszontagsagon mentek dt. Miutdn a vi-
sarhelyi varban foly6 vizsgalat nem taldlt katonai titkokat a sirtin teleirt lapok-
ban, dtszallitottdk azokat a virosi renddrségre, egy fészerbe. Végiil az 6si iskola,
a marosvisdrhelyi Reformdtus Kollégium sajat épiiletébe vitette a kéziratokat s
ezzel megmentette az utékornak.

A hagyaték s a BOLYAI-geometria torténetének is egyik legjelentGsebb ddtu-
ma 1867, amikor az Appendix megjelent francia nyelven G. J. HOUEL bordeaux-
i egyetemi tandr forditasdban [15]. Mintegy mdsfél évtizeden dt HOUEL volt a
Bolyai-iigy legfiradhatatlanabb harcosa. O pedig érdekl6dd kérdéseire SCHMIDT
FERENCben taldlt rendkiviil lelkes segitStirsat. SCHMIDT éppen HOUEL kérésé-
re irta meg a két BOLYAI életrajzit és kozolte a Grunert-féle Archivban [100].
Ez az értekezés ismertette el@szor vildgnyelven a két BOLYAI életrajzi adatait.
Az Appendix francia forditasa a SCHMIDT altal frott életrajzzal egybefiizve jelent
meg 1867-ben [115].

A bordeaux-i kiadviny hatdsdra itthon is felismerték a Bolyai-ligy jelentGsé-
gét. HUNYADY JENO az Akadémia egyik iilésén tdjékoztatta a tagokat arrél, hogy
megjelent francia nyelven az Appendix és annak bevezetéseként a SCHMIDT FE-
RENC (1827-1901) dltal irott €letrajz. Azt inditvinyozta, hogy az Akadémia kérje
kolestn Marosvisdrhelyrdl feldolgozas céljabdl a Bolyai-hagyatékot. Az Aka-
démia akkori f6titkdra, ARANY JANOS 1868. junius 15-én irt levelében kéri a
Kollégium Igazgatdsdgitol az iratokat dtvizsgdldsra.

A hagyaték végil is 1869 decemberében érkezett Pestre és felbontatlanul
Hletétetett” az Akadémia Levéltardba. Eleinte tgy tlint, hogy a magyar matema-
tikusok megfeledkeztek a laddkrol. Két kiilfoldi tudos, B. BONCAMPAGNI (1821—
1894) és HOUEL siirgetésére aztdn az Akadémia 1871. oktéber 16-i hatirozata
értelmében megalakult a Bolyai-kéziratok dtvizsgaldsdra hivatott négytagd bi-
zottsdg, amely azonnal megkezdte a munkdt., A kézirdsos hagyaték foldolgozdsa
vontatottan haladt. Az Akadémia 1874. mdrcius 16-i iilése jegyzGkonyve sze-
rint ,,BOLYAI munkdjinak elkésziilte bizonytalan, miutdn ez oly természeti, hogy
rogtonozni nem lehet és sokszor tetemes anyag feldolgozisa utdn sincs kdzélhetd
eredmény” [45, 14 old.].

A Bolyai-kéziratok dtvizsgédldsa tehdt nem vezetett konkrét eredményre és
felhaszndlatlan maradt egészen 1894-ig. Ekkor érkezett meg ugyanis az Aka-
démiahoz a marosvidsarhelyi ev. ref. kollégium igazgatésigdnak a Bolyai-
hagyatékot visszakérd, és az dtvizsgalds eredményérdl tajékoztatdst vird levele.
A 1II. osztaly hatdrozata az aldbbi volt:

LA szintén mdr hosszabb idd elStt beadott jelentések (KONIG GYULA és
SCHMIDT FERENC részérdl) értelmében ezen iratokban kiaddsra alkalmas anyag
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nem taldltatvan, az osztdly részérél nem forog fenn nehézség azirdnt, hogy ezen
iratok jogos birtokosuknak visszaadassanak” [45, 14 old.].

Ma tudjuk, hogy a jelentéseket nem el6zte meg alapos kutatdmunka. Mdr a
rakovetkezé évtizedekben P. STACKEL tobb dolgozatban és nevezetes monogra-
fidjdban megmutatta, hogy ,.ezen iratokban” van kiaddsra alkalmas anyag. Most
pedig egy évszdzaddal késGbb tgy érezziik, hogy kényviinkben is racdfolunk az
MTA TII. (Math. és Term. tud.) osztdlydnak 1894. évi hatdrozatdra.

Az iratok 1894-ben hidnytalanul visszakertiltek eredeti tulajdonosukhoz. Ma
ezeket a marosvisérhelyi Teleki-Bolyai Konyvtar 6rzi [18]. A Magyar Tudomé-
nyos Akadémia a maga Bolyai-gy(jteményét [12] a késGbbi években alakitotta
ki.

Az elkovetkezd esztend@kben aztin fokozatosan lendilt eldre a Bolyai-
kutatds. Ha nem is tartozik szorosan a kéziratok feldolgozdsihoz, de emlitsiik
meg, hogy évtizedekig hizodo, lassi elSkészités utdn végiil 1897-ben KONIG
GYULA bemutathatta az Akadémia egyik iilésén a Tentamen mdsodik kiadasdnak
elsd kotetét. A masodik kotet nagysokd, 1904 végén jelent meg.

A magyar tudomany BOLYAI JANOSsal szemben csak 100 éve, 1897-ben tor-
lesztette régi adéssagat. Ismét a lelkes SCHMIDT FERENC volt az, aki a nyomdai
munka anyagi terhét is villalva megjelenteti az Appendix-et magyarul (amikor
mar van francia [15], olasz, angol [13], s6t japdn kiaddsa is; Toki6ban az an-
gol nyelv( [13] forditdst jelentették meg 1894-ben). Ugyancsak 6 szorgalmazta
a BOLYAI FARKAS és GAUSS kozotti levelezésnek a kiaddsét. Evtizedekre terjed
faradozdsdt 1899-ben siker korondzta: a levelezést tartalmazé szép kétet egyide-
jlileg két helyen (Budapesten és Lipcsében) is megjelent [101]. A kiadvinyt egy
fiatal matematikussal, PAUL STACKEL-lel készittették eld.

PAUL STACKEL német egyetemi tandr dldozatos munkdjanak kodszonhetd,
hogy BOLYAI JANOS kéziratban maradt matematikai eredményei nagy része a
szdzadfordulé idején napvildgra keriilt. STACKEL Marosvasdrhelyre is elldtoga-
tott, hogy minél alaposabban tanulmédnyozhassa a BoLYAlak munkajit. Kutatd-
sainak eredményeit az értekezések egész sordban tette kozzé. Kétkotetes konyve
[106] ma is az az alapmd, amely a két BOLYAI életének és tevékenységének
legteljesebb képét adja. A STACKEL-kOnyv ma mdr nyilvdnvaléan sok helyen ki-
egészithetd az djabb vizsgdlatok eredményeivel. Munkdnk kovetkezd részében
éppen ez a célunk. Szdndékunk a STACKEL-m{, de mds BOLYAI-monogrifidk
dltal hangoztatott pontatlansdgokat és tévedéseket atértékelni €s helyreigazitani.

STACKEL komoly érdemeket szerzett a BoLYAI-iigyben. De a STACKEL-mi
létrejbttében a hazai magyar matematikusok is szerepet villaltak. A magyar nyel-
vii szovegeket SCHMIDT FERENC, FEJER LIPOT és mdsok iiltették 4t németre, a
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konyv végén taldlhaté hetvenoldalas ,Jegyzetek™ anyagit f6leg RETHY MOR,
KURSCHAK JOZSEF és SCHMIDT FERENC szolgéltatta [115].

2.2. Bolyai Janos foljegyzései

Nem kénny{i a Bolyai-kéziratokat olvasni, bdr a mdr sdrgulé papirlapok tanul-
mdnyozdsa minden tiirelmes Bolyai-kutatdnak igazi élményt, sok drémet szerez-
het. Ugyanakkor jogos egyes szerz0k panasza a kéziratok kibet(izésének nehéz-
ségei miatt. BOLYAI JANOS foljegyzései nem nyomtatdsra kész dolgozatok, ha-
nem befejezetlen tervezetek szdmos hézaggal, ismétléssel, torléssel, betolddsok-
kal. BOLYATI frdsaiban maga szerkesztette bettiket hasznil, sokszor elég nehézkes
és szokatlan szimbolikdjdval kell megbirkéznunk. Uj szavakat alkot. Nehéz sti-
lusa kdnnyen kedvét szegi a kevéssé szivés kutaténak. Mindezek rendkiviil meg-
nehezitik €s farasztévd teszik matematikai és mds természetii foljegyzéseinek a
szambavételét. Maga is beismeri, hogy gyakran sok gyotrédéssel jar gondola-
tainak formdba dntése. Taldléan frja SZEKELY JANOS ,Bolyai hagyatéka” cimii
szonettkoszordjdaban:

wSzazszor betoldta, szazszor hizta ét,
Mig izzadozvidn meglelte az utat.”

BOLYAI JANOS foljegyzéseit irva nem gondolt arra, hogy azok ,.tokélyesek”
legyenek, hiszen a maga szamdra irt, nem a nyilvanossagnak szanta azokat. A
legszivesebben nagyméreti sziirkés vagy kékes szind f6lidnsokra frt. Ugy tiinik,
ezeket nem tudta mindig megvasdrolni s ha nem akadt mds, minden keze ligyébe
keriilt papirt felhasznalt, hogy gondolatait lejegyezze: szétteritett régi levélborité-
kok, hivatalos okmdnyok, gyaszjelentések, hirdetések, meghivék liresen maradt
sz€leit vagy hatlapjait. Hagyatékdban rengeteg dirib-darab papirra frt megnyir-
bilt foljegyzést taldlunk. Igy vall err8l — MANDICS GYORGY szavaival - BOLYAI
JANOS:

e S et B Apré
papirszeletkék fuvarozzdk a keservesen
kigyGngyozott eszmét. Most madr csak a nyely
szép formdjat kell megtaldljam...”
Sokszor nagy gondot okoz az iratok id&rend{iségének a megillapitdsa.
BOLYAI ¢sak nagyon ritkdn jel6li meg valamelyik irdsa keletkezésének idGpont-
jat. Még leveleit sem ldtta el mindig keltezéssel. Kiilén 6rém a kutaténak, amikor
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egy kalenddrium, sorsjegy hétin vagy iskolai értesitdn taldl jegyzeteket, mert eze-
ken keltezés is olvashaté s igy ha nem is teljesen megbizhatéan, de eligazodhat
az iras keletkezésének idGpontjdra vonatkozoan. Sok szinhdzi misorlap hatolda-
lit telefrta BOLYAL Ezek alapjan egy hozzaértd szakember mar-mar megirhatna a
mult szdzadi Marosvdsdrhely szinhdztorténetét. Mindenesetre sok értékes adalé-
kot szolgdltatnak a marosvisdrhelyi szinhazi élet eseményeinek szimbavételéhez
(2. abra). Felhaszndlta a Tentamen nyomtatott lapjait, sajat régebbi jegyzeteit
(ezek koziil tobb szinte palimpszeszt-szeri {olyan pergamen, amelyrdl az eredeti
irast eltavolitottdk, s helyébe tjat irtak}) s nem lehet meghat6das nélkiil kéz-
be venni fia, BOLYAI DENES és lednya, BOLYAI AMALIA (Mili) megvonalkdzott
irdsgyakorlatira odavetett sorait (3. abra).

2.3. Miért jegyzetelt Bolyai Janos?

BOLYAI JANOSnak Marosvasdrhelyen a Teleki-Bolyai Konyvtirban mintegy
14000 oldalnyi (ebbdl 1000 oldal didkkori jegyzet) kéziratdt orzik. A kézira-
tokat nagy dosszi¢kban taldljuk, megszdmozva, leltdrozva. Ebben a formdban
val6 elrendezésiiket ABAFAY GUSZTAV és BENKO SAMU végezte el 1953 és 1959
kozott. BENKO SAMU az, aki STACKEL utdn a legalaposabban dttanulmanyozta
BOLYAI JANOS hagyatékdnak nem matematikai tdrgyi kéziratait. A hosszi évek
munkdjanak eredménye — t6bb részlettanulmény mellett — BOLYAI JANOS vallo-
madsai cimii kényve [6], majd az Apa €s fia tanulmdnykotet [8]. frasainak nyomén
a tépeldo, kiizdd, elmélkedd ember bontakozik ki eldttiink. Konyveiben azt bi-
zonyftja, hogy a kéziratban maradt Udvtanban ugyanaz a nagy osszefiiggések
felismerésére zseniilis elme munkdl, mint az Appendixben, csupin meglitdsai
nem korldtozddnak szakteriiletére, hanem Kiterjednek az élet és a tarsadalom 4l-
talanos vonatkozisaira is.

BENKO SAMU a marosvasdrhelyi kéziratok szétszérddott papirhalmazédnak
rendberakdsa és elemzése alapjan emberként dllitja elénk a nagy matematikust.
BENKO gy véli: ,,A magdnos ember vallomasai ezek. ElGre eltervezett rend nél-
kiil keletkezett irasok; papirra vetésiikkel az egyediillét bortonébdl keresett sza-
baduldst és kapcsolatot a vildggal az onnan kiszorult rendkiviili termékenységi
elme ... O — leszamitva apjdhoz intézett leveleit — nem oszthatta meg senkivel
gondolatait, tudoményos, elméleti gondjait. fgy lett egyetlen bizalmasa, meghall-
gatdja a tiirelmes papir” ([6], 10 old.).

A foljegyzések nagy részén valéban meglatszik, hogy azokat a magany sziil-
te, sajit magdnak {rta BOLYAIJANOS. Azt azonban nem dllithatjuk, hogy ennyivel
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megelégedett volna. Ezek csupin még nem KellGen csiszolt, ideiglenesen lejegy-
zett gondolatok. Biztosan nem akarta, hogy nyom nélkiil vesszen el az 6sszehal-
mozott sok betd, vonal, képlet, gondolat. Bizony, szerette volna azokat megosz-
tani a nagy nyilvianossdggal. Olvassuk csak az alibbi sorokat: ,,... bar is én itt
semmif se jarok correct conceptus (rendszerezd Osszefoglalds utan, nyakra f6re
sietve) a legderekabb és, a tanban, hatalmasabb eszmék, csak az elfeledés elleni
hirtelen papirra vetésre is ido kell, uigy, hogy alig gyo6zém ezt még mind eddig is.
Azonban kozelit azon hatdridd, mikor mdr elérve a kitdzott célt, a meglévad anya-
got kezdem kireszelve, simitva, feényesitve (mi utobbi azonban nem a szemnek,
csak a tanban jo) egy szoval kimiivelve, tokélyesitve tisztdra és Kitelhetd jol és
kellemesen olvashatolag frni” (800/1"). Egy masik helyen: ,,Tanom lényegéet hd-
rom nyelven, magyarul, nemetiil és latinul szandoklom kiadnr” (743/3). Vagy az
algebrai egyenletek megoldhatésdgat vizsgalva: ... egyvenletek geber fololdisi
modja . .. hatalmamban lévén, melyeket is ha a jelen vizsga jol vagy kedvezoleg
fogadtatik: kdzolni szdndoklok” (T10/ 1). BOLYAI nem fél a birdalatté]l sem. Ha a
munkdja megjelenik, az olvasét igy szélitja meg: ,,Mason Iéven a sor szigordn
vizsgdlni, s ha szlikségesnek vagy helyesnek talilja az illedelem hatdrai kozott ki-
méletleniil €s minden keménységgel és szigorral cdfolni: mire a Tisztelt Olvasot
is illenddleg megkérem” (710/2). Biztosan kozlésre szdnt szoveg az is, amelynek
egyik mondata igy hangzik: ,,Azért ideje mdr e kis drtatlan csinnek véget vetni s
a Tisztelt Olvasot (olviligositani, tobbé zavarban nem hagynr” (868/1). Egy kis
céduldn (996/1) fgy kezdi az egyelGre még nem létez6 kiadénak szdnt utasitdsait:
WJelen kéziratom Kiado-s Kinyomoja figyeltetik arra, hogy az ebben vords iron
— vagy plajbdsszal irott, tehit a jelen jegyzet is, mint csak a Kiad6 szdmdra va-
16, nem kinyomanda”. Tme egy — német szovegben eldugott — mondat: ,,Egyszer
mindent a Vildg stilja szerint. a mellett sajdt Appendixi s még 0bb rovidségir
tokéletesebb stilomon kiadni” (1177/5). Egy helyen még azt is megjegyzi, hogy
munkdit almazold papiron szeretné megjelentetni. Csak sajndlhatjuk, hogy erre
sohasem keriilt sor.

Tobbszor éri BOLYAI JANOSt az a ,,vad", hogy miért hallgatott el az Appen-
dix megjelenése “tan. Miért nem hozta nyilvanossigra késobbi folfedezéseit?
Egyik oka ennek — SZENASSY BARNA szerint — az Appendix kdzonyos fogadta-
tdsa, a virt siker elmaraddsa és emiatt bekovetkezett kedveszegettség. De anyagi
okok is szerepet jdtszhattak, hisz mind az apa, mind a fid sajat koltségén adta
ki frasait, tudomanyos elszigeteltségiikben nem taldltak erre mds lehetGséget. A
kiaddshoz sziikséges anyagi terheket pedig BOLYAI JANOS szerény nyugdijabol
nem vallalhatta.

A fentiek szerint az elsd magyardzatot kiigazithatjuk. Az Appendix siker-
telensége nem torte dssze teljesen BOLYAI JANOSt. Miivének kiaddsa utdn sem
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maradt tétlen. Egy pillanatig sem kételkedett munkdja értékében €s bizott az id6
utélagos jévitételében. 1844-bSl szdrmazé sajat vallomésa szerint BOLYAI JA-
NOS leginkdbb azért vart a publikdldssal, mert frdsait nem sikertilt még az dltala
megkivant tokéletes formdba ontenie. fgy ir err6l: ..... azon rengetegnek, mely
mdr szandékozok a koz-jora vildg elébe adni, némi jeléi] annak, hogy kordnt sem
aludtam el életemet, s nem vagyok azon meg-vettetésre mélto, millyel némelyek
hdt megett illetnek. Csak az a fatdlis kordlmény szir, fiir most is, mi tanaim
kiaddsdtol eddig is mind el-tartott, hogy a tan mig TOKELYES rendben, idom-
ban nincs, vagyis mig kijelelése is nem tokélyes. Barmily tokélyesen tudja is az
ember maga mind értésre, mind kijelelésre nézve, de ha az olvasot is meg nem
bardtkoztatta még a helyes nyelvvel, oly mint mikor egy dardzstészekbe nyiil az
ember’ (445/1Y).

Szandékdban volt, hogy frisaival folkeresi az dltala ismert két matematikai
folyéiratot is, a Crelle’s Journal-t és a Grunert Archiv-ot. Papirjai kézou fonn-
maradt két olyan lap, amelyeken azonnali feladatait jegyezte fel TeendSk vagy
igazitand6im 1851. nov 24-e 6ta, (474/1) és TeendGim 1856. augusztus 1-t6l
kezdve (459/1) cimen. A ,,naponként reggel dtnézendd” tennivalok kozott miu-
tin felsorolja a hdztartdsdhoz télire sziikséges holmikat (szekér fa, 25 j6 gyer-
tya, papradi(?) kotet papir, torokbtiza, aszi gyiimoles, véka dio stb.), megjegyzi,
hogy vissza kell kérnie apjdtol a leveleit. Legfontosabbnak tanai ,rendbe s tisztd-
ba irasat” tartja amelyeket magyarul Budapestre (a Tudés Tarsulathoz), németiil
és latinul Bécsbe (,a cs. k. tanos akadémiihoz") akar kiildeni. (Hasonlé ter-
vekrdl mar 1844-ben irt egyik levelében is olvashattunk az 1.2. paragrafusban
is.) De Gottingdba, Berlinbe (,,0tt a Crelle-hez és Grunert-hez’) Péarizsba, Roma-
ba is szdndékdban van — jegyzete szerint — ezeket elkiildeni. Legfébb m{ivérdl
ezt irja: ,,... s az Appendixnek mint ontalilmanyomnak megvédése vagy tiszta
magos fénybe helyezésére ama német archivum vagy tudomdnyos gydjteménybe
folkiildetni s mindeniket illo célszeriileg el-szétosztani a Foldon”.

A kézirat egyik mondata azt jelzi, hogy BOLYAI JANOS gondolatai kézott
1851-ben még egy, az Akadémidra benyijtando pdlydzat lehetdsége is felmertilt:
~A bécsi s magyar akadémia jutalom kérdéseit s jutalom dijait megtudni s ha
célszerinek s lelietének taldlom azokra megtelelni, eleget tenni. . .” (474/1).

A Montucla diltal méltan dicsért” (741/1) L. MASCHERONI (1750-1800)
konyvének hatdsdt érezziik a ,teend6k” kovetkezd mondatan: ,.egy cirkalom nyi-
ldssali fololddsdt az egész EUKLID elsd konyvébeni féladatoknak™. Sajat magétol
kérdezi, hogy vajon melyik az az egyenlete LEIBNIZnek, amelyet NEWTON nem,
de taldn BERNOULLI JANOS megoldott?
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Még egy érdekes mondatfoszldny hizédik meg a sorok kézott: ,.egyeldre
ornagyi rang s dllodalmi tandcsnok™. Vajon mire gondolt BOLYAI, amikor ezeket
a szavakat papfrra vetette?

2.4. Utinam Gauss superstes esset!

Fdjdalom, BOLYAI JANOS tipikus példdja a szerencsétlen sorsi tudgsnak. Eveit
keserti csaloddsok kisérték. Még kamasz, amikor csalédnia kellett eszményképé-
ben, GAUSSban, amiért apja legmeghittebbnek vélt bardtja nem fogadta 6t hiziba.
Miutdn zsenidlis geometridja nem kapta meg a kell elismerést, 6t év milva egy
Gjabb rendkiviili m{ megirdsdra vdllakozott, de a pilyabirik a Responsiét sem ér-
tették meg, & megint csak a csaloddssal maradt. Még virosa is, a legjobb esetben
kozonnyel szemléli vivédasait. Tragédidnak nevezhetjiik életét, mert nagyszer(
felfedezéseit a maradi tarsadalom képtelen volt befogadni. A Tentamen egyik
példdnya az Appendixszel egyiitt a Magyar Tudomdnyos Akadémia polcain po-
rosodott, de életében BOLYAI JANOSnak még a neve sem hagzott el ennek falai
kozott. A Tentamen koteteit BOLYAI FARKAS kiildte el a Magyar Tudés Tarsasdg
cimére mindjart a megjelenésiik utin. Az 1. kotetet 1833 augusztusdban kiildte
meg, a II. kotet ajindékozasat 1835. majus 1-jén jelenti a f6titkdr [45, 110]. Ezek
a példanyok ma is megtalalhatéak a MTA Konyvtaraban ([12] az 542.012 konyv-
tari jelzet alatt). Mindkét kotetben az el6zéklapon autogrif irdssal ez olvashaté:
»A m.t. tarsasdgnak BOLYAI FARKAS mint szerz”.

DOBRENTEI GABOR titoknok, akihez a kiildemények érkeztek, még augusztus
29-én valaszolt BOLYAI FARKASnak: , Konyvedet tehat nevedben a Tdrsasdgnak
oktéber 1-s6 napjan adom majd bé...”. Figyelemre méltéak a levél kovetkezd
mondatai: ,Rad nézve is egyenesen irtam middn kivantam, hogy mathesisi mun-
kddat magyarul ird, mivel 34 vidéki rendes tagnak o6hajtottalak majd 300 peng®
forinttal, ami mellett mdr ezutdn dedk munkad miatt nem szdélhatok; fijadra a
Kapitdnyra nézve is az a bardtsdgos észrevételem van, hogy ha magyarul adja ki
munkajit lehet még helybeli tag itt 500 peng6 forinttal, mely summa penzi6jihoz
egykor jol jarulna: lehet vidéki rendes tag 300 pengé forinttal”.

DOBRENTEI gy vélte, hogy a latin nyelvii Tentamen miatt nem vetheti fel a
Tudés Tarsasagban BOLYAI FARKAS rendes tagsagdnak ajanlasat. 1835 szeptem-
berétél mar nem DOBRENTEI volt a Tarsasdg titoknoka. Utéda nyilvén nem ismer-
te kozelebbrél BOLYAI FARKASt. A korlilmények kedvezdétlen alakuldsa folytan
tébbé nem keriilt sor a rendes tagsdgi tigyre [45, 7-8 old.].

Sajnos a reformkori Akadémia nem kis mértékben hibds, hogy Magyaror-
szdgon a természettudomdnyok terén nem alakulhatott ki olyan szellemi klima,
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mely alkalmas lett volna korszer(i gondolatok befogadasira. Az igazi tragédia
— irja VEKERDI LASZLO — a matematikdban zajlott le, jévitehetetleniil. A Mate-
matikai Osztdly tagjai hatalmas buzgalommal, de hiinyos szakmai hozzadértéssel
littak hozzd tisztiiknek. [téleteik feliiletesek, s tobbnyire személyes kapcsolata-
ik dltal irdnyitottak. Ez volt az oka annak, hogy tudds tirsasagunk eléggé szé-
gyenletesen bédnt a két BOLYAI munkdival. [gy példdul VALLAS ANTAL a honi
matematikai irodalom dttekintésében (Tudomdanytar 1836) hosszan dicséri NAGY
KAROLY aritmetikdjat, de felsoroldsdban csak megemliti BOLYAI FARKAS reme-
két, Az artimetika elejét, s6t a Tentament is, anélkiil, hogy egyetlen elismerd
vagy akdrcsak targyilagosan ismertetS szot is vesztegetne rajuk.

A Matematikai Osztdly rendes tagjai az Akadémia Konyvtdriban meglévd
Tentamen-példdanyt (s annak ,Fiiggelékét”) még csak meg sem nézték. Pedig
BOLYAI FARKAS fomiivének magyar nyelvli dtdolgozdsat is felajanlotta: ,hogy
didk halottja valaha salakjibél megtisztulva magyarul tdmad fel”. Val6sdggal
megdobbents, hogy a Tentamen mennyire ismeretlen maradt. A Tudos Tarsasdg
példdul 1844-ben a paralelak problémdjdt javasolta jutalomkérdésnek, holott a
Tentamen és benne az Appendix egy példinya mdr 12 éve ott fekiidt a Tdrsasdg
konyvtdardban [1, 29 old.]. Nem kell tilsdgosan nagy képzelGeré ahhoz, hogy
beldssuk, mit tehetett volna az Akadémia, ha még idejében s itthon kellé helyre
keriilhetett volna BOLYAI JANOS folfedezése [124, 63-66 old.].

Mégis mennyi elismerés jutott élete folyamdn BOLYAI JANOSNAK? Taldn
GAUSS kétes értékdi mondatai koziil a kévetkezs: ,,Nagyon meglepett ... és na-
gyon drvendek, hogy éppen régi baratom fia az, aki engem ilyen csoddlatos mé-
don megel&zott™ [101, 112-113 old.]. A levél tdbbi sorai, sajnos, erésen tompitjak
ezeket a szavakat.

Szdamos irasdbdl gy érezziik, hogy nem vdgyodott a kiils6 dicséségre. ...
nem vdgytam — irja onéletrajzdban — az afféle, mdsok dltal vaddsztatni szokott,
kiilsé halhatatlansdgra. ..” (1086). Inkdbb megértésre, mint dicsdségre dhitozott.
A tudésnak az a fizetsége, ha faradsdgos munkdjival megtaldlja az igazsigot.
Azzal vigasztalta magét, hogy a feltaldlds 6rome vetekszik mindenféle elisme-
rés dicsdségével. Ugyanakkor minden sordbél kiérzddik, hogy ennek a beteg,
magdnyossdgaban megkeseredett embernek szigorti homlokrdncai ugyancsak ki-
simulndnak az elismerés akdrmilyen pardnyi sugaritél is [6, 42 old.].

Amikor abban reménykedik, hogy sikeriil megtaldlnia a primszamok képle-
tét, apjanak irt egyik levelének oldaljegyzetében igy kidlt fel: ,,Utinam GAUSS
superstes esset!” {Barcsak GAUSS még €lne!}. Erre és még sok mas hasonlok
eléggé legtekintélyesebb méltanyolhatdsdra nézve is” (800/1") (4. dbra). Lehet-
e kozombosen olvasni BOLYAI JANOS kivénsdgat? Ki ne érezné ebbdl a néhdny
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szavas sz€ljegyzetb6l BOLYALI titkos vdgydt, hogy bércsak GAUSS is tudomdst
szerezne az G fontos felfedezésérsl? Végiil is mennyire sovidrgott az elismeré-
sért. S ezt egész életében leginkdbb GAUSSIG] virta.

»BOLYAI JANOSt nem az elismerés kimaraddsa — irja SARLOSKA ERNG —, ha-
nem a redt6r6 gondolatok drja sodorja ki tarsadalmabél. Nem a barikddokon kell
keresni hozzd a mindent megmagyardzo tettet. A tizenkilencedik szdzad nagy
magdnyosai szolgdltatjdk a kulcsot sorsahoz, azok a s6hajok, melyek keseredet-
ten el6szér adnak szdmot a kalandr6l, mely arra vir, ki az idedk ingovényaba
téved” [95].

2.5. Matematikai természetii iratok

BENKG SAMU, érthetd médon, csak a nem matematikai természetii Bolyai-
iratokat tanulmanyozta. Nem lévén szakember, a matematikai problémdkat tartal-
maz6 jegyzeteket nem is rendszerezhette. ,,... a matematikai tdrgyd iromédnyo-
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kat — olvassuk [7, 360 old.] — pusztdn kiilsé ismérvek (papir, 6rszavak) alapjan
csoportositottuk, illetdleg leltdroztuk és matematikatdrténeti iskoldzottsdg hijdn
sziinteleniil elégedetlenkedtiink magunkkal, hogy alig hasznosithatunk valamit a
szovegek kindlta belsé osszefiiggésekbdl,”

Ezek az frasok valoban ma is elég nagy Osszevisszasdgban taldlhatéak a kii-
16nb6z6 dossziékban. Ezért sokszor egy megkezdett gondolat vagy otlet foly-
tatdsdt csak nagynehezen pillanthatjuk meg, néha hetek, hénapok munkdjanak
eredményeképpen. Ha egydltaldn l1étezik valahol folytatds.

Sajnos a BOLYAI JANOS dltal készitett jegyzetek nem maradtak fenn hidny-
talanul. Sok elkallédott koziiliik. Tudomdsunk van arrél, hogy annak idején az
egyik kollégiumi tandr, SZABO SAMUEL, azért, hogy az iratokat kényelmesebben
tanulmanyozhassa, tobbet hazavitt kéziiliik. A ndla felejtédott lapokat fia csak j6-
val apja haldla utdn taldlta meg. Vajon akkor hidnytalanul elSkeriiltek a papirok?
Szerencsére a fii, SZABO PETER az atyja hagyatékdban taldlt Bolyai-kéziratokat
megoérizte, feldolgozta s ezzel felbecsiilhetetlen munkat végzett. Keletkezett az
iratokban nagyobb kir is. BOLYAI JANOS féltestvére, BOLYAI GERGELY (1826
1890) sem &rizte elég gonddal a birtokdban lévket. Sajndlkozva olvassuk egyik,
1884-ben irt levelét: ..... Jdnosnak sok levele volt, mind megsemmisitettem.
Azokban igaz, hogy roppant sok mathematicum volt...” [45]. Lehetnek egyes
csalddok birtokdban is BOLYAIt6l szarmazé kéziratok. Konnyen elképzelhetd,
hogy a leglelkesebb Bolyai-kutaté, SCHMIDT FERENC leszdrmazottainak birtokd-
ban is vannak még Bolyai-iratok. Nem megalapozatlan az a feltevés, miszerint
STACKEL, mivel nem tudott huzamosabb ideig Marosvisarhelyen tartézkodni,
feldolgozads céljibdl tobb kéziratot magdval vitt, amelyek aztin tobbé nem keriil-
tek vissza eredeti helyiikre. De ez természetesen nem csak STACKELIel torténhe-
tett meg [9, 14 old.]. Annak idején magunk is tapasztaltuk, hogy a Teleki-Bolyai
Kényvtirban érzott kéziratok kozott nincs meg minden, ami PAUL STACKEL, il-
letGleg a neki (f6leg magyar nyelvii szovegek forditdsdval) segédkezd tudésok
kezén megfordult — irja BENKG SAMU [7, 360 old.]. Valésziniileg sok kéziratos
anyag tiint el a BOLYAI FARKAS haldlat kévetd napokban. A gyarld feliigye-
let lehetvé tette egy-egy kotegnek a megsemmisitését. Csak valami effélével
magyardzhatjuk, hogy Jdnos tobb, apjdhoz intézett levelén kiviil teljességgel hi-
dnyoznak az apa kézirati hagyatékdbdl legbens6bb bardtainak, BODOR PALnak,
JAKAB LaJosnak, BOD PETERnek a hozzd kiildott levelei is. Ezeknek kotegestdl
kellett eltlinniok [20, 25 old.].

E kényv ir6ja hosszasan kereste példaul azt a céduldt, amelyen STACKEL sze-
rint [106, 1:254 és 277 old.] BOLYAI Osszedllitotta az dltala megoldhaténak vélt
problémakat, de minden faradozdsa hidbavalénak bizonyult. Valészintileg a vég-
leg megsemmisiilt fratok kozé keriiltek azok a jegyzetek is, amelyeken BOLYAI
TANOS ,.tisztdn, finom iiton . .." (445/3") bebizonyftotta a klasszikus algebra alap-
tételét.
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2.6. Milyen nyelven irt Bolyai?

BOLYAI JANOS a kiaddsra szdnt munkdit, de sajit magénak lejegyzett gondolatait
is hdrom nyelven irta le: magyarul, latinul és németiil (természetesen got betiiket
is haszndlt). A Scientia Spatii latinul jelent meg, de ismerjiik a német Raumleh-
re viltozatat is. Lehetséges, hogy 1825-ben az apjdnak dtadott példdnyt magyar
nyelven fogalmazta. Nem tudhatjuk. Kétségtelen viszont, hogy magyarul gondol-
ta ki. A Responsiot és a komplex szdmokrdl késziilt tobb mds dolgozatdt latinul
frta. LOBACSEVSZKII miivéhez flizott Eszrevételeit magyar nyelven orokiti meg.
Amint mar fennebb lattuk (2.3.§). munkdit is hiarom nyelven, magyarul, németiil
és latinul szerette volna kiadni (743/3).

A kéziratok jegyzetelése, masoldsa kozben két, ezzel a kérdéskorrel kapcso-
latos, igen érdekes foljegyzésre taldltam. Ezeken a céduldkon BOLYAI JANOS azt
az elhatdrozasat rogziti, hogy a ktvetkezd években anyanyelvén fog irni. ,,ma-
gam pedig e targyban — irja apja egyik levelére — nagyobbadra 1842 ota (mikor,
addig mind németiil irva) legelébb forditottam torténetesen figyelmemet a ma-
gyarra s avval egyiitt a nyelvre komolyabban midon az alapokat még fiatal ko-
romban megvetettem. ..” (1399/1). Ceruzdval irt jegyzet a kbvetkezo: ,.... végre
meglittam az Atydm 1830-ban kijétt Arithmetika Elejét s abban betiinek s mii-
szavainak javitisa s nyelviink természetével megegyezd jboli teremiése irdant
tett kisérleteket: 1842 nyara ota némi aprobb tanulmanyok utan anyanyelvemre s
annak kitind derék tulajdonaira kézelebbrol kezdettem figyelmemet s ... azota
helyesnek tandltam magamat legelobb magyarul leendd kiaddsara tanom Iénye-
gének” (1491/1). 1846 koriil a kovetkezdképpen ir: . En ... a magyar nemzetet
s nyelvet kiilénéson szeretem, s éppen javat kivanom eszkézolni mint az Is bi-
zonyitfa, hogy tanaimat magyarul irtam, s irom jelenit is" (1086/3).

Ezutan a hagyatékban valdban megszaporodnak a magyar nyelvii {riasok.
Gondolhatnank arra, hogy ilyenforman tobb irat keletkezésének idGpontjira
konnyebben kdvetkeztethetiink. Az id6rendiség kérdésében azonban ez a szem-
pont sem nytujt teljes biztonsdgot, mivel elég gyakran bukkanunk német nyelvii
jegyzetekre az 1842-es év utdn is.

BOLYAI JANOS tébb idegen nyelvet ismert és megvolt benne az igény, hogy
djabbakat tanuljon meg. Igy vall errdl: N.B. ha csakugyan kivdlt miutdn egy
néhdny kizelebbrol érdekesebb nydlvvel némileg, meglehetdsen ismeretes vagyok
(magyar, német, latin, frank, olasz, romdn -), még mds nyolver akarok tanulni,
egyik kiilondsen a sinnai {kinai} és japdni lenne ..." (845/8) és [6, 198 old.].
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2.7. Bolyai Janos jelrendszere

Megneheziti a Bolyai-hagyaték szambavételét a BOLYAI JANOS dltal sok helyen
bevezetett, néhol eléggé nehézkes, 0j jelélés. Lehet, éppen ez a szokatlan szim-
bolika is egyik oka annak, hogy még mindig feldolgozatlan a hagyaték. Emellett
nem szorgalmazzdk ezt a munkdt az olyan Kishit( ,.biztatdsok™ sem, amelyeket
példdul egyik matematikusunk tolldbél olvashatunk: ,,... a Marosvdsdrhelyen
Orzott Bolyai-hagyaték alapos dtvizsgdldsra, a kéziratok ismert része is jabb dt-
olvasisra érdemes — bar tdlzott reményeket tdplalni nem helyes...” (MTA IIL
Osztaly Kozleményei, 3 (1953), 291 old.). BOLYATI jeloléseinek megfejtése tii-
relmes, aprélékos munkat igényel. Néha csak nagyszdmu oldal dsszehasonlitisa
utdn taldljuk meg ezek nyitjdt. Konyviinkben egy teljes fejezetet szenteliink a
feloldott szimb6lumok ismertetésére. Most csak néhdnyat mutatunk be ezekbél,
csatolva BOLYAT magyardzatait is, amelyekkel megokolja bevezetésiiknek elg-
nyeit. Izelitéiil ime néhany példa:

wLegyen tobb csin, foleg pedig a »d« betiinek dllandélagi el nem foglalisa
s egyéb célrai maskenti hasznalhatasdért a szokott »d« helyett »5«, hogy rovi-
den szélhassak . .. differencidl jel: mi jelentvénye e jelnek a »d«-hezi sok ha-
sonlatjdnal fogva, barki emlékébe azonnal konnyen benyomddhatik s eléfordulds
alkalmadval magdt dnkent feltolja.
by y az: mi y-nak x-re nézti diferentialja” (1443/3).

we .. 1dO, tenta s rézpor s firadsdg kevesbitéséért s mocsokra kevesebb
alkalom-adaisert »d « helyett o irok...” (1323/1).

A nulla jol ismert és dltaldnosan haszndlt ,,0” jelét sok helyen ,szdmiizi"
BOLYAL de nem teljesen.

e .. Jobb lenne bdr is kissé firadsigosb, kényelmetlenebb »Q«~t irni »O«
helyett. .. irja az 1389/3 oldalon. (1844-ben még nem hasznélja ezt a jelet
(7.2.8)) Ehhez a jelléshez aztan bévebb megjegyzést, magyarazatot is fliz: ,,De
mennyit veszodtek eleink betiik tokélyesbitesével: lathatni Fogarasi Mivelt ma-
gvar nyelvtanja elején. hol is példdul csak az »O«-t is, mint emlékszem 38(!)
féleképpen irtdk ... a legegyszeriibbet mégis el nem tandlva. Aki Fogarai lapjat
ldtja jelen tokélyes betiiink minden becs folotti magas becsét ... sokkal eleve-
nebben érzendi” (597/7).

A O becsiiletét” a kongruencidk elméletében dllitja helyre: ,,A GAUSS dl-
tal haszndlt a = b (mod c¢) helyett az »a =bOc« jelolés nemcsak egyszeriibb, ro-
videbb, kénnyebb, de a betiiket és zaréjeleket egyetlen »O«-ba tessziik ossze”
(1190/29). Trja azt is, hogy az m O A = a egyszerd, kivilo és ésszerti (121/6Y, 7V).

Az ,,O"-val az Appendixben is taldlkozunk. Az r sugard kor abszoliit geo-
metriai kertiletét BOLYAI ..Or”-rel jeloli.
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A komplex szdmok irdsdndl dltala igen kedvelt szimbdlumokat haszndl. Ndla
a., + b" jelentése ib (i=+—1), ,, = b"-€ pedig —ib. Ezek szerint BOLYAI az
a+ib-t, illetve az a —ib-t igy irta:

a+b,

illetve

a=<bh.

Egy az 1850-es évek derekdbdl szirmazoé irdsdn igy ir ezekrdl: ,,Ezen
»+ «, »e « jegyekkel mdr szinte egy fertdly €vszdzad (1831 elsé fele) ota nagy
kényelem- és gyényorrel élek €s oly szep- vagy csinosak altaliban célszeri- és
tokélyeseknek talilom €s nagyon remélem és erdsen hiszem, hogy meglitva az
egész math. Vildg azonnal megkedvelve mohon elfogadja, hogy még a jovo éle-
tekben sem hiszem jobbak legyenek” (800/3 és 3"). Masutt (1348/11) igy magya-
rdzza a fenti jelek bevezetésének sziikségességét: ,,Legyen nem csak rovidségért,
egyszeriibb, kénnyiibb s jobb izlésért, hanem a tan metaphysikdja helyesbb fol-
fogdsdért is + s = (a becsei v/—1)-nek (melyet GAUSS +i és —i-vel jegyez).”
Ezeket a szimbélumokat mdr megtaldljuk tébb, Olmiitzban késziilt jegyzeten:
egy 1830. marcius 10-én keltezett okmdanyon (1526/1), aztin az 1833. nov 14-én
késziilt jegyzeten (109/1). Az 1832. nov. 14, ddtum, elég rendetlen papiron az

(a+b)¥*4=pegq -hoz
hasonlé osszefiiggések olvashatdak (123/4").

Feltlinnek ezek a jelek két olyan levélboritékon is, amelyeket BOLYAI JANOS
részére cimeztek Aradra. A kiteritett boritékon a harmadfoki algebrai egyenlet
megolddsdhoz kapcsolédé irasokban lathatjuk a ¢ és = jeleket. Az egyik bo-
ritékrél az 1827. mdrc. 11-i ddtum olvashaté le (1213/1-2"). De a + jel, a
+1=+/—1 magyardzattal még egy 1825-0s keltezési lapon is felbukkan
(1546/1). Ez azt jelentheti, hogy BOLYAI 1831 el&tt is haszndlta ezeket a szim-
bélumokat.

Még megjegyezziik, hogy egy Lembergbdl 1831-ben irt levelén viszont
BOLYAI JANOS az a + b+ —1 irdsmédot valasztotta (92/1).

Végiil alljon itt BOLYAI JANOSnak egy olyan javaslata, amelynek lényegét az
utékor gyakran alkalmazza: ,Hogy a mathézis kedvéért tibb célszerii jegy legyen
s nagyobb szdamitdsok egymasnak megfeleld betiik dltal kénnyebben, dinézhetoleg
vitessenek véghez: lehetne mds nemzet betfjér példdaul a német-, hellén-, sét a
roman-, muszka-, zsido- s a tébbiét is hasonlolag, mint a magyarét, kimiivelni,
vagy tokélyesitni, sot a teljességért az ott hidnyzo betiiket is kipotolni” (441/1).
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A Bolyai-ladak

2.1. A kéziratos hagyaték sorsa

BOLYAI JANOS, a 31 éves kordban nyugalmazott csdszdri kirdlyi kapitiny els
nagy csaléddsa miatt kidbrandultan, megtorten és betegen érkezett haza apjihoz
1833 nyaran, hogy életének utolsd 27 esztendejét gyermekkori dlmodozidsainak,
tervezgetéseinek szinhelyén, Marosvisdrhelyen és Domdldon toltse el.

Ezekrs] az évekr] nemrég még ezt irta egyik ,méltatéja™: életének mdsodik
fele haszontalanul, kényelmetleniil, anyagi gondok kézott verg6dve telt el, Hala-
lakor nagyszdmu kéziratot hagyott hatra, amelyeket nem lehetett értékesiteni.

Valészin(i, hogy ezeket a mondatokat a tdjékozatlansag sziilte, de tény, hogy
BOLYAI JANOSnak, miutdn katonai palyafutdsit befejezte, valéban mostoha élet-
sors jutott. Napjait dtszovi a megnemértés, a betegség ¢és a szegénység. De nem
élt haszontalanul, hidba. Kényszer(i nyugdijaztatdsa utdn is sokat dolgozott. El-
készitette ugyan nagy munkdjat, de ,.tlizes, gyors™ szive s elméje tovédbb forrt,
nem engedte nyugodni. Napestig iil ezekben az években {réasztala mellett, hogy
félians nagysdgl papirjait vagy sokszor apré papirszeletkéit teleirja a gondolatait
megorokité betlikkel. Sok ezer oldalnyi kéziratot hagy 6rokiil.

-

Amikor a hiiséges gondoz6, SZOTS JULIA remegd kézzel lefrta, hogy ,.... gy
mdr nints mit tagadni, a Kapitany Ur nints tébbé . .. ", a marosvésarhelyi katonai
véarparancsnok BOLYAI JANOS minden irdsdt lefoglaltatta, utasitdst adott, hogy
rakjdk azokat ladidkba és vigyék be a virba. Meg kellett vizsgdlni, hogy nincs-e
benniik valamilyen katonai vonatkozdsu titok. Nem lehetett konnyi dolga annak
a tisztnek, aki a nagy halom iratot atbongészte. Kiilonos, de taldn éppen ennek
az Onkényes intézkedésnek koszonhetd, hogy a kéziratok nem semmisiiltek meg.
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A ladik a késobbiek folyamdn sok viszontagsagon mentek dt. Miutdn a vi-
sarhelyi varban foly6 vizsgalat nem taldlt katonai titkokat a sirtin teleirt lapok-
ban, dtszallitottdk azokat a virosi renddrségre, egy fészerbe. Végiil az 6si iskola,
a marosvisdrhelyi Reformdtus Kollégium sajat épiiletébe vitette a kéziratokat s
ezzel megmentette az utékornak.

A hagyaték s a BOLYAI-geometria torténetének is egyik legjelentGsebb ddtu-
ma 1867, amikor az Appendix megjelent francia nyelven G. J. HOUEL bordeaux-
i egyetemi tandr forditasdban [15]. Mintegy mdsfél évtizeden dt HOUEL volt a
Bolyai-iigy legfiradhatatlanabb harcosa. O pedig érdekl6dd kérdéseire SCHMIDT
FERENCben taldlt rendkiviil lelkes segitStirsat. SCHMIDT éppen HOUEL kérésé-
re irta meg a két BOLYAI életrajzit és kozolte a Grunert-féle Archivban [100].
Ez az értekezés ismertette el@szor vildgnyelven a két BOLYAI életrajzi adatait.
Az Appendix francia forditasa a SCHMIDT altal frott életrajzzal egybefiizve jelent
meg 1867-ben [115].

A bordeaux-i kiadviny hatdsdra itthon is felismerték a Bolyai-ligy jelentGsé-
gét. HUNYADY JENO az Akadémia egyik iilésén tdjékoztatta a tagokat arrél, hogy
megjelent francia nyelven az Appendix és annak bevezetéseként a SCHMIDT FE-
RENC (1827-1901) dltal irott €letrajz. Azt inditvinyozta, hogy az Akadémia kérje
kolestn Marosvisdrhelyrdl feldolgozas céljabdl a Bolyai-hagyatékot. Az Aka-
démia akkori f6titkdra, ARANY JANOS 1868. junius 15-én irt levelében kéri a
Kollégium Igazgatdsdgitol az iratokat dtvizsgdldsra.

A hagyaték végil is 1869 decemberében érkezett Pestre és felbontatlanul
Hletétetett” az Akadémia Levéltardba. Eleinte tgy tlint, hogy a magyar matema-
tikusok megfeledkeztek a laddkrol. Két kiilfoldi tudos, B. BONCAMPAGNI (1821—
1894) és HOUEL siirgetésére aztdn az Akadémia 1871. oktéber 16-i hatirozata
értelmében megalakult a Bolyai-kéziratok dtvizsgaldsdra hivatott négytagd bi-
zottsdg, amely azonnal megkezdte a munkdt., A kézirdsos hagyaték foldolgozdsa
vontatottan haladt. Az Akadémia 1874. mdrcius 16-i iilése jegyzGkonyve sze-
rint ,,BOLYAI munkdjinak elkésziilte bizonytalan, miutdn ez oly természeti, hogy
rogtonozni nem lehet és sokszor tetemes anyag feldolgozisa utdn sincs kdzélhetd
eredmény” [45, 14 old.].

A Bolyai-kéziratok dtvizsgédldsa tehdt nem vezetett konkrét eredményre és
felhaszndlatlan maradt egészen 1894-ig. Ekkor érkezett meg ugyanis az Aka-
démiahoz a marosvidsarhelyi ev. ref. kollégium igazgatésigdnak a Bolyai-
hagyatékot visszakérd, és az dtvizsgalds eredményérdl tajékoztatdst vird levele.
A 1II. osztaly hatdrozata az aldbbi volt:

LA szintén mdr hosszabb idd elStt beadott jelentések (KONIG GYULA és
SCHMIDT FERENC részérdl) értelmében ezen iratokban kiaddsra alkalmas anyag
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nem taldltatvan, az osztdly részérél nem forog fenn nehézség azirdnt, hogy ezen
iratok jogos birtokosuknak visszaadassanak” [45, 14 old.].

Ma tudjuk, hogy a jelentéseket nem el6zte meg alapos kutatdmunka. Mdr a
rakovetkezé évtizedekben P. STACKEL tobb dolgozatban és nevezetes monogra-
fidjdban megmutatta, hogy ,.ezen iratokban” van kiaddsra alkalmas anyag. Most
pedig egy évszdzaddal késGbb tgy érezziik, hogy kényviinkben is racdfolunk az
MTA TII. (Math. és Term. tud.) osztdlydnak 1894. évi hatdrozatdra.

Az iratok 1894-ben hidnytalanul visszakertiltek eredeti tulajdonosukhoz. Ma
ezeket a marosvisérhelyi Teleki-Bolyai Konyvtar 6rzi [18]. A Magyar Tudomé-
nyos Akadémia a maga Bolyai-gy(jteményét [12] a késGbbi években alakitotta
ki.

Az elkovetkezd esztend@kben aztin fokozatosan lendilt eldre a Bolyai-
kutatds. Ha nem is tartozik szorosan a kéziratok feldolgozdsihoz, de emlitsiik
meg, hogy évtizedekig hizodo, lassi elSkészités utdn végiil 1897-ben KONIG
GYULA bemutathatta az Akadémia egyik iilésén a Tentamen mdsodik kiadasdnak
elsd kotetét. A masodik kotet nagysokd, 1904 végén jelent meg.

A magyar tudomany BOLYAI JANOSsal szemben csak 100 éve, 1897-ben tor-
lesztette régi adéssagat. Ismét a lelkes SCHMIDT FERENC volt az, aki a nyomdai
munka anyagi terhét is villalva megjelenteti az Appendix-et magyarul (amikor
mar van francia [15], olasz, angol [13], s6t japdn kiaddsa is; Toki6ban az an-
gol nyelv( [13] forditdst jelentették meg 1894-ben). Ugyancsak 6 szorgalmazta
a BOLYAI FARKAS és GAUSS kozotti levelezésnek a kiaddsét. Evtizedekre terjed
faradozdsdt 1899-ben siker korondzta: a levelezést tartalmazé szép kétet egyide-
jlileg két helyen (Budapesten és Lipcsében) is megjelent [101]. A kiadvinyt egy
fiatal matematikussal, PAUL STACKEL-lel készittették eld.

PAUL STACKEL német egyetemi tandr dldozatos munkdjanak kodszonhetd,
hogy BOLYAI JANOS kéziratban maradt matematikai eredményei nagy része a
szdzadfordulé idején napvildgra keriilt. STACKEL Marosvasdrhelyre is elldtoga-
tott, hogy minél alaposabban tanulmédnyozhassa a BoLYAlak munkajit. Kutatd-
sainak eredményeit az értekezések egész sordban tette kozzé. Kétkotetes konyve
[106] ma is az az alapmd, amely a két BOLYAI életének és tevékenységének
legteljesebb képét adja. A STACKEL-kOnyv ma mdr nyilvdnvaléan sok helyen ki-
egészithetd az djabb vizsgdlatok eredményeivel. Munkdnk kovetkezd részében
éppen ez a célunk. Szdndékunk a STACKEL-m{, de mds BOLYAI-monogrifidk
dltal hangoztatott pontatlansdgokat és tévedéseket atértékelni €s helyreigazitani.

STACKEL komoly érdemeket szerzett a BoLYAI-iigyben. De a STACKEL-mi
létrejbttében a hazai magyar matematikusok is szerepet villaltak. A magyar nyel-
vii szovegeket SCHMIDT FERENC, FEJER LIPOT és mdsok iiltették 4t németre, a
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konyv végén taldlhaté hetvenoldalas ,Jegyzetek™ anyagit f6leg RETHY MOR,
KURSCHAK JOZSEF és SCHMIDT FERENC szolgéltatta [115].

2.2. Bolyai Janos foljegyzései

Nem kénny{i a Bolyai-kéziratokat olvasni, bdr a mdr sdrgulé papirlapok tanul-
mdnyozdsa minden tiirelmes Bolyai-kutatdnak igazi élményt, sok drémet szerez-
het. Ugyanakkor jogos egyes szerz0k panasza a kéziratok kibet(izésének nehéz-
ségei miatt. BOLYAI JANOS foljegyzései nem nyomtatdsra kész dolgozatok, ha-
nem befejezetlen tervezetek szdmos hézaggal, ismétléssel, torléssel, betolddsok-
kal. BOLYATI frdsaiban maga szerkesztette bettiket hasznil, sokszor elég nehézkes
és szokatlan szimbolikdjdval kell megbirkéznunk. Uj szavakat alkot. Nehéz sti-
lusa kdnnyen kedvét szegi a kevéssé szivés kutaténak. Mindezek rendkiviil meg-
nehezitik €s farasztévd teszik matematikai és mds természetii foljegyzéseinek a
szambavételét. Maga is beismeri, hogy gyakran sok gyotrédéssel jar gondola-
tainak formdba dntése. Taldléan frja SZEKELY JANOS ,Bolyai hagyatéka” cimii
szonettkoszordjdaban:

wSzazszor betoldta, szazszor hizta ét,
Mig izzadozvidn meglelte az utat.”

BOLYAI JANOS foljegyzéseit irva nem gondolt arra, hogy azok ,.tokélyesek”
legyenek, hiszen a maga szamdra irt, nem a nyilvanossagnak szanta azokat. A
legszivesebben nagyméreti sziirkés vagy kékes szind f6lidnsokra frt. Ugy tiinik,
ezeket nem tudta mindig megvasdrolni s ha nem akadt mds, minden keze ligyébe
keriilt papirt felhasznalt, hogy gondolatait lejegyezze: szétteritett régi levélborité-
kok, hivatalos okmdnyok, gyaszjelentések, hirdetések, meghivék liresen maradt
sz€leit vagy hatlapjait. Hagyatékdban rengeteg dirib-darab papirra frt megnyir-
bilt foljegyzést taldlunk. Igy vall err8l — MANDICS GYORGY szavaival - BOLYAI
JANOS:

e S et B Apré
papirszeletkék fuvarozzdk a keservesen
kigyGngyozott eszmét. Most madr csak a nyely
szép formdjat kell megtaldljam...”
Sokszor nagy gondot okoz az iratok id&rend{iségének a megillapitdsa.
BOLYAI ¢sak nagyon ritkdn jel6li meg valamelyik irdsa keletkezésének idGpont-
jat. Még leveleit sem ldtta el mindig keltezéssel. Kiilén 6rém a kutaténak, amikor
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2.3, MIERT JEGYZETELT BOLYAI JANOS? 5]

egy kalenddrium, sorsjegy hétin vagy iskolai értesitdn taldl jegyzeteket, mert eze-
ken keltezés is olvashaté s igy ha nem is teljesen megbizhatéan, de eligazodhat
az iras keletkezésének idGpontjdra vonatkozoan. Sok szinhdzi misorlap hatolda-
lit telefrta BOLYAL Ezek alapjan egy hozzaértd szakember mar-mar megirhatna a
mult szdzadi Marosvdsdrhely szinhdztorténetét. Mindenesetre sok értékes adalé-
kot szolgdltatnak a marosvisdrhelyi szinhazi élet eseményeinek szimbavételéhez
(2. abra). Felhaszndlta a Tentamen nyomtatott lapjait, sajat régebbi jegyzeteit
(ezek koziil tobb szinte palimpszeszt-szeri {olyan pergamen, amelyrdl az eredeti
irast eltavolitottdk, s helyébe tjat irtak}) s nem lehet meghat6das nélkiil kéz-
be venni fia, BOLYAI DENES és lednya, BOLYAI AMALIA (Mili) megvonalkdzott
irdsgyakorlatira odavetett sorait (3. abra).

2.3. Miért jegyzetelt Bolyai Janos?

BOLYAI JANOSnak Marosvasdrhelyen a Teleki-Bolyai Konyvtirban mintegy
14000 oldalnyi (ebbdl 1000 oldal didkkori jegyzet) kéziratdt orzik. A kézira-
tokat nagy dosszi¢kban taldljuk, megszdmozva, leltdrozva. Ebben a formdban
val6 elrendezésiiket ABAFAY GUSZTAV és BENKO SAMU végezte el 1953 és 1959
kozott. BENKO SAMU az, aki STACKEL utdn a legalaposabban dttanulmanyozta
BOLYAI JANOS hagyatékdnak nem matematikai tdrgyi kéziratait. A hosszi évek
munkdjanak eredménye — t6bb részlettanulmény mellett — BOLYAI JANOS vallo-
madsai cimii kényve [6], majd az Apa €s fia tanulmdnykotet [8]. frasainak nyomén
a tépeldo, kiizdd, elmélkedd ember bontakozik ki eldttiink. Konyveiben azt bi-
zonyftja, hogy a kéziratban maradt Udvtanban ugyanaz a nagy osszefiiggések
felismerésére zseniilis elme munkdl, mint az Appendixben, csupin meglitdsai
nem korldtozddnak szakteriiletére, hanem Kiterjednek az élet és a tarsadalom 4l-
talanos vonatkozisaira is.

BENKO SAMU a marosvasdrhelyi kéziratok szétszérddott papirhalmazédnak
rendberakdsa és elemzése alapjan emberként dllitja elénk a nagy matematikust.
BENKO gy véli: ,,A magdnos ember vallomasai ezek. ElGre eltervezett rend nél-
kiil keletkezett irasok; papirra vetésiikkel az egyediillét bortonébdl keresett sza-
baduldst és kapcsolatot a vildggal az onnan kiszorult rendkiviili termékenységi
elme ... O — leszamitva apjdhoz intézett leveleit — nem oszthatta meg senkivel
gondolatait, tudoményos, elméleti gondjait. fgy lett egyetlen bizalmasa, meghall-
gatdja a tiirelmes papir” ([6], 10 old.).

A foljegyzések nagy részén valéban meglatszik, hogy azokat a magany sziil-
te, sajit magdnak {rta BOLYAIJANOS. Azt azonban nem dllithatjuk, hogy ennyivel
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megelégedett volna. Ezek csupin még nem KellGen csiszolt, ideiglenesen lejegy-
zett gondolatok. Biztosan nem akarta, hogy nyom nélkiil vesszen el az 6sszehal-
mozott sok betd, vonal, képlet, gondolat. Bizony, szerette volna azokat megosz-
tani a nagy nyilvianossdggal. Olvassuk csak az alibbi sorokat: ,,... bar is én itt
semmif se jarok correct conceptus (rendszerezd Osszefoglalds utan, nyakra f6re
sietve) a legderekabb és, a tanban, hatalmasabb eszmék, csak az elfeledés elleni
hirtelen papirra vetésre is ido kell, uigy, hogy alig gyo6zém ezt még mind eddig is.
Azonban kozelit azon hatdridd, mikor mdr elérve a kitdzott célt, a meglévad anya-
got kezdem kireszelve, simitva, feényesitve (mi utobbi azonban nem a szemnek,
csak a tanban jo) egy szoval kimiivelve, tokélyesitve tisztdra és Kitelhetd jol és
kellemesen olvashatolag frni” (800/1"). Egy masik helyen: ,,Tanom lényegéet hd-
rom nyelven, magyarul, nemetiil és latinul szandoklom kiadnr” (743/3). Vagy az
algebrai egyenletek megoldhatésdgat vizsgalva: ... egyvenletek geber fololdisi
modja . .. hatalmamban lévén, melyeket is ha a jelen vizsga jol vagy kedvezoleg
fogadtatik: kdzolni szdndoklok” (T10/ 1). BOLYAI nem fél a birdalatté]l sem. Ha a
munkdja megjelenik, az olvasét igy szélitja meg: ,,Mason Iéven a sor szigordn
vizsgdlni, s ha szlikségesnek vagy helyesnek talilja az illedelem hatdrai kozott ki-
méletleniil €s minden keménységgel és szigorral cdfolni: mire a Tisztelt Olvasot
is illenddleg megkérem” (710/2). Biztosan kozlésre szdnt szoveg az is, amelynek
egyik mondata igy hangzik: ,,Azért ideje mdr e kis drtatlan csinnek véget vetni s
a Tisztelt Olvasot (olviligositani, tobbé zavarban nem hagynr” (868/1). Egy kis
céduldn (996/1) fgy kezdi az egyelGre még nem létez6 kiadénak szdnt utasitdsait:
WJelen kéziratom Kiado-s Kinyomoja figyeltetik arra, hogy az ebben vords iron
— vagy plajbdsszal irott, tehit a jelen jegyzet is, mint csak a Kiad6 szdmdra va-
16, nem kinyomanda”. Tme egy — német szovegben eldugott — mondat: ,,Egyszer
mindent a Vildg stilja szerint. a mellett sajdt Appendixi s még 0bb rovidségir
tokéletesebb stilomon kiadni” (1177/5). Egy helyen még azt is megjegyzi, hogy
munkdit almazold papiron szeretné megjelentetni. Csak sajndlhatjuk, hogy erre
sohasem keriilt sor.

Tobbszor éri BOLYAI JANOSt az a ,,vad", hogy miért hallgatott el az Appen-
dix megjelenése “tan. Miért nem hozta nyilvanossigra késobbi folfedezéseit?
Egyik oka ennek — SZENASSY BARNA szerint — az Appendix kdzonyos fogadta-
tdsa, a virt siker elmaraddsa és emiatt bekovetkezett kedveszegettség. De anyagi
okok is szerepet jdtszhattak, hisz mind az apa, mind a fid sajat koltségén adta
ki frasait, tudomanyos elszigeteltségiikben nem taldltak erre mds lehetGséget. A
kiaddshoz sziikséges anyagi terheket pedig BOLYAI JANOS szerény nyugdijabol
nem vallalhatta.

A fentiek szerint az elsd magyardzatot kiigazithatjuk. Az Appendix siker-
telensége nem torte dssze teljesen BOLYAI JANOSt. Miivének kiaddsa utdn sem
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maradt tétlen. Egy pillanatig sem kételkedett munkdja értékében €s bizott az id6
utélagos jévitételében. 1844-bSl szdrmazé sajat vallomésa szerint BOLYAI JA-
NOS leginkdbb azért vart a publikdldssal, mert frdsait nem sikertilt még az dltala
megkivant tokéletes formdba ontenie. fgy ir err6l: ..... azon rengetegnek, mely
mdr szandékozok a koz-jora vildg elébe adni, némi jeléi] annak, hogy kordnt sem
aludtam el életemet, s nem vagyok azon meg-vettetésre mélto, millyel némelyek
hdt megett illetnek. Csak az a fatdlis kordlmény szir, fiir most is, mi tanaim
kiaddsdtol eddig is mind el-tartott, hogy a tan mig TOKELYES rendben, idom-
ban nincs, vagyis mig kijelelése is nem tokélyes. Barmily tokélyesen tudja is az
ember maga mind értésre, mind kijelelésre nézve, de ha az olvasot is meg nem
bardtkoztatta még a helyes nyelvvel, oly mint mikor egy dardzstészekbe nyiil az
ember’ (445/1Y).

Szandékdban volt, hogy frisaival folkeresi az dltala ismert két matematikai
folyéiratot is, a Crelle’s Journal-t és a Grunert Archiv-ot. Papirjai kézou fonn-
maradt két olyan lap, amelyeken azonnali feladatait jegyezte fel TeendSk vagy
igazitand6im 1851. nov 24-e 6ta, (474/1) és TeendGim 1856. augusztus 1-t6l
kezdve (459/1) cimen. A ,,naponként reggel dtnézendd” tennivalok kozott miu-
tin felsorolja a hdztartdsdhoz télire sziikséges holmikat (szekér fa, 25 j6 gyer-
tya, papradi(?) kotet papir, torokbtiza, aszi gyiimoles, véka dio stb.), megjegyzi,
hogy vissza kell kérnie apjdtol a leveleit. Legfontosabbnak tanai ,rendbe s tisztd-
ba irasat” tartja amelyeket magyarul Budapestre (a Tudés Tarsulathoz), németiil
és latinul Bécsbe (,a cs. k. tanos akadémiihoz") akar kiildeni. (Hasonlé ter-
vekrdl mar 1844-ben irt egyik levelében is olvashattunk az 1.2. paragrafusban
is.) De Gottingdba, Berlinbe (,,0tt a Crelle-hez és Grunert-hez’) Péarizsba, Roma-
ba is szdndékdban van — jegyzete szerint — ezeket elkiildeni. Legfébb m{ivérdl
ezt irja: ,,... s az Appendixnek mint ontalilmanyomnak megvédése vagy tiszta
magos fénybe helyezésére ama német archivum vagy tudomdnyos gydjteménybe
folkiildetni s mindeniket illo célszeriileg el-szétosztani a Foldon”.

A kézirat egyik mondata azt jelzi, hogy BOLYAI JANOS gondolatai kézott
1851-ben még egy, az Akadémidra benyijtando pdlydzat lehetdsége is felmertilt:
~A bécsi s magyar akadémia jutalom kérdéseit s jutalom dijait megtudni s ha
célszerinek s lelietének taldlom azokra megtelelni, eleget tenni. . .” (474/1).

A Montucla diltal méltan dicsért” (741/1) L. MASCHERONI (1750-1800)
konyvének hatdsdt érezziik a ,teend6k” kovetkezd mondatan: ,.egy cirkalom nyi-
ldssali fololddsdt az egész EUKLID elsd konyvébeni féladatoknak™. Sajat magétol
kérdezi, hogy vajon melyik az az egyenlete LEIBNIZnek, amelyet NEWTON nem,
de taldn BERNOULLI JANOS megoldott?
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Még egy érdekes mondatfoszldny hizédik meg a sorok kézott: ,.egyeldre
ornagyi rang s dllodalmi tandcsnok™. Vajon mire gondolt BOLYAI, amikor ezeket
a szavakat papfrra vetette?

2.4. Utinam Gauss superstes esset!

Fdjdalom, BOLYAI JANOS tipikus példdja a szerencsétlen sorsi tudgsnak. Eveit
keserti csaloddsok kisérték. Még kamasz, amikor csalédnia kellett eszményképé-
ben, GAUSSban, amiért apja legmeghittebbnek vélt bardtja nem fogadta 6t hiziba.
Miutdn zsenidlis geometridja nem kapta meg a kell elismerést, 6t év milva egy
Gjabb rendkiviili m{ megirdsdra vdllakozott, de a pilyabirik a Responsiét sem ér-
tették meg, & megint csak a csaloddssal maradt. Még virosa is, a legjobb esetben
kozonnyel szemléli vivédasait. Tragédidnak nevezhetjiik életét, mert nagyszer(
felfedezéseit a maradi tarsadalom képtelen volt befogadni. A Tentamen egyik
példdnya az Appendixszel egyiitt a Magyar Tudomdnyos Akadémia polcain po-
rosodott, de életében BOLYAI JANOSnak még a neve sem hagzott el ennek falai
kozott. A Tentamen koteteit BOLYAI FARKAS kiildte el a Magyar Tudés Tarsasdg
cimére mindjart a megjelenésiik utin. Az 1. kotetet 1833 augusztusdban kiildte
meg, a II. kotet ajindékozasat 1835. majus 1-jén jelenti a f6titkdr [45, 110]. Ezek
a példanyok ma is megtalalhatéak a MTA Konyvtaraban ([12] az 542.012 konyv-
tari jelzet alatt). Mindkét kotetben az el6zéklapon autogrif irdssal ez olvashaté:
»A m.t. tarsasdgnak BOLYAI FARKAS mint szerz”.

DOBRENTEI GABOR titoknok, akihez a kiildemények érkeztek, még augusztus
29-én valaszolt BOLYAI FARKASnak: , Konyvedet tehat nevedben a Tdrsasdgnak
oktéber 1-s6 napjan adom majd bé...”. Figyelemre méltéak a levél kovetkezd
mondatai: ,Rad nézve is egyenesen irtam middn kivantam, hogy mathesisi mun-
kddat magyarul ird, mivel 34 vidéki rendes tagnak o6hajtottalak majd 300 peng®
forinttal, ami mellett mdr ezutdn dedk munkad miatt nem szdélhatok; fijadra a
Kapitdnyra nézve is az a bardtsdgos észrevételem van, hogy ha magyarul adja ki
munkajit lehet még helybeli tag itt 500 peng6 forinttal, mely summa penzi6jihoz
egykor jol jarulna: lehet vidéki rendes tag 300 pengé forinttal”.

DOBRENTEI gy vélte, hogy a latin nyelvii Tentamen miatt nem vetheti fel a
Tudés Tarsasagban BOLYAI FARKAS rendes tagsagdnak ajanlasat. 1835 szeptem-
berétél mar nem DOBRENTEI volt a Tarsasdg titoknoka. Utéda nyilvén nem ismer-
te kozelebbrél BOLYAI FARKASt. A korlilmények kedvezdétlen alakuldsa folytan
tébbé nem keriilt sor a rendes tagsdgi tigyre [45, 7-8 old.].

Sajnos a reformkori Akadémia nem kis mértékben hibds, hogy Magyaror-
szdgon a természettudomdnyok terén nem alakulhatott ki olyan szellemi klima,
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mely alkalmas lett volna korszer(i gondolatok befogadasira. Az igazi tragédia
— irja VEKERDI LASZLO — a matematikdban zajlott le, jévitehetetleniil. A Mate-
matikai Osztdly tagjai hatalmas buzgalommal, de hiinyos szakmai hozzadértéssel
littak hozzd tisztiiknek. [téleteik feliiletesek, s tobbnyire személyes kapcsolata-
ik dltal irdnyitottak. Ez volt az oka annak, hogy tudds tirsasagunk eléggé szé-
gyenletesen bédnt a két BOLYAI munkdival. [gy példdul VALLAS ANTAL a honi
matematikai irodalom dttekintésében (Tudomdanytar 1836) hosszan dicséri NAGY
KAROLY aritmetikdjat, de felsoroldsdban csak megemliti BOLYAI FARKAS reme-
két, Az artimetika elejét, s6t a Tentament is, anélkiil, hogy egyetlen elismerd
vagy akdrcsak targyilagosan ismertetS szot is vesztegetne rajuk.

A Matematikai Osztdly rendes tagjai az Akadémia Konyvtdriban meglévd
Tentamen-példdanyt (s annak ,Fiiggelékét”) még csak meg sem nézték. Pedig
BOLYAI FARKAS fomiivének magyar nyelvli dtdolgozdsat is felajanlotta: ,hogy
didk halottja valaha salakjibél megtisztulva magyarul tdmad fel”. Val6sdggal
megdobbents, hogy a Tentamen mennyire ismeretlen maradt. A Tudos Tarsasdg
példdul 1844-ben a paralelak problémdjdt javasolta jutalomkérdésnek, holott a
Tentamen és benne az Appendix egy példinya mdr 12 éve ott fekiidt a Tdrsasdg
konyvtdardban [1, 29 old.]. Nem kell tilsdgosan nagy képzelGeré ahhoz, hogy
beldssuk, mit tehetett volna az Akadémia, ha még idejében s itthon kellé helyre
keriilhetett volna BOLYAI JANOS folfedezése [124, 63-66 old.].

Mégis mennyi elismerés jutott élete folyamdn BOLYAI JANOSNAK? Taldn
GAUSS kétes értékdi mondatai koziil a kévetkezs: ,,Nagyon meglepett ... és na-
gyon drvendek, hogy éppen régi baratom fia az, aki engem ilyen csoddlatos mé-
don megel&zott™ [101, 112-113 old.]. A levél tdbbi sorai, sajnos, erésen tompitjak
ezeket a szavakat.

Szdamos irasdbdl gy érezziik, hogy nem vdgyodott a kiils6 dicséségre. ...
nem vdgytam — irja onéletrajzdban — az afféle, mdsok dltal vaddsztatni szokott,
kiilsé halhatatlansdgra. ..” (1086). Inkdbb megértésre, mint dicsdségre dhitozott.
A tudésnak az a fizetsége, ha faradsdgos munkdjival megtaldlja az igazsigot.
Azzal vigasztalta magét, hogy a feltaldlds 6rome vetekszik mindenféle elisme-
rés dicsdségével. Ugyanakkor minden sordbél kiérzddik, hogy ennek a beteg,
magdnyossdgaban megkeseredett embernek szigorti homlokrdncai ugyancsak ki-
simulndnak az elismerés akdrmilyen pardnyi sugaritél is [6, 42 old.].

Amikor abban reménykedik, hogy sikeriil megtaldlnia a primszamok képle-
tét, apjanak irt egyik levelének oldaljegyzetében igy kidlt fel: ,,Utinam GAUSS
superstes esset!” {Barcsak GAUSS még €lne!}. Erre és még sok mas hasonlok
eléggé legtekintélyesebb méltanyolhatdsdra nézve is” (800/1") (4. dbra). Lehet-
e kozombosen olvasni BOLYAI JANOS kivénsdgat? Ki ne érezné ebbdl a néhdny
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szavas sz€ljegyzetb6l BOLYALI titkos vdgydt, hogy bércsak GAUSS is tudomdst
szerezne az G fontos felfedezésérsl? Végiil is mennyire sovidrgott az elismeré-
sért. S ezt egész életében leginkdbb GAUSSIG] virta.

»BOLYAI JANOSt nem az elismerés kimaraddsa — irja SARLOSKA ERNG —, ha-
nem a redt6r6 gondolatok drja sodorja ki tarsadalmabél. Nem a barikddokon kell
keresni hozzd a mindent megmagyardzo tettet. A tizenkilencedik szdzad nagy
magdnyosai szolgdltatjdk a kulcsot sorsahoz, azok a s6hajok, melyek keseredet-
ten el6szér adnak szdmot a kalandr6l, mely arra vir, ki az idedk ingovényaba
téved” [95].

2.5. Matematikai természetii iratok

BENKG SAMU, érthetd médon, csak a nem matematikai természetii Bolyai-
iratokat tanulmanyozta. Nem lévén szakember, a matematikai problémdkat tartal-
maz6 jegyzeteket nem is rendszerezhette. ,,... a matematikai tdrgyd iromédnyo-
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kat — olvassuk [7, 360 old.] — pusztdn kiilsé ismérvek (papir, 6rszavak) alapjan
csoportositottuk, illetdleg leltdroztuk és matematikatdrténeti iskoldzottsdg hijdn
sziinteleniil elégedetlenkedtiink magunkkal, hogy alig hasznosithatunk valamit a
szovegek kindlta belsé osszefiiggésekbdl,”

Ezek az frasok valoban ma is elég nagy Osszevisszasdgban taldlhatéak a kii-
16nb6z6 dossziékban. Ezért sokszor egy megkezdett gondolat vagy otlet foly-
tatdsdt csak nagynehezen pillanthatjuk meg, néha hetek, hénapok munkdjanak
eredményeképpen. Ha egydltaldn l1étezik valahol folytatds.

Sajnos a BOLYAI JANOS dltal készitett jegyzetek nem maradtak fenn hidny-
talanul. Sok elkallédott koziiliik. Tudomdsunk van arrél, hogy annak idején az
egyik kollégiumi tandr, SZABO SAMUEL, azért, hogy az iratokat kényelmesebben
tanulmanyozhassa, tobbet hazavitt kéziiliik. A ndla felejtédott lapokat fia csak j6-
val apja haldla utdn taldlta meg. Vajon akkor hidnytalanul elSkeriiltek a papirok?
Szerencsére a fii, SZABO PETER az atyja hagyatékdban taldlt Bolyai-kéziratokat
megoérizte, feldolgozta s ezzel felbecsiilhetetlen munkat végzett. Keletkezett az
iratokban nagyobb kir is. BOLYAI JANOS féltestvére, BOLYAI GERGELY (1826
1890) sem &rizte elég gonddal a birtokdban lévket. Sajndlkozva olvassuk egyik,
1884-ben irt levelét: ..... Jdnosnak sok levele volt, mind megsemmisitettem.
Azokban igaz, hogy roppant sok mathematicum volt...” [45]. Lehetnek egyes
csalddok birtokdban is BOLYAIt6l szarmazé kéziratok. Konnyen elképzelhetd,
hogy a leglelkesebb Bolyai-kutaté, SCHMIDT FERENC leszdrmazottainak birtokd-
ban is vannak még Bolyai-iratok. Nem megalapozatlan az a feltevés, miszerint
STACKEL, mivel nem tudott huzamosabb ideig Marosvisarhelyen tartézkodni,
feldolgozads céljibdl tobb kéziratot magdval vitt, amelyek aztin tobbé nem keriil-
tek vissza eredeti helyiikre. De ez természetesen nem csak STACKELIel torténhe-
tett meg [9, 14 old.]. Annak idején magunk is tapasztaltuk, hogy a Teleki-Bolyai
Kényvtirban érzott kéziratok kozott nincs meg minden, ami PAUL STACKEL, il-
letGleg a neki (f6leg magyar nyelvii szovegek forditdsdval) segédkezd tudésok
kezén megfordult — irja BENKG SAMU [7, 360 old.]. Valésziniileg sok kéziratos
anyag tiint el a BOLYAI FARKAS haldlat kévetd napokban. A gyarld feliigye-
let lehetvé tette egy-egy kotegnek a megsemmisitését. Csak valami effélével
magyardzhatjuk, hogy Jdnos tobb, apjdhoz intézett levelén kiviil teljességgel hi-
dnyoznak az apa kézirati hagyatékdbdl legbens6bb bardtainak, BODOR PALnak,
JAKAB LaJosnak, BOD PETERnek a hozzd kiildott levelei is. Ezeknek kotegestdl
kellett eltlinniok [20, 25 old.].

E kényv ir6ja hosszasan kereste példaul azt a céduldt, amelyen STACKEL sze-
rint [106, 1:254 és 277 old.] BOLYAI Osszedllitotta az dltala megoldhaténak vélt
problémakat, de minden faradozdsa hidbavalénak bizonyult. Valészintileg a vég-
leg megsemmisiilt fratok kozé keriiltek azok a jegyzetek is, amelyeken BOLYAI
TANOS ,.tisztdn, finom iiton . .." (445/3") bebizonyftotta a klasszikus algebra alap-
tételét.
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2.6. Milyen nyelven irt Bolyai?

BOLYAI JANOS a kiaddsra szdnt munkdit, de sajit magénak lejegyzett gondolatait
is hdrom nyelven irta le: magyarul, latinul és németiil (természetesen got betiiket
is haszndlt). A Scientia Spatii latinul jelent meg, de ismerjiik a német Raumleh-
re viltozatat is. Lehetséges, hogy 1825-ben az apjdnak dtadott példdnyt magyar
nyelven fogalmazta. Nem tudhatjuk. Kétségtelen viszont, hogy magyarul gondol-
ta ki. A Responsiot és a komplex szdmokrdl késziilt tobb mds dolgozatdt latinul
frta. LOBACSEVSZKII miivéhez flizott Eszrevételeit magyar nyelven orokiti meg.
Amint mar fennebb lattuk (2.3.§). munkdit is hiarom nyelven, magyarul, németiil
és latinul szerette volna kiadni (743/3).

A kéziratok jegyzetelése, masoldsa kozben két, ezzel a kérdéskorrel kapcso-
latos, igen érdekes foljegyzésre taldltam. Ezeken a céduldkon BOLYAI JANOS azt
az elhatdrozasat rogziti, hogy a ktvetkezd években anyanyelvén fog irni. ,,ma-
gam pedig e targyban — irja apja egyik levelére — nagyobbadra 1842 ota (mikor,
addig mind németiil irva) legelébb forditottam torténetesen figyelmemet a ma-
gyarra s avval egyiitt a nyelvre komolyabban midon az alapokat még fiatal ko-
romban megvetettem. ..” (1399/1). Ceruzdval irt jegyzet a kbvetkezo: ,.... végre
meglittam az Atydm 1830-ban kijétt Arithmetika Elejét s abban betiinek s mii-
szavainak javitisa s nyelviink természetével megegyezd jboli teremiése irdant
tett kisérleteket: 1842 nyara ota némi aprobb tanulmanyok utan anyanyelvemre s
annak kitind derék tulajdonaira kézelebbrol kezdettem figyelmemet s ... azota
helyesnek tandltam magamat legelobb magyarul leendd kiaddsara tanom Iénye-
gének” (1491/1). 1846 koriil a kovetkezdképpen ir: . En ... a magyar nemzetet
s nyelvet kiilénéson szeretem, s éppen javat kivanom eszkézolni mint az Is bi-
zonyitfa, hogy tanaimat magyarul irtam, s irom jelenit is" (1086/3).

Ezutan a hagyatékban valdban megszaporodnak a magyar nyelvii {riasok.
Gondolhatnank arra, hogy ilyenforman tobb irat keletkezésének idGpontjira
konnyebben kdvetkeztethetiink. Az id6rendiség kérdésében azonban ez a szem-
pont sem nytujt teljes biztonsdgot, mivel elég gyakran bukkanunk német nyelvii
jegyzetekre az 1842-es év utdn is.

BOLYAI JANOS tébb idegen nyelvet ismert és megvolt benne az igény, hogy
djabbakat tanuljon meg. Igy vall errdl: N.B. ha csakugyan kivdlt miutdn egy
néhdny kizelebbrol érdekesebb nydlvvel némileg, meglehetdsen ismeretes vagyok
(magyar, német, latin, frank, olasz, romdn -), még mds nyolver akarok tanulni,
egyik kiilondsen a sinnai {kinai} és japdni lenne ..." (845/8) és [6, 198 old.].
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2.7. Bolyai Janos jelrendszere

Megneheziti a Bolyai-hagyaték szambavételét a BOLYAI JANOS dltal sok helyen
bevezetett, néhol eléggé nehézkes, 0j jelélés. Lehet, éppen ez a szokatlan szim-
bolika is egyik oka annak, hogy még mindig feldolgozatlan a hagyaték. Emellett
nem szorgalmazzdk ezt a munkdt az olyan Kishit( ,.biztatdsok™ sem, amelyeket
példdul egyik matematikusunk tolldbél olvashatunk: ,,... a Marosvdsdrhelyen
Orzott Bolyai-hagyaték alapos dtvizsgdldsra, a kéziratok ismert része is jabb dt-
olvasisra érdemes — bar tdlzott reményeket tdplalni nem helyes...” (MTA IIL
Osztaly Kozleményei, 3 (1953), 291 old.). BOLYATI jeloléseinek megfejtése tii-
relmes, aprélékos munkat igényel. Néha csak nagyszdmu oldal dsszehasonlitisa
utdn taldljuk meg ezek nyitjdt. Konyviinkben egy teljes fejezetet szenteliink a
feloldott szimb6lumok ismertetésére. Most csak néhdnyat mutatunk be ezekbél,
csatolva BOLYAT magyardzatait is, amelyekkel megokolja bevezetésiiknek elg-
nyeit. Izelitéiil ime néhany példa:

wLegyen tobb csin, foleg pedig a »d« betiinek dllandélagi el nem foglalisa
s egyéb célrai maskenti hasznalhatasdért a szokott »d« helyett »5«, hogy rovi-
den szélhassak . .. differencidl jel: mi jelentvénye e jelnek a »d«-hezi sok ha-
sonlatjdnal fogva, barki emlékébe azonnal konnyen benyomddhatik s eléfordulds
alkalmadval magdt dnkent feltolja.
by y az: mi y-nak x-re nézti diferentialja” (1443/3).

we .. 1dO, tenta s rézpor s firadsdg kevesbitéséért s mocsokra kevesebb
alkalom-adaisert »d « helyett o irok...” (1323/1).

A nulla jol ismert és dltaldnosan haszndlt ,,0” jelét sok helyen ,szdmiizi"
BOLYAL de nem teljesen.

e .. Jobb lenne bdr is kissé firadsigosb, kényelmetlenebb »Q«~t irni »O«
helyett. .. irja az 1389/3 oldalon. (1844-ben még nem hasznélja ezt a jelet
(7.2.8)) Ehhez a jelléshez aztan bévebb megjegyzést, magyarazatot is fliz: ,,De
mennyit veszodtek eleink betiik tokélyesbitesével: lathatni Fogarasi Mivelt ma-
gvar nyelvtanja elején. hol is példdul csak az »O«-t is, mint emlékszem 38(!)
féleképpen irtdk ... a legegyszeriibbet mégis el nem tandlva. Aki Fogarai lapjat
ldtja jelen tokélyes betiiink minden becs folotti magas becsét ... sokkal eleve-
nebben érzendi” (597/7).

A O becsiiletét” a kongruencidk elméletében dllitja helyre: ,,A GAUSS dl-
tal haszndlt a = b (mod c¢) helyett az »a =bOc« jelolés nemcsak egyszeriibb, ro-
videbb, kénnyebb, de a betiiket és zaréjeleket egyetlen »O«-ba tessziik ossze”
(1190/29). Trja azt is, hogy az m O A = a egyszerd, kivilo és ésszerti (121/6Y, 7V).

Az ,,O"-val az Appendixben is taldlkozunk. Az r sugard kor abszoliit geo-
metriai kertiletét BOLYAI ..Or”-rel jeloli.
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A komplex szdmok irdsdndl dltala igen kedvelt szimbdlumokat haszndl. Ndla
a., + b" jelentése ib (i=+—1), ,, = b"-€ pedig —ib. Ezek szerint BOLYAI az
a+ib-t, illetve az a —ib-t igy irta:

a+b,

illetve

a=<bh.

Egy az 1850-es évek derekdbdl szirmazoé irdsdn igy ir ezekrdl: ,,Ezen
»+ «, »e « jegyekkel mdr szinte egy fertdly €vszdzad (1831 elsé fele) ota nagy
kényelem- és gyényorrel élek €s oly szep- vagy csinosak altaliban célszeri- és
tokélyeseknek talilom €s nagyon remélem és erdsen hiszem, hogy meglitva az
egész math. Vildg azonnal megkedvelve mohon elfogadja, hogy még a jovo éle-
tekben sem hiszem jobbak legyenek” (800/3 és 3"). Masutt (1348/11) igy magya-
rdzza a fenti jelek bevezetésének sziikségességét: ,,Legyen nem csak rovidségért,
egyszeriibb, kénnyiibb s jobb izlésért, hanem a tan metaphysikdja helyesbb fol-
fogdsdért is + s = (a becsei v/—1)-nek (melyet GAUSS +i és —i-vel jegyez).”
Ezeket a szimbélumokat mdr megtaldljuk tébb, Olmiitzban késziilt jegyzeten:
egy 1830. marcius 10-én keltezett okmdanyon (1526/1), aztin az 1833. nov 14-én
késziilt jegyzeten (109/1). Az 1832. nov. 14, ddtum, elég rendetlen papiron az

(a+b)¥*4=pegq -hoz
hasonlé osszefiiggések olvashatdak (123/4").

Feltlinnek ezek a jelek két olyan levélboritékon is, amelyeket BOLYAI JANOS
részére cimeztek Aradra. A kiteritett boritékon a harmadfoki algebrai egyenlet
megolddsdhoz kapcsolédé irasokban lathatjuk a ¢ és = jeleket. Az egyik bo-
ritékrél az 1827. mdrc. 11-i ddtum olvashaté le (1213/1-2"). De a + jel, a
+1=+/—1 magyardzattal még egy 1825-0s keltezési lapon is felbukkan
(1546/1). Ez azt jelentheti, hogy BOLYAI 1831 el&tt is haszndlta ezeket a szim-
bélumokat.

Még megjegyezziik, hogy egy Lembergbdl 1831-ben irt levelén viszont
BOLYAI JANOS az a + b+ —1 irdsmédot valasztotta (92/1).

Végiil alljon itt BOLYAI JANOSnak egy olyan javaslata, amelynek lényegét az
utékor gyakran alkalmazza: ,Hogy a mathézis kedvéért tibb célszerii jegy legyen
s nagyobb szdamitdsok egymasnak megfeleld betiik dltal kénnyebben, dinézhetoleg
vitessenek véghez: lehetne mds nemzet betfjér példdaul a német-, hellén-, sét a
roman-, muszka-, zsido- s a tébbiét is hasonlolag, mint a magyarét, kimiivelni,
vagy tokélyesitni, sot a teljességért az ott hidnyzo betiiket is kipotolni” (441/1).
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Bolyai Janos matematikai olvasmanyai

3.1. Bolyai matematikai miiveltsége

Eletrajziréinak egyontet(i véleménye szerint BOLYAI JANOS matematikai képzett-
sége a korabeli matematikai ismeretek tekintetében vazlatos volt. A bécsi Aka-
démidn az dn. felsébb matematikdbdl — az Akadémia katonai célkitlizései miatt
— csak igen keveset tanult. Domaldi, majd marosvisdrhelyi évei alatt igencsak
sziikében volt a tudomdnyos segédeszkozoknek. A szakkonyvek, az akkor nyu-
gaton €s keleten is mdr 1étez0 ¢s szinvonalas matematikai folydiratok, az dllandd
serkentd tudomdnyos kdrnyezet hidnya bénitolag hatottak erdfeszitéseire. Elszi-
getelt, magéanyos tudés volt.

Probéljuk meg az alibbiakban aprélékosabban megvizsgdlni ezt a kérdést és
az eddig ismeretlen dokumentumokat figyelembe véve feltérképezni BOLYAI JA-
NOS ismeretanyagdt. Alljunk meg az tjabban feltart frdsok, egy-egy hosszabb
szovegben megbiivé nyilatkozatok olvasdsa kozben s kiséreljiik meg azok lénye-
gét jobban megértve vitdba szallni az elmarasztald véleményekkel. Hatha nem
olyan sotét a kép!

Val6 igaz, hogy kordnak sok matematikai felfedezése nem jutott el hozz.
Bér kortdrsa N. ABELnek és E. GALOISnak (1811-1832), munkdssagukrél mit
sem tudott. Pedig ismerhette volna azokat, ha kezébe keriilnek a berlini ,,Crelle’s
Journal™ 1826-0s és a pdrizsi Journal de mathématique 1846-o0s szdmai. Amint
tudjuk, a német foly6iratban jelent meg ABEL hibdtlan bizonyitdsa a négynél ma-
gasabb foki egyenletek algebrai megoldhatatlansagdrdl, GALOIS irdsait pedig J.
LIOUVILLE (1809-1882) még BOLYAI JANOS életében kozzéteszi a francia lap-
ban. Nem értesiil A. CAUCHY (1789-1857) komplex fiiggvénytani vizsgélatarél,
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sem B. RIEMANN munkdssdgdr6l. Jegyzeteiben sehol sem emliti példdul masik
két kortdrsa, G. EISENSTEIN (1823-1852) és L. DIRICHLET (1805-1859) nevét.
Még GAUSS munkdssdgédnak eredményeit is csak kis részben ismerte. [gy példaul
Gauss feliiletelméleti kutatdsairél — a Disquisitiones generales circa superficies
curvas (1827) cimi miivérsl — élete végéig sem szerzett tudomast. Nem olvas-
ta GAaussnak a komplex egészek elméletérdl 1832-ben megjelent részletes [49]
dolgozatat.

Milyen kiilénos, hogy FERDINAND MINDING (1806-1885) tartui professzor
még BOLYAI életében felfedezte és tanulményozta azt a feliiletet, a pszeudo-
szférat, amelyen lokdlisan érvényesek a nemeuklidészi geometria tételei.
MINDING ezt az eredményét 1840-ben kozolte, irdsait azonban BOLYAI nem is-
merte.

BOLYAI JANOS nem tudott J. H. LAMBERTnek az euklidészi parhuzamossdgi
axiémdt indirekt tton bizonyitani iparkodé vizsgilatok terén elért eredményei-
rol sem, igy azokbol nem merithetett semmiféle Gtletet. Ezt onnan tudjuk, hogy
BOLYAI JANOS egyik frasdban [106, 1:221-223] név szerint is felsorolja azokat
a matematiknsokat, akiknek a parhuzamosokrél sz616 értekezését ismerte. A ne-
vek kozott LAMBERT neve nem szerepel. De BOLYAI soha semmit nem tudott
meg G. G. SACCHERI (1667-1733) el6z6 vizsgalatairél sem. A péarhuzamosok
torténetére vonatkozé adatait legnagyobbrészt J. J. I. HOFFMANN Kritik der Pa-
rallelentheorie, Jena 1807, c¢imd munkdjdbdl meritette, melyet az 1832. évben
Janos f6herceghez intézett folyamodvanydban is megemlit (,,Ez a munka, habdr
magdaban véve még elég gyonge, ..., mégis némi elékészitésre szolgdlhat ..."
— irja) [106, 1:223, 232]. A kényv megtaldlhaté a Teleki—Bolyai Kényvtdrban
Grzoet Bolyai-konyvhagyatékban [35]. BoLYAl még ismerte BURGERnek a pér-
huzamosok torténetével foglalkozé, Heidelbergben 1833-ban, tehat az Appendix
megjelenése utdn kiadott konyvét is [106, 1:223].

Barmennyire elszigetelten dolgozott BOLYAI JANOS, akdrmilyen messze is
volt Marosvésdrhely a mult szdzad derekdn a jelent6s matematikai centrumoktél
(Parizs, Gottingen, Berlin, Szentpétervdr), ha nem dramlottak, mégis csak szi-
varogtak ide is hirek a matézis viligdbdl. Kozvetit§jik apja, BOLYAT FARKAS
volt. A kollégium professzora szeretett levelet irni, s ezéltal szoros kapesolatot
tartott fenn ifjikori bardtjaval, GAUSSszal, de masokkal is. Természetébol faka-
déan csaknem minden irdnt érdekl6dott. Az djdonsdgokra felfigyelt, s ha vala-
mi érdemesnek vagy érdekesnek litszét talalt, azt azonnal tudatta fidval. GAUSS
konyveket kiildott Farkasnak. Sajat munkai koziil a Disquisitiones arithmeticae-t
s a ,,nagyon szép” Demonstratio nova-t. Tandcsokat ad Farkasnak, hogy mit sze-
rezzen be (GAUSS javaslatdra vdsdrolja meg BOLYAI FARKAS példdul a még ma
is j6 olvasmanynak szdmit6 J. E. MONTUCLA (1725-1799) matematikatorténeti
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munkdjdt), felhivja a figyelmét példdul arra, hogy a komplex szimokrél megje-
lent egy dolgozata [101, 112 old.] és egyebekre. GAUSS leveleit nyilvanvaléan
Janos is elolvasta. S6t a GAUSS dltal Farkasnak irt fontosabb leveleket magdnal
tartotta. Ezt tdmasztja ald Farkasnak 1855, dprilis 8-d4n Jdnoshoz irt levele: ... ..
szeretném ha GAUSS levelét elkiildenéd: azonnal visszakiildom, csak valamit né-
zek meg benne..." [12, K 22/84].

Apja értesiti Jdnost, hogy a Jablonowski-tdarsasdg pdlyazatot hirdetett meg, &
juttatja el késobb fiahoz LOBACSEVSZKD munkdjat, s biztatja kiilonb6z8 szamel-
méleti és az analizis korébe tartozé probléma megolddsdra.

Néha el6fordult az is, hogy GAUSS nem vilaszolt Farkas kérdéseire. Sok-
szor érdekl6dott példaul az ..imagindriusok teoridjdnak™ részletes kifejtésérdl, de
bardtja az 1835. dpr. 20-i levél utdn err6l a témardl tébbet nem irt (1. V. feje-
zet). Hasonléképpen véalasz nélkiil maradtak BOLYAT FARKASnak azok a tdbbszor
megismételt kérdései, amelyekben SOPHIE GERMAIN (1776-1831) fel&l érdekld-
dott [101, 96 és 101 old.]. pedig egy 1808-ban irt levélben még GAUSS kérdezte
meg Ot, hogy hallott-e a francia matematikusn&rél [101, 93 old.].

BOLYAI FARKAS még GausSnak is tud djat mondani. Két figyelemre mélté
példa: ,,Csak néhidny héttel ezel6tt olvastam — frja 1848. janudr 18-dn [101, 128-
131 old.] — egy kis magyarhoni munkdban, hogy megjelent MULLER Archiv der
Mathematik-ja I. kotetének 4. fiizetében... Addig nem hallottam MULLER Ar-
chivjdrdl, ... , tegnapel6tt frtam Kolozsvdrra, hitha valakit6l megkapnam.” Igy
tudja meg 1847-ben egy marosvisdrhelyi tandr, hogy megjelent a matematikator-
ténet egyik fontos és késébb sokat idézett folydirata. Ami meglepd, hogy BOLYAI
FARKAS levelének olvasdsa el6tt GAUSS sem ismerte a lapot. Valaszaban [101,
134 old.] ui. megjegyzi, hogy miutdn érdekl6dott a lap felsl, megtudta, hogy
azt nem MULLER, hanem JOHANN AUGUST GRUNERT (1797-1872) szerkeszti, de
bevallja, hogy még 6 sem litta egyetlen példanyat sem. (Kolozsvaron az Akadé-
mia konyvtdraban ma is megtaldlhaté az Archiv der Mathematik und Physik I.
kotetének 4. fiizete. Ebben egy G. W. MULLER nevi{i hannoveri matematikus ir
a komplex szamokrol a 397400 oldalokon. Innen szdrmazik a félreértés, amit
még a [20, 311 old.]-dn is olvashatunk.) Az Archiv hosszid idén at (1920-ban
sziint meg) igen j6 hirnévnek drvendett, és szdmos fontos matematikai eredményt
kozolt elészor. A muilt szazad kozepétdl kezdve egyre gyakrabban taldlkozunk
magyar matematikusok nevével a Grunert-féle Archiv hasdbjain [110, 209 old.].
Amint mar latuk (2.1.§), a BoLYalak neve is ebben a folydiratban jelenik meg
vildgnyelven elszor.

A mésodik példank, amelyre SZENASSY BARNA mutatott rd [111, 140 old.],
a végtelen sorok tn. Olivier-konvergenciakritériumahoz kapcsolédik. BOLYAI
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FARKAS az elGbb emlitett levelében errdl is érdekl6dik GAUSSt6l. BOLYAIt vala-
melyik Bécsben tanuld volt didkja tdjékoztatta a kritériumrdl. Mivel neki semmi-
képpen sem sikertilt annak elégséges voltdt igazolnia, GAUSS véleményét kérte.
GAUSS vilaszdaban [101, 133-134 old.] bevallja, hogy addig nem hallott a krité-
riumrdl, tehdt BOLYAI szdmdra is djdonsdgot kozolt.

Marosvisarhelyen 1802 6ta mikodik a magyar nyelvteriilet els6 kozkonyv-
tira, a TELEKI SAMUEL (1739-1822) dltal alapitott konyveshdz, a Téka. Ez a
remek gylijtemény a Bolyaiak kedvelt szellemi mihelye volt. Farkas és Janos
is gyakori latogatdi voltak a Tékdnak, ahol BOLYAI FARKAS szerint, ,.kedvesen
lehet eldlmodni az alig kidlhaté kedvetlen életet™ [17, 402 old.]. Igaz, hogy a
Téka nem szakkonyvtdar, de Teleki ifjikordban érdekl6dott a matematika irdnt
is s igy .,... természetes konyvtara matematikai részlegének gazdagsdga is. A
kisérleti természettudomdny nagy képviselGinek — GALILEI, BACON — munkai
mellett a kényvtdralapité igyekszik megszerezni a torténeti és kortdars matema-
tika alapmtiveit. LEIBNIZ 11, NEWTON 8 munkdval szerepel a nyomtatott ka-
talogusban. De jelen vannak a korszak nagy matematikusai, a BERNOULLIak,
EULER, MAUPERTUIS, D' ALEMBERT, [LAGRANGE, CLAIRAUT. Megvan a tudés
francia mérnok, BELIDORE matematikai munkdja, BIONnak, a matematikai esz-
kozok mérnckének gyakorlati kényve, L'HOSPITAL marki, a francia akadémia
tiszteleti tagja differencidlszamitdssal foglalkozé miivének els6, 1696-os kiaddsa.
CHRISTIAN WOLFF a leibnitzi tanok népszer{isitGje tobb miivel is szerepel.” [36,
210 old.]. A Bolyaiak a Tékdban matematikai értekezéseket tartalmazo folydira-
tokat is forgattak. Olvastdk a Pétervdri Aktdkat (EULER dolgozataival), a Gottin-
gische Gelehrte Anzeigen-t (GAUSS frasaival). Gazdag az dllomdny csillagdszati,
fizikai és vegyészeti részlege is. Tudunk arrdl, hogy a kényvtdralapité TELEKI
SAMUEL t8bb levelet valtott a kor neves matematikusaival, a BERNOULLIakkal,
CLAIRAUT-val, LAGRANGE-zsal. Feltételezhetjiik — bar ennek nincs nyoma —,
hogy ezeket a leveleket is kiktlesondzhette olvasisra a két BOLYAL

BOLYAIJANOS szdmdra tehat igen fontos forrdsnak szdmitott az apjaval tartott
szoros tudomdnyos kapesolat és a Teleki Téka polcain taldlhaté miivek olvasdsa.
De sokat meritett apja és a sajdt maga gyujtotte matematikai konyvekbdl. Az ak-
kori viszonyokhoz képest mindkettGjiiknek gazdag konyvtdra volt. A kényvekrol
DEE NAGY ANIKO [35] és FRATER JANOSNE [45] készitett kiting, részletes dssze-
dllitast. A lefrdsokbdl megtudhatjuk, hogy a Teleki-Bolyai Konyvtirban 6rzott
Bolyai-kdnyvhagyaték 116 (kordntsem teljes) munkit tartalmaz, hogy BOLYAI
FARKAS 1856. augusztus 26-dn kelt végrendeletében ,,... nem csak egy s mas
nyomtatott munkdimat, hanem egész kényvtaromat az oskola kdnyvtardba ezen-
nel dltal is adom . .." szavaival konyveit a Reformatus Kollégiumnak hagyomd-
nyozta. A BOLYAI FARKAS autogrif kényvjegyzékén 77 munka szerepel, amihez



3.1. BOLYAI MATEMATIKAI MUVELTSEGE 65

még Jdnos 9 miivet csatolt. KONCZ JOZSEF (1829-1906) a kényvtér egykori Gre
emliti, hogy BOLYAI FARKAS 145 miivet adomdnyozott az iskoldnak, A két szam-
adatban valGészintileg azért van kiilonbség, mert BOLYAI FARKAS konyvei nagy
részét mdr életében elhelyezte a kdnyvtdrban.

BOLYAI FARKAS konyvtdrdnak jellemz6 vondsa az alkotd tudés kézikonyvtdri
és az aktiv pedagégus gyakorlati segédkonyvtiri jellege. Konyvtardban kordnak
legkiemelked6bb és a legijabb kutatdsi eredményeket tartalmazé tudomdnyos
miiveket taldljuk (EULER, BERNOULLI, MONTUCLA, GAUSS, Journal der Physik
stb.) olyanokat, melyeket akkor Magyarorszagon csak a természettudomédnyokat
partol6 féurak engedhettek meg maguknak dsszegytjteni. Konyvei megvilogatd-
sihoz nemegyszer GAUSS tandcsdt is kikérte. Olyan szerz8k miiveibdl készitette
fel tanitvanyait, amilyen konyveket akkor a nyugati orszdgok egyetemein és f6-
iskoldin, illet6leg akadémidin hasznaltak. BOLYAI FARKAS kényvtardnak egész
jellegérdl az allapithaté meg, hogy egy tudés — matematikus tandr sok szeretettel
és tekintélyes anyagi dldozattal 6sszegydjtott konyvtdra a maga idejében eléggé
jelentds volt [45].

BOLYAI FARKAS kényvei természetesen fia, Janos rendelkezésére dllottak. Es
Jénos olvasta is ezeket. Farkas mdr a 13 éves fidval megismerteti EUKLIDESZ,
EULER, VEGA, HAUSER miiveit; a Bécsben tanulé didknak konyveket ajdnl: ,,Ol-
vasd KARTENSt, KASTNERt, PASQUICHOt, EULERt, LACROIX Traité Elémentaire
du Caleul differentiel et intégral, LA GRANGE Théorie des Fonctions etc.” — irja
Jdnosnak 1818. szeptember 10-én [12, K 22/75].

Ha BOLYAI JANOS kutatdsaihoz Bécsben nem is kaphatott kozvetlen segit-
séget, de a mérnokakadémia tanrendje mindenképpen hozzdjarult matematikai
kultirdjanak béviiléséhez. Amint Acs TIBOR rdmutat frissen megjelent [3] kony-
vében, Janosra bécsi tanulmAnyai soran kiilénosen a magasabb geometria, a ma-
tematikai foldrajz és a mechanikai tudomanyok voltak jo hatdssal. A mértant és
matematikai foldrajzot a kitinG MICHAEL LENKER, a mechanikai és fizikai tan-
targyakat pedig a nagy tuddsi ALEXANDER BRASSEUR oktatta. A tandrok jé méd-
szereket alkalmaztak. Az V. osztalyban megkovetelték a tantargyak tankonyvbol
valo elsajatitasat s a megtanult ismereteknek sajat kifejezésekkel, eljarasokkal
valo elGadasat. Janosnak a felsé geometria témakorébdl egy dolgozatot is kellett
készitenie az akadémidn.

Taldn mégsem volt olyan szegényes és vézlatos BOLYAI JANOS szakirodalmi
tdjékozottsdga, amint azt eddig olvashattuk. Igaz, a nemzetkdzi matematikai ku-
tatds periféridgjan dolgozott, de lehetSségeihez képest sokat olvasott, a kényveket
pedig, amelyek keze tligyébe keriiltek, rendkiviili figyelemmel és igen kritikus
szemmel vizsgdlta. Az eddig kiadatlan dokumentumok tanulményozdsa alapjin
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csak megerdsithetjiik ezt az allitast. Jegyzeteiben dllanddan hivatkozik olvasma-
nyaira s ahol okot taldl rd, sohasem mulasztja el birdlé megjegyzéseit. Irdsaiban
sok helyen megtaldljuk LACROIX, LAGRANGE, LEGENDRE, LAPLACE, BRASSEUR,
NEWTON, CAUCHY, BOLYAI FARKAS, LITTROW, MASCHERONI, VEGA, RUFFINI,
EULER, MONTUCLA, MAKO PAL nevét, de tud POISSON, POINSOT, JACOBI
matematikai munkdir6l is. Egy helyen (752/1) megjegyzi: ,,A nyitanban {a
matematikdban} a tannak hosei EUKLID, ARCHIMEDES, NEWTON, LEIBNIZ, LAG-
RANGE, EULER, GAUSS, BOLYAI FARKAS, hogy mds érdemes €s részint sokérdemit
egyének nevet elhallgassam”.

A legtobbszir GAUSS és ETTINGSHAUSEN nevével (aki ,.a mdr kész Appendix
becsét sem volt képes filismerni”) taldlkozunk. Janos a Disquisitiones arithmeti-
cae, Demonstratio nova szdmos fejezetéhez fiiz megjegyzést, ETTINGSHAUSEN s
masok konyveiben is tobb hibdt felfedez.

Idézziik BOLYAT JANOS néhdny birdlé megjegyzését! (Itt nem foglalkozunk
BoLyAInak a LOBACSEVSZKII Geometrische Untersuchungen ... cimii munkd-
jat birdld észrevételeivel. Ezek mdr régota ismertek [105], és kiilonbozd szerz6k
azota is sokszor elemezték.) A legalaposabban a Disquisitionest tanulményozta,
minden paragrafusdt ismerte. Sajdt példdnydnak margdjdra tsbb észrevételét fel-
jegyzi, a konyvet sokat idézi. A kozonséges tortek tizedes tortté valé dtalakitdsa-
val (Disq. ar. 317.§) kapcsolatban a GAUSS dltal bemutatott példihoz a kdvetkezé
megjegyzeést flizi: ,,Ez érdekes és figyelemremélto tdrgyban az egyébardnt Nagy,
MEély és Eles GAUSS szdmtani vizsgdi 551 lapjdn kordnt sem elég ill6 szigor-
ral, alaposan, fénnyel s igen kdnnytszertileg s konnyelmiileg s hirtelenkedve jdrt
el, csak hatarozatlanul s bizonytalanul dllitvdn azt, hogy a csak bizonyos helytél
szamitott részletes vagy némileg kozelito Gszveg az igazndl az utolsé helyen <
nek johet ki (335/2). Az algebrai egyenletek megolddsa sordn GAUSS €s sajdt
gondolatait 6sszehasonlitva fgy ir: ..... a GAUSS elvei vagy nézetjei is masok
vagy kiilonboznek az enyimektél, ezek sokkal egyszeriibb, révidebb, konnyebb,
vildgosabb, tisztibb, sobosobb {sebesebb} dton vivén célhoz” (7T03/8).

A. ETTINGSHAUSEN 1827-ben Bécsben kiadott Vorlesungen tiber die hohe-
re Mathematik cimii kétkotetes konyvében (amely szintén megvolt Janos sa-
jat konyvtdrdban [35, 20 old.]) is tobb javitanivalét taldl BOLYAL A VI feje-
zetben részletesebben szélunk majd ETTINGSHAUSEN egyik nagyobb tévedésé-
rél, most BOLYAInak az integrdlszamitdssal kapcsolatos észrevételét jegyezziik
le: ..... mirGl azonban a sok érdemi ETTINGSHAUSEN az 343-lapon nem is al-
modik, ... , mert éppen egyenesen, nyiltan lehetetlent dllit.” (1243/1). Vagy:
LETTINGSHAUSEN t6bb sok egyéb kozott vastagot hibdzik, ...”" (1362/1).

Hidba nevezi LAGRANGE-t a tan h&sének, csipds megjegyzésétdl 6t sem ki-
méli: ,,A LAGRANGE korldtok ... merében haszndlhatatlanok lévén ..." (601/1).
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BOLYAI JANOSt tehdt nem vddolhatjuk meg azzal, hogy ,rendkiviil kitekedd
hangon™ (V. F. KAGAN [17, 158 old.]) elemezte LOBACSEVSZKT dolgozatit. O
nem csupdn ,,vetélytarsat”, de minden mds matematikust megbirdlt, ha munkdja-
ban tévedést vagy pontatlansdgot fedezett fel. Tudjuk, hogy magdval szemben is
mindig szigort és igényes volt.

A kéziratos hagyaték szdmos oldaldn, néhdny helyen csak tigy odafirkdlva,
mdshol hosszabb szovegbe dgyazva szemiink elé bukkan CRELLE neve (478/77,
742/3, 1199/1", 1269/1%, 1301/17"). Hitetlenkedve fedezziik fel, hogy BOLYAI
ismerte az A. L. CRELLE (1780-1855) dltal szerkesztett nevezetes matemati-
kai folyogiratot. A Téka polcain hidba keressiik a lapot. Mikor €s hogyan ju-
tott BOLYAI JANOS a Crelle-Journal szdmaihoz? Tudjuk, hogy apjitél eltekintve
egyetlen olyan tuddstdrsa sem volt, akivel gondolatait Kicserélhette volna. Még-
is akadtak a kornyezetében mfvelt emberek is, akiket tisztelt. Mdar készen volt
az Appendix, amikor Olmiitzben EMANUEL ZITTA (17806-7) 6rnaggyal — ,,egyik
legderekabb, legjelesebb egyén” — taldlkozott, ki ott parancsnoka lett. (El6z6leg
Aradon is szolgdltak egyiitt.) Nos ,,a derék ZITTA” — ahogy BOLYAI késGbb 6n-
életrajzdban emlegeti — matematikailag is képzett volt, akitsl BoLYAI folyéiratot
is kolesonzott. ,,A Crelle Journal der Mathematik und Physikb6l — irja apjdnak
1855. janudr 20-dn — vagy két Heftet Zitta akkori dérnagy, most altibornagytol
darab ideig birhatvin sok jot taldltam benne, bdr...” (742/1-2"). Ez az 1832-33-
as id@szakaszban lehetett, mert BOLYAI JANOS 1832. dprilis 27-t61 1833. jhnius
15-ig volt a morvaorszdgi f6hadparancsnoksdg olmiitzi helyi erdditési igazga-
t6sag beosztott mérnokkari mdsodszdzadosa. Kiséreljiik meg kifiirkészni, vajon
melyik fiizeteket ,.birhatta” BOLYAI az 1826-ban létesitett folydirat szdmaibol.
Jegyzetei kozott két olyan oldalon is emliti a Crelle-t, amelyeken a raciondlis
tértfiiggvények elemi résztortekre valé felbontdsardl ir. ,Mint a targyhoz tartozo
— irja egyik helyen — a géber {algebrai} egy vdltozdji toronyok {tortek) aprébb
toronyokra szaggatdsa vagy hasogatdsa lehetsége bizonyjat és modja megadasat
kiveszem a Crelle Journdljabol, mely az dltalam eddig mdsutt ldtottak kozott leg-
egyszeriibb és csinosabb. ..” (1269/1"). Egy masik lapon: ,,Ldsd a Crelle-ét is a
Journal der Mathematik und Physik von Crelle in Berlin, mely is ugy emlékszem
egyszeri” (1199/1Y). Végiglapozva a folyoGirat 1826 €s 1833 kozott megjelent
koteteit, két olyan szdmot taldlunk (az 1832/3 és az 1833/1 fiizetet), amelyek-
ben a résztortekre valé bontisrél éppen a folyoéirat kiadoja A. L. CRELLE érteke-
zik. Bgy igen aprd, valahonnan kivdgott és szabdlytalan négyszog alakd, néhany
szavas céduldn (332/5) ismételten felvillan a Crelle’s Journal cime. A papirlap
egyik sarkdban eldugva a ,Richelot de resol. alg. x27 = 1" csonka mondat tinik
eld. Nos, amint tudjuk, a folyoirat 9. kotete 1832/1, 2, 3, 4 fiizeteiben kozolte
RICHELOT a szabdlyos 257-sz0g szerkesztését, Valészini tehdt, hogy az emlitett
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fiizetek koziil valamelyik kettSt adhatta koleson ,.darab ideig” ZITTA Srnagy Bo-
LYAInak. BOLYAI ZITTAval a Tér tudomanydt is szerette volna megismertetni,
de amint parancsnokanak egyik nyilatkozatdbdl olvashatjuk, kovetkeztetéseit az
nem tudta elfogadni.

A misik ,.derék nyitandsz’, akihez bizalma volt BOLYAI JANOSnak, WOLTER
VON ECKWEHR szdzados, akir6l mar széltunk (1.2.§).

BOLYAI JANOs mindkét féljebbvaléjdt szintén tisztelte. Evtizedek miilva
sem feledkezett meg roluk. Ezt tandsitja a fent idézett levél, de hogy mennyire
bizott benniik késébb is, azt egy 1851. nov. 24-én kelt jegyzetébdl olvashatjuk
ki, amelyen fontos teend&i k6zott megemliti, hogy ,Janos Féherceg, Wolter- és
Zittdnak frni s Heil-Lehre- met {Udv-Tanomat} megkiildeni” (474/1).

A MTA Konyvtara Oriz egy érdekes levelet [12, K 23/117] és [95]. Ez a Lem-
bergben szolgdlé BOLYAI JANOS cimére érkezett 1831. november 9-én, és hét
nappal korabban WOLTER VON ECKWEHR ,,Ingenieur Hauptmann™ adta postédra
Grazban. A levelet megilletédve vessziik kézbe, s azt virjuk, hogy abban WoL-
TER emlitést tesz a BOLYAT dltal 1826-ban szdmdra dtadott Appendix-rél. Ehe-
lyett az igen udvarias, bariti levélben WOLTER a perspektivdrdl ir. BOLYAInak
valdsziniileg vitdja timadt valakivel a perspektiva kérdésérdl, s & volt parancs-
nokat (aki ,,... jelesen az firtani rajzban {dbrizolé geometria} éppen kiilonoson
Jdrtas egyén ... ") kérte fel bironak, mert WOLTER igy fejezi be eszmefuttatdsat:
»Az ellenfele évedését On egészen helyesen megmutatta”,

BOLYAI JANOS szerette és becsiilte a konyveket. Idsebb kordban is szivesen
olvasott volna tobbet. , Eddig el¢ — jegyzi meg 1856-ban — a legnagyobb szorga-
lom s képesség mellett sincs mit egyebet tenni ... mint néhdny hallomdas szerint
Jjobb, dltaljdn torténetesen keziinkbe keriilt kinyvbél is némileg okulni. Es valo-
ban: nekem nagyon kevés konyvom van, de azt tapasztaltam s tapasztalhatja aki
hasonlolag dll és fenékre hatolag gondolkoztatdsra torekszik, hogy szinte a legki-
sebbiknek annyira f6lhaszndldasdra sem volt még idém . .., hogy azt mdr egészen

P. STACKEL te.iételezi ,.... hogy valamelyik leggonoszabb fajtdji matema-
tikai dilettans konyve veszedelmes befolydst gyakorolt Jdnosra. Hagyatékdban
ugyanis megvan a kovetkezé mi: A. VOGEL, Mathematiker in Leipzig, Entdek
kung einer numerischen Auflosung aller hoheren endlichen Gleichungen von
jeder beliebigen algebraischen und transzendenten Form, Leipzig, 1845™ [106,
1:255]. Ez a kényv ma is megtaldlhat6 a Teleki-konyvtdrban. Valéban egy mii-
kedvel szerzG munkdja. STACKEL tigy gondolja, hogy BOLYAI ennek hatdsdra
prébilkozott a magasabb foku algebrai egyenletek megolddsdaval. Nem érthetiink
egyet STACKEL véleményével, mert VOGEL konyvét 1845-ben adtdk ki, & pedig,
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amint lattuk és ldtni fogjuk, mar 1837-ben forditotta ,,kiilonds figyelmét e targy-
ra’. De az sem dllja meg a helyét, miszerint ez a ,munka” rossz hatdssal lett
volna BOLYAI JANOsra. O val6ban olvasta ezt a konyvet, de hamar megdillapitot-
ta, hogy értéktelen. Az egyenletek kozelitd megolddsdrdl irva cseppet sem elnézd
a ,szerzovel” szemben: ,,Szami vagy kozelité megfejtése barmely véges vagy ve-
getlen egyenletnek egy még 1823-bani eszmém szerént, mely némileg a Lipcsei
nyi(tan)asz VOGEL munkdjaban is alaptalanul, handdzva, felliletesen, kiilszintileg
elotordul’ (1466/2"). A rossz kényvek nem drtottak BOLYAI JANOSnak. Elszo-
morf{té olvasni a panaszat, miutdn arra emlékezik, hogy ZITTAtS] kélcsénkapta
a Crelle-féle folyéiratot. fgy fakad ki BOLYAL ,,... bdr volna még itt olyasmi
Grunert ... de e Krih-Winkel viros {kisvéros} és orszdgban elég egy par djtatos
imadsagos konyv ..." (742/1-2"). Tudott tehdt arrdl, hogy a nagyviligban létez-
nek matematikai folyéiratok, konyvek, amelyekhez leginkdbb anyagi okok miatt
nem sikeriilt hozzdjutnia. BOLYAI 1851-ben fontos feladatai kozott emliti: ,,Némi
vagy holmi eérdekes vagy nevezetes konyvokdit melyek kijotte vagy megjelené-
se felol tudomdsom van vagy értesiiltem, csak beldtds vagy megnézegetés végett
megszerezni” Szeretné megrendelni GAUSS s LOBACSEVSZKI) minden miivét,
de az ETTINGSHAUSENét is. [rni akar Kazénba, ismét emliti GRUNERT folyGira-
tdt mint amelyre sziiksége van. Kiilon feladat ,,Atydméinak is aprora dtnézete”
(474/1). J6 lenne olvasni még ndvénytan, allattan, nyelvtan és kristdlytannal fog-
lalkozé konyveket is — frja.

Amikor édesapja haldla utdn a kollégium el6ljarésaga az elhunyt végakaratira
hivatkozva arra kéri, hogy a szdlldsan maradt konyveket is adja it a konyvtaros-
nak, BOLYAI JANOS kijelenti: ,nem vonakodom az itt hatramaradott konyvokat

. a F6 — Tanoda Kényvtdriba beadni...”, de feltételiil szabja, hogy mindazt
a bevételt, amit apja munkai eladdsabdl nyer a kollégium, kételes matematikai
munkédk beszerzésére forditani, mert ,,... ldvozebb célra az igy befolyé pénz
nem fordithatik. . ." Mindjart 6sszeallit egy jegyzéket a beszerzendS konyvekrdl.
Ezt irja: ,.kozelebbrdl megszerezni kivanatosnak tartanim a kovetkezoket:
LAGRANGE(d! Toldalék az Euler algebrdjahoz 3-dik. .. {kézirat szakadt}.

LEGENDRE: Théorie des nombres s ij bévebb életrajzot, SARTORIUSnak
GAUSS érdemeirdl tartott. .. {nem olvashaté} GRUNERT 's Archiv der reinen und
angewandten Mathematik

Crelle’s Journal der reinen und angewandten Mathematik
EULER s Institutionis Calcule Integrales
BURJA 's selbstlernender Algebraist

Az OHM., POISSON, POINSOT, CAUCHY, JACOBI matematikai munkdjat, vala-
mint LOBACSEVSZKUEit is, Kazdni tandr, az itt mdr meglévé a parallelikat tdr-
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gyalon kiviil, melyek német vagy latin vagy francidul kijottek vagy oroszbol le-
forditodtak.
A magyar s bécsi tanos akadémidk matematikai €s nyelvtani munkai.
LAPLACE Mécanique céleste, ha nem is nékiilozhetetlen de ill6 ide” (779/1-2)
és [6, 95-96 old.].

3.2. Az alkotas oromei és gyotrelmei

BOLYAI JANOS is, mint minden matematikus, csak megfeszitett munka drdn dol-
gozta ki geometriai rendszerét €s egyéb felfedezéseit. Megismerte az alkotés
gyotrelmeit, de része volt az igazsig megtaldldsdnak oromében is ,,... alig me-
rem még ki is mondani mikodésem €s kisérleteim sikeres voltat..." jelenti ki
(547/1). Sokszor csak a kudarcok és a kiilonboz8 buktaték legy6zésén dt jut el
eredményei felismeréséhez. ,,Sokkal szerényebb, mérsékeltebb vagyok ugyan is
sokkal jobban tudom s elevenebben €s hivebben érzem és szemem eldtt tartom
azt, hogy véges leny, kivilt ember csalodhatik és hibdzhatik...” (547/1). Vivé-
ddsait tiikrozik a kovetkezd mondatok is: ... ., elsé tekintetre ligy tetszhetnék,
ldtszhatnék, hogy mind eziltal még csak egy lépést sem haladtunk a cél felé,
vagyis egy hajszdlnyit sem nyertiink. Azonban a dolog erét, kulcsat valosziniileg
megkaptuk. s ennek folytiban megkisértem a sikamlos kigyot nyakon csipni €s
fejét megtornr” (547/9). '
BoLYAI elismeri, ha nem tud megbirkézni egy feladattal, de néha a tilzott
onbizalom sem hidnyzik az irdsaibol. ,,még nem vagyok abban az dllapotban —
vallja be —, hogy a fenti stodfokd egyenletet megoldjam ..." (1446/13%).
Otletei idénként .. .. torrens {zuhatag} mddjdra omolvin ..." (800/1") ro-
hanjdk meg, médskor néhany perc alatt gondolja ki azokat. Amikor apjaval koz-
li a Fermat-tételre készitett szép bizonyitasait, a kovetkezd szavakkal vezeti be
a levelét: ,még akkor este (néhdny perc alatt) kigondolt egy pdr ... remélem
nem ineleginsnak talalando s megkedvelendd okadator {bizonyivast}. .. 16bb hi-
tel nyerésre kézolni. .." (800/3). Ugyanakkor BOLYAI FARKASnak szél az a le-
vél (1855. janudr 22.), amelyben apjdnak arra a megjegyzésére, hogy csak sok
gondolkozassal ment valamire, igy vilaszolt: ,,Azt én is ithatom, hogy bar is elég
s6boson lobbannak, villamlanak a legszebb s mélyebb tani eszmék (melyek, mint
quasi részetlenek, csak egyszerre is sziilethetnek) tgy, hogy tobbnyire alig gyo-
zom, csak a feledés elleni megovasra is, egy mdsra irni — de a végsé kidolgozds
tobb idét kivdan” [17, 411 old.]. A kitaposott ,,orszdg-ifton” elérhetd vagy mar
ismert dolgokkal valé foglalkozast unalmasnak tartja s a legnagyobb tekintélyek
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véleményét sem fogadja el egykénnyen: ,.... a figyelemre mélta igazsdg kutatd-
saban éppen magam sem szoktam sem az orszdag-tithoz kétni magamat, sem bdr-
mekkora tekintély s nehézség dltal elijeszretni ... (1323/1). Kutatdsi tdrgydnak
megvdlasztasakor igényes: .,... én pedig kitléndsén szeretem oly tani tdrgyakat
valasztani dthatds végetr, melyek valdban sziikségesek, bdr hasznosak, legaldbb
jo tzlésiiok ...” (1323/1Y). S ha valamibe belefog azt minden részletében meg-
vizsgdlja: ,,Ahol pedig jdrni mélténak taldalok: ott minden szigletet szeretek el-
Jarni” (1323/2).

Vele is eléfordult, hogy nyugtalan éjszakdin tovdbbgy(ir{iztek agydban a nap-
pal felmeriilt gondolatok. ,,Egy elmélet 6tlétt egy &jjel szdmos dlmatian érdimban
elmémbe — irja BOLYAI — mit még akkor megprébdltam volna minden irds nél-
kil eldénteni, azonban sok dlmatlansdgom utdn kevés erémet kimélni kivanvdn
s nem akarvan elme-feszites dltal még inkdbb elizni az dlmot (ami mindamellett
nem sikeriilt) elhatdroztam a vizsgat végre vinni” (440/21Y),

Nem lehet kiolvasni a kusza irdsokbdl, hogy mivel kapesolatos az a gondo-
lat, amely ugyancsak €éjszaka lepte meg, de nagy o6romet szerezhetett BOLYAI
JANOSnak, mert igy ir: ,,é/fél utdn egy ora tdjban vala azon szerencsés és boldog
1d6 az 1854-i év augusztus honap 29.-6rél 30.-dra virrado éjjel. Reggel sarkallva,
keményen utdna dllva ... tobbé ki sem eresztve ..." (1263/5).

Téle tudjuk, hogy az Appendix taldn legfontosabb Osszefiiggését is 1823-ban
egy téli ¢jszakdn éjfél tajban sikerilt igazolnia: .,... éppen télben, éjfél tdjban
rontvdn dat ...”

Domadldon irta egyik jegyzetének bevezet6jében: ,,E munka irdsa 1841. feb-
rudr 2-dn kezdodott s a rola valo gondolds, redkésziilés s elszinds az elotti éjjel”
(759/1).

Az elmondottaknak természetesen semmi koziik sincs a regényiré fantdzidja-
hoz, aki elképzelése szerint BOLYAI JANOS ,hdrom éjjel és hdrom napon ét dol-
gozik szemlehunyds nélkiil az Appendix szdmsorain. Aztdn Arad séncai K6zott
botorkdl ..." Az ilyen ,regényes életrajz” mendemonddibél csupdn a szépiro-
dalmi termésbdl érdekl6dd kozénségiink nem ismerheti meg a Bolyaiak alakjt.
Csak a lényegtelent vagy a hamis legenddkat. A tényektdl eltér6 képalkotds saj-
nos miér elég mélyen befészkelte magdt a kozvéleménybe.

BOLYAI JANOS egész életében megfeszitett energidval dolgozott, munkdjiba
teljesen belemeriilt. Nyugtalanitotta, ha tudomanyos problémadin val6 vivédésai-
ban megzavartdk. Erre pedig még az 6 magdnyos €letében is tobbszor sor keriilt,
.S mi rengeteg kdr, hogy a legjobb, szentebb munka kézben annyi ezer, figyelmet
félre vond s kiséré korilmeény jo sziinetlen kozbe! S kivalt egy ndi hang, vagy
oltony-suhogds a fesziilt, elmélyedt elmét legszentebb, Istenibb dolgokkal foglal-
koz6 biivdrkoddst megzavarja, gyakran a folszinre kivdnja, ragadja ...” (1510/1).
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3.3. Morzsak

Ebben a rovid paragrafusban szeretnénk néhdny olyan ,morzsdt” elszérni, ame-
lyekbdl megtudjuk, hogy miként vélekedik BOLYAI az irdsrdl, szivarrél, borrél,
szinhdzrél ,,... azon meggyozodésben vagyok: hogy minden szerzd legaldbb is
maga koteles énmiivét lelkiismeretesen és hiven megitélni, birdini ... Atydm-
ként tin mdr tobb az iré, mint az olvasé, s szinte mdr az érdemel emléket ki
ugyan képes lévén olvasni €s irni is, fontos és nyomds ok nélkiil iré nem lesz,
con " K6467TY).

Ezt a gondolatot BOLYAI FARKAS valéban tébb alkalommal hangoztatta. Tme
néhdny példa: ,,Tobb iré késziil, mint olvasd.” ,,Alig tanult meg irni, s ir6 akar
lenni.” ,,Az a ritka szerény, aki tudna irni, s nem taldlvan elég okot, nem fr, hogy
azalatt jobbat tehessen.” [80, 139-140 old.].

we-. De az egész szivar, minl szemét s tdn minden pipazds vagy dohdnyzds
és tobbik vagy portubdkolds art mellnek, szemnek, fognak, idegrendszernek . . .
§ azért jo volna ha nevére sem lenne semmi sziikség” (700/1).

wPélddul a boros kancsé nem bardtja az egészségnek, jozansdgnak és rendes
Eletnek, kitelesség teljesitésnek, hivatal folytatdsnak ...” (569/1°). ,.... Farkas

; 1 ; ;
is még 4 nyi bort ... de nekem mdr nem kell, nagyon ritkdn, valami kiilonés jo

bor, kevés ... (1344/17).

wSenki tobb gyonyort, magasabb éldeletet nem taldl ndlamndl a szinhdzban,
operdban. De oly testi (bdr is nemesebb) gyonyor csak addig mélto, mig nem
jut esziinkbe a Fold népe nyomora, terhe, kinja” (1172/3V). Az 1845 végén vagy
1846 elso felében keletkezett 6néletrajzdaban is nyilatkozik a szinhdz és az opera
irdnti vonzalmdrdl: ,,Kadetsdagom alatt ... mikor csak szerét tehettem, a gyo-
nyorii bécsi szinhdzokban pontosan megjelenni el nem mulattam, jelesen az ope-
rakban s balettekben; s oly gyonyort leltem azokban: hogy Bécset semmiért sem
sajndltam tigy ott (el-) hagyni: mint azon ritka szinhdzokért” (1086/2Y, 2).
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Bolyai Janos szamelméleti
vizsgalodasai

4.1. Néhany sz6 a szamelméletrol

A szamelmélet a matematika egyik legrégibb és legérdekesebb dga. ElsGsorban
az 1,2, 3,4 ... természetes szdmok tulajdonsdgait kutatja. Ezek a legkozeleb-
bi szdmismerdseink, egyben a legkiismerhetetlenebbek is. Ezért a szimelmélet
valdsigos tarhdza az érdekes, sokszind, nemegyszer reményteleniil nehéz prob-
lémdknak. Bir a szdmelméleti tételek megfogalmazdsa igen gyakran rovid és
egyszer(, bizonyitdsuk sokszor hosszadalmas és nehéz. Ismeretes, hogy id6k fo-
lyamdn a szdmelméletben sok olyan probléma vetddott fol, amely konnyen ért-
hetd a nem matematikusok szamadra is, ugyanakkor a vilaszaddshoz sok évre
volt sziikség, s6t egyesek mindmdig megoldatlanok. Mégis az elmiilt évszdza-
dok folyaman sok kivdlé matematikust vonzott az ebben az elméletben taldlhaté
feladatok szépsége és viltozatossaga.

Vajon BOLYAI JANOS taldlkozott-e a szdamelmélet érdekfeszité kérdéseivel?
S ha talilkozott, hogy fogadta azokat? Sikertilt neki ebben a tudoményagban
is Uj eredményeket felismernie? Az aldbbiakban kéziratainak djabb dtvizsgdldsa
nyomdn talélt foljegyzései alapjan vilaszolunk ezekre a kérdésekre.

4.2. Bolyai Janos és a szamelmélet

Az eddig megjelent valamennyi Bolyai-monografia szerz6jének egybehangzé vé-
leménye szerint az abszolit geometria megalkotéja nem vonzddott a szamelmé-
leti problémadk irdnt. A legtobb konyv irdja megemliti ugyan, hogy kisérletezett



74 4. BOLYAI JANOS SZAMELMELETI VIZSGALODASAI

szamelméleti feladatok megolddsdval is, de sietve kozli, hogy ezen a téren nem
ért el semmilyen emlitésre mélté eredményt. Mir az elsd, és mindmadig a legtar-
talmasabbnak {télt Bolyai-monogrifia szerzdje, PAUL STACKEL [106] kényvében
tébb helyen beszdmol arrdl, hogy BOLYAI JANOSt szdmelméleti feladatok is fog-
lalkoztattik. Megirja, hogy ezekre apja, BOLYAI FARKAS buzditotta 6t mér fiatal
éveiben, de aztdn hozzdteszi: ,,Elérehaladott kordban is foglalkozott szamelmé-
lettel, de kevés sikerrel tigy, hogy a tdrgyra vonatkozé foljegyzéseivel nem érde-
mes behatébban foglalkoznunk™ [106, 1:175]. A méltdn nagy tekintély( Stickel-
munka a kés6bbi szerzkre is nagy hatdssal volt, s dllitdsait anélkiil, hogy ellend-
rizték volna azokat, minden kételkedés nélkiil elfogadtik. ALEXITS GYORGY, aki
elismeri, hogy [1] kényve irdsakor a marosvdsdrhelyi kéziratokat nem ismerte,
igy ir: . Jdnos ... foglalkozott szamelméleti kérdésekkel is, de ezekrdl csak egy-
két érthetetlen jelekkel teleirt cédula és levélboriték adhatna felvilagositdst, ha ki
lehetne hdmozni az odavetett jelek értelmét. De nem valészind, hogy szamelmé-
leti kisérletei valamilyen értékes eredményt tartalmazndnak, ..." [1, 149 old.].
SZENASSY BARNA igy vélekedik: ,,A két BOLYAI néhdny frasdbél tudjuk, hogy
nagyra becsiilték ugyan a matematikai tudomanyok »kirdlyndjét«, ennek ellenére
hagyatékuk ilyen tdrgyd gondolatokat alig tartalmaz™ [110, 244 old.]. A [19, 35
old.] cikkében pedig azt olvashatjuk, hogy a szamelmélet ,,... nem tudta a hét-
ramaradt iratok tandsdga szerint kiilonosebben lekotni a két BOLYAI érdekl6dé-
sét”. Egyediil WESZELY TIBOR fogalmaz évatosan, az igazsdgot megkozelitden,
amikor megjegyzi, hogy BOLYAInak a szdmelmélet terén semmiféle jelentSsebb
eredményérdl nincs tudomdsunk. Ez valéban igy is volt, amikor WESZELY [127]
konyve napvildagot ldtott,

Ezek utdn megérthetjiik, hogy a kozvéleménybe mélyen behatolt az a né-
zet, amelyet a legfontosabb Bolyai-monogrifidk szerz&i egyodntetlien kijelente-
nek: BOLYAI JANOS prébdlkozott ugyan néhany szdmelméleti probléma megol-
dédsdval, de kutatdsai ezen a téren nem voltak eredményesek.

A kéziratok ennek a véleménynek éppen az ellenkez&jérdl tantiskodnak. Ala-
pos dtvizsgdlasuk eredményeképpen megillapithatjuk, hogy az eddig megjelent
monogrifidkban hangoztatott dllitdsokat méddsitanunk kell, sziikséges 4tértékel-
niink, s6t helyreigazitanunk. A kézirathagyaték lapjai, az eddig még feltdratlan
t6bb Bolyai-levél arrél gy6znek meg, hogy a fenti véleményekkel ellentétben
a geométerként ismert BOLYAI JANOS igen élénken érdeklGdott a szdmelméleti
kérdések irdant. Ot is megejtették ,,a matematika kirdlyn&jének” nehéz feladatai,
és amint latni fogjuk, olyan féljegyzéseket is rejtegetnek a kéziratok, amelye-
ket kibet(izve meglep&dve fedezziik fel BOLYAI JANOSnak a szdmelmélettel kap-
csolatos eredeti gondolatait, amelyekkel megel6zte mads matematikusok késtbb
kozzétett munkait.
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A szamelméleti problémékra, amint erre STACKEL is ramutat, valoban apja
hivta fel Janos figyelmét. STACKEL szerint Farkas az 1825 utdn kovetkezd évek-
ben azt szerette volna ezdltal elérni, hogy Janos ne pazarolja fiatal erejét a para-
leldkra, hanem térjen dt mds vizsgdlatokra, amelyekkel még nagy sikereket érhet
el [106, 1:86]. Véleménylink szerint Farkas nem akarta elvonni Janos figyelmét
a parhuzamosok kérdésér6l. Egyszertien 6t is izgattdk a szamelmélet vonzo fela-
datai. Tény, hogy apa és fia t6bb olyan levelet valtott, amelyekben szdmelméleti
kérdésekrdl értekeznek. Jollehet a Bolyaiak levelezésének elég nagy részét is-
merjiik [6, 11, 17, 20], t6bb szdmelméleti tdrgyd igen értékes levél kozzététele
még nem tortént meg. (Koziiliik tébbet konyviinkben fogunk el&szér nyomtatds-
ban megjelentetni). Pedig éppen ezeknek a leveleknek a tartalma drulja el, ter-
mészetesen mds kéziratlapokkal egyiitt, hogy milyen djszer(ien, eredeti modon,
masoktol fiiggetleniil kozeliti meg BOLYAI JANOS a szdmelméleti feladatokat.

Miel6tt megvizsgdlndnk BOLYAI JANOSnak a kéziratos hagyatékban eddig
WIejtéz6” néhdny szdmelméleti eredményét — pétolva az utdkor mulasztdsanak
egy részét —, nézziikk meg rendre, mindvégig a kéziratokat faggatva, hogy mikép-
pen vélekedett 6 a szdmelméletr6l, annak nagy alakjar6l, GAUSSrél és remek-
miivérdl, a Disquisitiones arithmeticae-r6l. Ugy gondolom, hogy BOLYAInak a
kiilonboz6 kéziratlapokra elvétve foljegyzett megnyilatkozdsait is érdemes rog-
ziteniink, mivel azok még sehol sem lattak napvilagot.

BOLYAI JANOSt a szdmelmélet valésdggal elbiivolte. Nyilatkozata err6l j6
példdja frasai egyik sajdtossdganak, hogy sok foljegyzésében mint egy bOségsza-
rubdl ugy omlenek a rokon értelmii dj szavak: ,,A szdmelméletben nemcsak az
egész szamok, hanem az egész tan legfontosabb, leghasznosabb, leglényegesebb,
legszebb, legerdekesebb, legkecsesebb feladatait talaljuk™ (1179/24, 1407/3). Is-
mert, hogy GAUSS is igen kedvelte a szimelméletet. T6le szdrmazik a mondds,
hogyha a matematika a tudomdanyok kirdlya, akkor a szdmelmélet a matematika
kirdlynGje. BOLYAI bdr nagy tisztelGje a ..Géttingai Kolosszus”-nak, 6t a szdmel-
mélet nagymesterének nevezi, mégsem ért ezzel egyet. ,,Gauss igen kordn — il-
litja — foleg a szamelmélettel foglalkozott. Ez életfogytig kedvenc tdargya maradl,
amelyet, habdr nem jogosan a matematika kirdlyndjének nevezetf’ (938/1"). Ezt
a kijelentését azzal magyardzza, hogy szerinte a matematika minden dga fontos,
nem csak a szamelmélet.

1801 nyardn ldtott napvildgot a szimelmélet alapvetd tankonyve, GAUSS Dis-
quisitiones arithmeticae cim{i munkdja. Néha e konyv megjelenésétSl szamitjak
a modern szdmelmélet kezdetét. A ,.kolosszilis” Disquisitiones BOLYAI JANOS
kézikényve volt, tehdt jol ismerte, sokat forgatta. A szdmelmélet szdmos tételét
ismerte meg ebbdl a valéban mérfoldkovet jelentd kényvbél. Ma ez a munka a
Magyar Tudoményos Akadémia Konyvtardban taldlhat6 ([12], 545.000 jelzet).
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A koényvbe BOLYAI JANOS a nevén kiviil befrta azt is, hogy a konyvet fiizott
dllapotban 4 Ft 30 krajcdrért vdsdrolta. A kényvben sok helyen megtaldlhatok
BOLYAI JANOS, sajnos ceruzdval irt széljegyzetei. Atlapozva GAUSS munkajat
tapasztaltam, hogy j6 dllapotban van, de a latin nyelv{ bejegyzések mar nagyon
halvianyak, alig lehet kiolvasni. Janos t6bb helyen a hibajegyzékbd6l masol 4t né-
hiny sz6t. Nem tlinnek a szoveget birdlé megjegyzéseknek, inkdbb azzal a céllal
késziiltek, hogy kénnyebbé tegyék a konyv olvasdsat.

Farkasnak is volt egy példdnya GAUSS munkdjdbdl a szerzd dedikdcidjaval
(Amico suo de BOLYAI per curam PAULI VADA, auctor), amelyet aztan & a Te-
leki Tékanak ajandékozott (A Teleki Thecanak adom néhdny egyébbel egyiitt,
BoLyAl FARKAS). GAUSS 1803. jinius 20-4n irja meg BOLYAI FARKASnak, hogy
VADAS PALTOL kiildi a Disquisitionest, Farkas pedig 1804. mdrcius 1-én koszoni
meg a kiildeményt: ,,... halhatatlan munkdid mér kezemben vannak ..."

Tehdt a Disquisitiones arithmeticae kora szimelméletének legfontosabb és
legtijabb problémdival. megjelenése utdn rovidesen Marosvasarhelyre is eljutott.
GAUSS miivét BOLYAI JANOS mdr 13 éves kora utdn olvashatta, ui. ekkor mdr
tudott latinul. Az 1820-as években, mikozben az abszolit geometria kidolgoza-
sdn fdradozik, jut ideje a Disquisitiones tanulmdnyozasdra is. Apja (amint mar
emlitettiik) 1831. junius 20-dn GAUSShoz irt levelében [101, 103-104 old.] olvas-
suk: ,Fiam szdndéka volt, hogy a Te polygon-elméletedet németiil, a kisebb ka-

liber(i elméknek kénnyebben hozzaférhetd moédon adja ki ..." GAUSS polygon-

elméletét a Disquisitiones arithmeticae-ben fejtette ki. BOLYAI JANOS tehdt azt
tervezte, hogy németre forditva jelentetné meg dtdolgozva, konnyebben érthetd
médon az akkoriban nehéznek tartott munka egy részét.

Maga GAUSS is tudta, hogy kényve igényes munka. Ebben BOLYAI JANOS is
egyetértett vele.

GAUSS 1808. szeptember 2-dn BOLYAI FARKAShoz irt egyik levelében [101,
93-94 old.] tgy nyilatkozik, hogy a Disquisitiones arithmeticae-t csak hat ma-
tematikus értette meg egész Eurdpaban: SOPHIE GERMAIN, POULET de L'IOLE,
LAGRANGE, BARTELS, egy fiatal matematikus Ostfrieslandbdl és (valészin)
BoLYAI FARKAS. Ekkor GAUSS még nem sejthette, hogy munkdja egyik leg-
jobb ért6je késdbb, L. DIRICHLET mellett, éppen BOLYAI JANOS lesz. Ugyanitt a
szamelméletr6l szélva azt mondja GAUSS: ,Figyelemre méltd, hogy barkit, aki
komolyan foglalkozik ezzel a tudomdnnyal, igaz szenvedély kerit hatalméba.”
Fiiliinkbe cseng Farkasnak az ifji Jainoshoz Bécsbe kiildott levelének egyik mon-
data a matematikardl: , hidd el, hogy egy tudomény sincs, amely olyan passidval
ragadja azt, akinek red valé talentuma van.”
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A Disquisitionest BOLYAI JANOS sem tartotta kénny(i olvasmanynak. Hall-
gassuk csak Ot: ,,Az ki az emberi elméknek egyik legremekebb és mélyebb mi-
vén erejét meg akarja probdini, €s magat a netalini maga — kétség — korsagabaol
meggyogyitani, annak ajanlom pelddul a Gottingai Kolosszus GAUSSnak Disqui-
sitiones arithmeticae cimi munkdj4t’ (845/7"). Egy mdsik helyen pedig ezt ir-
jar ... a kesziilo primtannak barmely, tehdat a Disquisitiones arithmeticae-nek
Is barmely theorémdjdt procerto {bizonyosan} megmutathatni, problémdjdt resol-
vilhatni €s igy erre nézve, az egész Disquisitiones arithmeticae-t zsebbe tefeti
ugyan: noha mdstelél, azon ABC-je az 6 modjanak, sajatsagos és sokkal nehe-
zebb volta miatt mind az enyim mellett is, 6rok — megtartdst és nagyra becsiilést,
respective bamulatot érdemel” (800/1").

4.3. A kis Fermat-tétel

BOLYAI JANOS legtdbbet a primszdmokkal veszédott. ,,Az egész szdmtan sot az
egész tan mezején — vallja — alig van szebb és érdekesebb ... s a legnagyobb
nyidszok {matematikusok} figyelme és eleje ota elfoglalt targy. mint a fészdmok
{primszamok} oly mély homdlyban rejlo titka” (1199/3"). Amint lattuk (1.1.§)
mdr gyerekkordban elgondolkozott azon, hogy végtelen sok primszam létezik-e.
[gy bardtsdga a primszdmokkal elég kordn kezdédott.

Egy olyan eljardst keresett — mint olyan sokan mdsok —, amelynek segitsé-
gével barmely torzsszam megfeleld képlettel kifejezhet6, vagyis egy olyan for-
muldt, amellyel Kiszamithatjuk kozvetleniil az n-edik torzsszamot. Egy id6ben
ugy érezte, hogy ezt a szandékot sikeriil megvaldsitania. Egyik foljegyzésén gy
fogalmaz: ,,nagyobbra nott, hdgott azon régdta tdaplilt sejtelmem és reményem,
miszerint a foszamokat hdanyadiksdguk dltal fiiggetleniil vagy egyenesen, kozvel-
leniil is kitehetem, . .., vagyis egy oly idomot {képletet} adni, mely alatti szimok
mind 6k (1199/2"). Ugyanezt a gondolatot olvashatjuk ki apjénak irt egyik igen
bizakodd hangi levelébdl: A primek kirekeszté formuldjdnak is mar nincs kéte-
lyem, hogy még pedig rovid idon beliil sikertilnie kell, még pedig barmi idomuak
legyenek ... (800/1").

Az utolsé mondatban BoLYAI arra utal, hogy ekkor nemcsak a raciondlis
egész primek, hanem a komplex primek képletének megtaldldsdban is remény-
kedik. Amint az V. fejezetben latni fogjuk, az utébbi torekvése teljes sikerrel
jart.

A raciondlis egészek korében a primszamképletet ugyan neki sem, €s napja-
inkig mdsnak sem sikeriilt megtaldlnia, de BOLYAI JANOS vizsgdloddsainak sordn
egy fontos felfedezést tett, nevezetesen rdbukkant az els6 un. pszeudoprimszam-
ra, vagy magyarul alprimszamra.
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BOLYAI JANOS a primszdmképletet elGszor az dn. kis Fermat-tételben vélte
felfedezni (PIERRE FERMAT 1601-1664). Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha p egy
primszdm, a egy olyan egész szam, amely nem oszthaté p-vel, akkor a?~! — 1
kiilonbség oszthaté p-vel, amit roviden a kovetkez6képpen szoktunk irni:

(4.1) a?~'=1(mod p).

Példdul 2'2 —1=4095 oszthaté 13-mal, 319 —1=43046720 oszthaté 17-tel.
12249 — 1 oszthaté 7-tel, de 2'' — 1 =2047 nem oszthaté 12-vel.

A kis Fermat-tétel forditottja azonban nem érvényes, azaz ha teljesiil (4.1),
vagyis ha az a”~' =1 kiilonbség oszthaté p-vel, abb6l nem kovetkezik sziik-
ségszeriien, hogy p primszam. M. CIPOLLA bizonyitotta be [30] még 1904-ben,
hogy minden a természetes szamhoz végtelen sok olyan n Gsszetett szam tarto-
zik, amelyekre

(4.2) a" =1 (mod n).

Példdul 20 =1 (mod 341), bdr 341=11-31, 2°% =1 (mod 561), bdr 561 =3-
1117, 2'01937 = 1 (mod 161038), ahol 161038=2-73-1103 is egy Gsszetett
szdm. Az olyan Gsszetett n szdmokat, amelyekre a (4.2) kongruencia a =2 esetén
teljestil, pszeudoprimeknek, dlprimeknek (precizebben a 2-re vonatkozé pszeu-
doprimeknek) nevezziik. Vannak olyan n Osszetett szimok is, amelyek minden
n-hez relativ prim a-ra kielégitik a kis Fermat-tételt. Az ilyen n szdmokat fel-
fedez&jlikr6l Carmichael-szamoknak nevezziik [27]. Ezek szerint 341, 561 alpri-
mek, hasonléképpen a 645, 1105 és 161038 szamok is, ugyanakkor az 561-es
szdm Carmichael-szam. A matematikusok sokat vizsgdltak ezeket a kiilonleges
szamokat. A szamelmélet egyik legijabb eredménye, hogy sikeriilt bebizonyi-
tani (ERDOS PAL (1913-1996) neves magyar matematikus egy 1956-o0s otletét
felhaszndlva), hogy Carmichael-szamok minden hatdron tidl léteznek [78]. Azt,
hogy végtelen sok dlprim van, mar 1904 6ta tudjuk [30]. Az dlprimek érdekes
torténetében BOLYAI JANOS is fontos szerepet jalszott. lgaz, hogy ez a szerep
mindmadig ismeretlen maradt.

Apija dsztonzésére (1193/20") megkisérelte bebizonyitani a kis Fermat-tétel
forditottjat. Ha a bizonyitds sikerrel jdr, akkor ez a tétel szolgdltatta volna a hén
dhitott primszdmképletet. Néhidny kisérlet utdn radébbent arra, hogy a bizonyités
lehetetlen (982/19), vagyis a kis Fermat-tétel forditottja dltaldiban nem érvényes.
Megprébalt ,ellenpélddt” keresni. Faradozasit siker korondzta. A primek képle-
tét ugyan nem sikeriilt megtaldlnia, de rdtaldlt az els6 dlprimszdmra, pontosabban
t6bb olyan n Gsszetett szdmra bukkant, amelyekre a (4.2) 6sszefiiggés fenndll.
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A legkisebb (2-hoz viszonyitott) pszeudoprim, a 341-es folfedezésérdl igy
=1
szamol be apjanak kiildstt egyik levelében: , A tegnapelétt igért ZP':'—-;-g néz-

ve ugyan ezelotti vizsgdaimat {vizsgilataimat} hirtelen nem kaphatvin ele, vagyis
inkabb akarvdn 1jbol gondolkozni rajta, még tegnap tisztaba jottem mire néz-
ve itt rovidségért bovebb tdrgyaldst mellozve a f6 dolog irdnti kétely és nyug-
talansdg eloszlatasdra eléeg mar a kovetkezdket is kbzdlni: ... mi pedig a leg-

m—1

kozelebbi és tulajdonképpeni fokérdés, hogy éppen 2 T s lehet =1 (mod m)
bdr is m nem prim, minek megmutatdsdra persze elég egyetlen példa is. mint
a kovetkezo melyre ugyan csak torténetesen de még sem vaktaban, hanem el-
mélet utdn mentem: 2> — 1 oszlik (341=11.31 )-gvel mint végtelen kdnnyen

meggyozodhetni abbol, hogy 219 =1024, melyet osztva 341-gyel marad 1: tehdt
3411

(Disq. Ar.7.§) {21“)17 =270 _ 277 _nek maradéka is valamint 2°*! — 1-nek is

=1, ugy, hogy sem a FERMAT theoréma sem a2 2 -re nézii szép sejtelem (mely

ha a dolog természte szerint valosulhatott volna, egy excelleng és nagyon ké-
nvelmes iy isme-jele (critériuma) lesz a primeknek), nem csak, hogy generaliter
{dltaldnosan} nem, hanem még azon kiilonds esetben sem dllnak, ha a=2..."
(1018/1) (5. abra).

BOLYAI a fenti levélben csak igazolja, hogy a 341-es Gsszetett szdm valdban
kielégiti a (4.2) kongruenciat. Azt, hogy milyen médon taldlta meg ezt a szamot
fratainak mas oldalairél ismerhetjiik meg (6. abra).

Remélem, hogy megbocsitja a Kedves Olvasé ha itt egy személyes élménye-
met mesélem el. A hagyaték lapozgatdsa sordn el8szor BOLYAI JANOS idézett le-
vele keriilt a kezembe. A levél izgalmas matematikai tartalma mellett kiilonosen
megragadott a kivetkezd két mondatfoszldny: .,... ezelotti vizsgdimat hirtelen
nem kaphatvidn elé, ..." és, hogy eredményét ,,... nem vaktdban, hanem elmé-
let utdn . ..” taldlta. Vajon mi lehet azokban a régebbi jegyzetekben? Léteznek-¢
még valahol? Bivarkoddsom legnagyobb jutalma taldn az volt, amikor néhdny
hét elteltével eldkeriiltek a BOLYAL dltal , Airtelen” nem taldlt jegyzetek, ame-
lyek a . vizsgar-t titkoltdk. Ezek a németil irt lapok valédi kincset rejtettek.
Kibetlizésiikkel felszinre keriiltek azok a sorok, amelyekbdl sikeriilt kihdmozni a
levélben emlitett ,,e/méletet”.

BOLYAI JANOS azt a kérdést vizsgdlja (1265/3, 3"), hogy milyen feltételek
mellett teljesiil az
(4.3) aPi!' =1 (mod pq)

kongruencia, ahol p és ¢ primszdmok, a pedig egy olyan egész szdm, amely nem
oszthaté sem p-vel, sem g-val.
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Igy okoskodott: A kis Fermat-tétel szerint
aP~'=1(mod p) é a97!'=1(mod q).
Az elsd kongruencia mindkét oldaldt ¢ — 1-re, a masodikét p — 1-re emelve az
a'P=a=1 =1 (mod p) és a'P~14=1) = | (mod q)

adédik, amelyekbdl az
a' P~ = 1 (mod pq)

kovetkezik, vagyis
aP4=P=9*1 =1 (mod pq).

ami tehat a feltételeinket kielégitd p, ¢, a szdmokra mindig teljesiil.
Most azt mondja BOLYAI hogy ha az

Y+ —2

al =1(mod pg),

vagyis az

aPl~'.a9"' =1 (mod pq)

kongruencia igaz lenne, akkor ez utébbi két osszefiiggés Osszeszorzdsa dltal
nyomban megkapnink a keresett (4.3) kongruencidt.

Tehdt most azokat a feltételeket kell megkeresniink, amelyek ez utébbi kong-
ruencia helyességét biztositjdk. (Felt(ind azonossdg van BOLYAI észrevétele és D.
H. LEHMER 1936-ban, valamint ERDOS PAL 1949-ben felhasznalt otletei kozott.,
Ha 6sszehasonlitjuk a fenticket LEHMER [84, 353 old.] és ERDOS [40, 623 old.]
dolgozataival, azonnal szembetiinik, hogy &k ugyanazt a gondolatmenetet kove-
tik, amelyet mdr BOLYAI JANOS is alkalmazott vagy 100 évvel ezel6tt.)

Mivel a”~' =1 (mod p)és a?" ! =1 (mod g) — folytatja BOLYAI — léteznek
olyan h és k egész szamok, hogy

aP~1=1 +hp és al~1=1 +kq,
vagyis a (4.3) teljesiilésének a feltétele az, hogy
(4.4) hp +kq =(aP™! — D+ =1)=0(mod pq)

legyen. Ha p osztéja k-nak, g pedig osztéja h-nak, akkor a (4.4) feltétel teljesiil.
Ez, BOLYAI szerint azt jelenti, hogy a (4.3) Osszefiiggés olyan p és g primszi-
mokra igaz, amelyekre
aP~1—1 af=1 -1
e m——— és A —
Pq Pq
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vagy

_ GP =1 @t
(4.5) —— €8 ——— egész szamok.
q P

Az a =2 egyszeru esetben aztdn rendre kiprébdl néhdny, a (4.5)-6s feltétele-
ket kielégit6 primszdmot, s igy eljut a p=11 és ¢ =31 szdmokhoz, vagyis ahhoz
az eredményhez, amelyet a levélben is olvashatunk: 2340 — 1 oszthaté 11.31-
gyel.

Igy fedezte fel BOLYAI JANOS a legkisebb pszeudoprimszdmot. Ha médsze-
rét figyelmesen végigkaovetjiik, azonnal észrevessziik, hogy az ma egy j6l ismert
tankonyvi tétel. Ugyanis a (4.5)-0s feltételek g =2-re igy frhatdak:

2/~ =1 (mod q) és 2771 =1(mod P
vagyis BOLYAI szerint, ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor azokbél a
2091 =1 (mod pq)

kongruencia kovetkezik. Ez pedig pontosan J. H. JEANS (1877-1946) tétele, ame-
lyet szerzGje 1898-ban, évtizedekkel BOLYAI JANOS haldla utdn kozolt [58].

Természetesen sem JEANS 1898-ban, sem LEHMER 1936-ban, sem pedig
ERDOS 1949-ben nem sejtette, hogy gondolataikat valaki mar rég leirta, s azok
Marosvdsdrhelyen a Teleki Tékaban szunnyadnak.

A matematikai tételek jelent6s része, egyes matematikatorténészek szerint
legalabb a fele, nem az igazi folfedez6 nevét viseli. Féleg a miilt szazad utolsé
negyedéig volt ez igy, amikor 1868-t6] megindult az elsé matematikai referdlé
folyéirat, a Fortschritte der Mathematik. A fentiek szerint lathatjuk, hogy ezek
k6zé sorolhaté a JEANS-tétel is. A tételt minden kétséget kizdréan el6szor BOLYAI
JANOS taldlta meg. Folfedezését — mint oly sok mds munkdjat az Appendixen ki-
viil — sajnos nem kozolte. Még apjaval sem. Levelében csak emliti, ,,e/mélet
utdn mentem”, de annak lényegét mér nem frta meg. gy tortént meg, hogy az
egyik szép Bolyai-tétel ma nem BOLYAI JANOsnak, hanem djrafelfedezgjének
nevét viseli. BoLyAInak munkdi megjelentetésére nem volt alkalma. De lehetd-
sége lett volna erre a Bolyai-iratok dtvizsgdldasival megbizott testiiletnek abban
az id6ben, amikor 1869 és 1894 kozott a hagyaték az Akadémia Levéltdraban
porosodott (2.1.§). Ha akkor alaposan dtvizsgaljdk a kéziratokat, bizonydra ra-
bukkannak a fenti ,kincs”-re. Kozlésével pedig mindenképpen megelézték volna
JEANS 1898-as dolgozatdt, s akkor ezt a tételt ma valddi felfedezGjének, BOLYAI
nevével tartand szamon a matematika torténete.



84 4. BOLYAI JANOS SZAMELMELETI VIZSGALODASAI

Mikor irhatta BOLYAI JANOS a fent idézett levelet apjanak? Erre a kérdésre
elsé latdsra nem konnyd vdlaszolni, mivel a levélen nincsen keltezés. Ugy pro-
biltam megallapitani e fontos levél keletkezésének 1d6pontjét, hogy dtolvastam
BoLyYAl FARKAS néhdny levelél s azok tartalmdbol kKovetkeztettem Janos irisi-
nak idGpontjdra, az 1855-6s év mdjus honapjdra. Ugyanis Farkas egyik, 1855.

mdjus 2-dn keletkezett levelében azt kérdezi fidtél: | Lattad-e valahol, hogy ha p
~1
primszam s ¢ nem oszthaté p-vel akkor ap_l_ ==£1(mod p)? Csak annyit iizenj,

hogy littad-é vagy sem, de ne hagyd semmi dolgod félbe™ (1358/1). BOLYAI
FARKAS egy masik levelében, amelyet 1855 piinkosd mdsodnapjan (tehdt 1855.

mdjus 28-dn) irt, ez dll: A 2112_' conversdja demonstratioja jénak latszik, ...~
(1521/1"). Bizonydra nem tévediink, ha Jénos levelét e két levél kozé iktatjuk.
Jegyzetei pedig, amelyekben elméletét kifejti, még azelGtt keletkeztek. Lehet,
hogy még 1842 el6tt, mivel németiil irédtak. Ezt nem dllithatjuk biztosan, de
azt igen, hogy BOLYAI JANOS azt a szimelméleti tételt, amelyik ma J. H. JEANS
nevét viseli, 40-50 évvel publikdldsa elott mar felfedezte.

A kis Fermat-tétel megforditdsdnak cafolisa nagyon sokat foglalkoztatta
BOLYAI JANOSt. Bar idézett levelében hangsiilyozza, hogy ebbél a célbdl ,,persze
elég egyetlen példa is”, a hitrahagyott kéziratokban tijabb ellenpélddkat taldlunk.
Megszerkeszti a

(4.6) 4% =1 (mod 15)

(1265/33, 33Y), az
53 =1(mod 4)
(1193/20") és az érdekes

532
4.7) 22" =1 (mod 232+ 1)

kongruenciat is (1550/1).

Egészen egyszerl példa a (4.6)-os, de nem kis meglepetéssel latjuk viszont
egy D, H. LEHMER iiltal 1927 ben k6zolt dolgozatban [83]. D. H. LEHMER, a nagy
primszdmtablazat |82] elkészitGje koriilbeltil 80 évvel késobb ugyanazt a példat
emliti cikkében a kis Fermat-tétel forditottjdnak megcafoldsara, amelyet BOLYAI
JANOS is megszerkesztett. Nyilvanvalo véletlenr6l van szé, de szdmunkra ez az
egybeesés tobbet jelent egy egyszer( véletlennél.

A (4.7)-es kongruencia bizonyitdsara mar nem alkalmas a fenti ,.elmélet”.
Itt prébilkozasok titjdn nem jutunk eredményhez. Eppen ezért ebben az esetben
BOLYAI is masképpen jart el. Egyszertien kiindul a nyilvanvaléan igaz

232 = 1 (mod 22 +1)
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kongruenciabél, amelynek mindkét oldalat el6szor négyzetre, majd a 226.ik hat-
vinyra emelve konnyedén jut el a (4.7) tsszefiiggéshez. L. EULER (1707-1783)
megmutatta, hogy

(4.8) Fs=22" +1=641.6700417,

vagyis ez egy Osszetett szdm. A (4.7) szerint tehat F5 szdm is egy dlprim.

Hangsiilyozzuk: a matematika torténetében BOLYAI JANOS az els6k kozott
kérdGjelezi meg a kis Fermat-tétel forditottjanak érvényességét. O akkor szer-
keszt tébb ellenpéldat a kis Fermat-tétel forditottjira, amikor a matematikai iro-
dalomban csak elvétve taldlunk ilyen természeti prébdlkozdsokat. BOLYAT ezek-
1ol persze nem tud. A szamelmélet torténetét targyald munkdk, példaul a kitd-
né haromkotetes [37, 1:92] mi, megemlitik, hogy a legkisebb pszeudoprimsza-
mot, a 341-est egy ismeretlen szerz6 mar 1830-ban megtaldlta, F. SARRUS pedig
1820-ban igazolta a 2170 = | (mod 341) kongruencidt, ahonnan mar kévetkezik
a 2340 = (mod 341) osszefiiggés. (SARRUS észrevétele nem keltett kiilonosebb
felttinést. Még L. DIRICHLET szdmdra is ismeretlen volt. O ui. a Crelle-féle fo-
ly6irat 1828-as évfolyamanak 392-es oldaldn egy egyszer(i és elemi bizonyitdsdt
kozli a Fermat-tételnek. A tétel forditottjarél azonban nem tesz emlitést.) Az is-
meretlen szerzd [2] és F. SARRUS [96] dolgozatinak elolvasdsa utdn dllitjuk, hogy
BoOLYAl mds médon okoskodott, mint ezek szerz6i, bar néhdny helyen BOLYAI
gondolataival kozos otletek is felvillannak. Példdul az ismeretien szerzé is azt
kérdezi, hogy milyen feltételek mellett érvényes az

a’™' =1 (mod pq)

kongruencia. BOLYAItG1 eltérGen arra az eredményre jut, hogy ez akkor igaz, ha
a97! =1 (mod pq). aminek feltétele pedig az, hogy g — | kiilonbség p — 1-nek
tobbszorose legyen.

Megjegyezziik, hogy a (4.7)-hez hasonl6, vagyis olyan kongruencidkat, ame-
lyekben az
(4.9) Fe=22 41
alaki dn. Fermat-féle szdmok szerepelnek, csak az 1900-as évek elején megjelent
dolgozatokban taldlunk [30, 31]. Bizonyos tehit, hogy BOLYAI volt az elsd, aki
kimutatta, hogy az Fs egy pszeudoprimszdm.

Nem érdektelen taldn megemliteni, hogy a pszeudoprimszdmok kutatasa csak
1876-ban [91] indul meg és aztdn 1898-ban [58], majd pedig csak szdzadunk
elején folytatédik nagyobb lendiilettel. BOLYAI JANOS egyik kezdeményezdje le-
hetett volna ennek a problémakornek, ha gondolatai — mostoha sorsa miatt — nem
csupén a kéziratokban maradnak meg.



86 4. BOLYAI JANOS SZAMELMELETI VIZSGALODASAI

BOLYAI médszerével természetesen més, az o' =1 (mod n) kongruenci-
at kielégité n Gsszetett szamokat is elGdllithatunk. Eljdrdsa azonban csak akkor
alkalmazhatd, ha az n szdm két primszdam szorzata.

Biztosan meglepSen hangzik az olvasé szamdra, amikor azt dllitjuk, hogy
BoLYAInak szdndékdban dllt modszerének kiterjesztése arra az esetre is amikor
az n szam hdarom primszdm szorzata. Pedig kéziratainak egyik oldaldn (1193/20")
azt a célt tlizi ki magdnak, hogy megtaldlja azokat a feltételeket, amelyek mellett
az

a?? "1 =1(mod pgr)

kongruencia érvényes, ahol p. g, r primszdmok, a pedig egy olyan egész szdam,
amely nem oszthat6 ezek koziil egyikkel sem. A célt ebben az esetben nem si-
keriilt elérnie. Prébalkozdsait a kovetkezd szavakkal fejezi be: ,,... de mdr hd-
rom tényezore meglehetdsen vagy elég bonyolult lesz’. Szinte hihetetlen, hogy
BoLyAInak az a gondolata, miszerint a (4.2) kongruencidban az n szdm hirom
primszdm szorzata legyen, csak nagyon késére jutott masoknak is eszébe. 1907-
ben E. B. ESCOTT [42], majd 1910 és 1912-ben R. D. CARMICHAEL [27, 28]
szerkeszt ilyen kongruencidkat.

BOLYATI kisérlete a JEANS—tétel dltalanositdsanak aldbbi Gtletét sugallja:

Tétel
Legyenek py. pa...., pn primszamok (n > 1), és legyen a egy olyan egész szdm,
amelyik nem oszthato ezek koziil egyikkel sem. Ha

aP1P2Pi—1—1 = | (mod Pn)s

aP1P2Pu=2Pn=1 =1 (mod p,_1).
aP2P3-Pu-1=1 =1 (mod py).
akkor
(4.10) al i "PH_IEI(mOd P1P2. .- Pn)
Bizonyitas
Az
aP PPl = (mod p,)

kongruencidbdl, ha annak mindkét oldaldt a pj-edik hatvanyra emeljiik, az
aP1P2Pn=Pn = | (mod pyp)

adodik, s innen, mivel ' =1 (mod p,), az
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ﬂpi [12...,!?;1"1 =11 (mOd PH)
kovetkezik. Hasonléképpen

a‘;;lm.‘.,ﬂu'] =1(mod p,_1).

aP1P2Pn=l =1 (mod p).

Innen kovetkezik (4.10).

Ezt a tételt az n = 3 esetre alkalmazva konnyen megmutathatjuk, hogy példaul
561=3-11-17 egy Carmichael-szdm, amelyet felfedezGje 1909-ben talalt [27].
Valéban, elemi szamftdsokkal igazolhatjuk, hogy birmely olyan ¢ egész szdmra
amely nem oszthaté a 3, 11 és 17 szdmok egyikével sem

AV 1=10mod 17, &'V l=1(mod3), a'73'=1(mod 11),

s igy
ANl =1 (mod 3-11-17).

Az n =4 esetre hasonlé médon igazolhatjuk, hogy
a!33773457=1 — | (mod 13.37-73-457)

[281.

4.4. A Mersenne-féle szamok

BOLYAI JANOS egy idében arra is gondolt, hogy a primek képletét a 2" — 1 alaki
szdmokban sikeriil majd megtaldlnia. Egy 1855, jul. 11-én kelt hivatalos okmdny
ivén (1509/1) az tiresen maradt részeket tolti ki jegyzeteivel. Itt még azt irja —
hibdsan —, hogy ha p primszdm, akkor a 27 —1 is primszdm, de aztdn kés6bb
apjdhoz kiildott egyik levelében helyreigazitva ezt a tévedést, tobbek k6zott ezt
olvashatjuk: ,,Azt megmutatni, hogy bdarmely 2P — 1 alaki szdm prim mihelyt
p prim, ugyanakkor amikor a 22" 4 1-gyel bajloddm, magam is megkisértettem,
mert amint irataim is megmutatjdk én is abban a sejtelemben voltam, hogy 2P — 1
mindig prim, ha p prim. Ez egy torténeti fontossdgu felfedezése volna a legelsé
olyan fiiggvénynek, mely mindig primet ad. Azonban ez sem valosul meg, mert
példdul 2' —1=2047=23.89...".

Azt, hogy 211 1 &sszetett szdm mdr M. MERSENNE (1588-1648) tudta.
Meglepd, hogy MERSENNE észrevételérdl BOLYAI nem értesiilt, de amint leve-
lében olvashatjuk, végiil 6 egyediil is felismerte azt (1014/1").
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4.5. Fermat karacsonyi tétele

A szamelmélet egyik klasszikus tétele szerint minden 4m + 1 (i € N) alakd prim-
szdam a tagok sorrendjétdl eltekintve egyérielmien felirhaté két egész szdm négy-
zetének Osszegeként.

Példdul 5=22+1%, 73=82+3% 97=92+4% 401=20%+12.

Ezt a nevezetes tételt a matematika torténete P. FERMATnak tulajdonitja,
bar néhdny évvel elbtte A. GIRARD (1595-1632) is megfogalmazta [37]. Mi-
vel FERMAT felfedezését egy 1640, december 25-én kelt levelében kozli bardtja-
val, M. MERSENNE-nel, a tételt szoktik FERMAT karacsonyi tételének is nevezni.
FERMAT az tn. ,descente infinite” vagy ,végtelen leszallds” médszerével bizo-
nyitotta be a tételt [97, 273 old.]. Kés6bb EULER és J. L. LAGRANGE (1736-1843)
is 10bb bizonyitdst taldlt. Bdr napjainkban FERMAT kardcsonyi tételének sokfé-
le bizonyitdsaval rendelkeziink [37, 41, 103], érdekes médon a matematikusok
most is élénken érdeklGdnek irdnta. Az utébbi évtizedekben, s6t években is tébb
olyan publikdcié jelent meg, amelyek szerz6i a tétel egyszerd, elemi és minél
révidebb bizonyitdsdra torekedtek [4, 5, 43, 44, 121, 130].

A 4m+ 1 alakd primszdmok BOLYAIJANOS érdekl&dését is felkeltették. Vizs-
gdléddsainak eredményeképpen t6bb rovid bizonyitdsa sziiletett FERMAT tételére.
Ezt a tételt BOLYAI j6l ismerte a Disquisitiones arithmeticae-b&l. Apja a Teleki
Tékdban megtaldlta és elolvasta EULERnek a Fermat-tételre adott eredeti bizo-
nyitdsat. (EULER dolgozata ma is olvashat6 a Tékdban. Egy 1754-b6l szarma-
z0, Szentpéterviron Kiadott vaskos folygirat 55 oldaldt foglalja el.) Minden bi-
zonnyal hossziinak és bonyolultnak taldlta, s ezért arra biztatta fidt, hogy kisérelje
meg annak egyszeriibb igazoldsit. BOLYAI FARKAS egyik, 1854-ben Jinoshoz irt
levelében (1117/1, 1Y, 2) a kovetkezé tétel bizonyitdsat kozli: ,Ha a, b, ¢ egész

a®+b?
72
egész quadrat”. Levelének elsd oldaldn ezt irja: ,,.Cserébe a 4m + 1 alaki primek
legegyszeriibb bizonyftdsdt virom.” Egy mdsik alkalommal, mér 1855-ben azt is
tudatja Janossal, hogy: ,A 4m + 1 csak a Petersburgi Actakban van a Comment
novi petropolitan Toma V, ditum 1754 s 1755™ (1521/1, 1Y),

szdmok, és is egész szdm, ez vagy két egész quadrdt summdja, vagy

Borval JANOS megfogadta apja tandcesdt s felszdlitisdra egy levélben vila-
szol, amelyben mindossze két oldalon mindjdrt négyféle bizonyitdst is bemutat.
A bizonyitdsokat kiildnboz6 kéziratlapokrdl gy(jthetjiik dssze (495/2"; 800/2, 4;
1332/1, 1%, 2; 1333/1, 1"). Kiilénés médon BOLYAI tébbszor is lejegyezte azokat,
magyarul és németiil is, néhdny helyen szépen letisztdzott, osszefiiggd szdveget
taldlunk. Bizonydra ezek valamelyikét kiildte el apjdnak.
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Ismerkedjiink meg tehdt BOLYAI JANOSnak a Fermat-tételre adott bizonyita-
saival. Fogalmazdsdban igy hangzik a tétel: ,,Hogy barmely pozitiv, 4m + 1 ido-
mu primszdm p két pozitiv négyzetszam Osszvegje, és csak egyként’ (1332/1)
(7. abra).

Latni fogjuk, hogy bizonyitdsaiban BOLYAI a Disquisitiones egyik ,,nagyon
fontos, szép” tételére hivatkozik, amely ,,Két kép is meg van a Disq. Ar-ben’”.
Ennek ellenére 6 is készit még egy tjabb bizonyitédst rd (1190/9).

Elsé bizonyitas
BOLYATI abbdl a tételbdl indul ki, amely szerint ha p egy 4m + 1 alaki primszam,
akkor létezik olyan x egész szam, hogy

2241
P

is egész szdm. Ezt a tételt a Disquisitiones arithmeticae két paragrafusa — a 64-es
¢és a 108-as — is tartalmazza. Ezekre hivatkozik BOLYAIL A fenti tortet

(x+i)x—1)

_T
alakba irva kovetkezik, hogy p-nek létezik 4-1-gyel vagy +i-vel nem egyenld
két olyan komplex egész e és f tényezbje, amelyekre IT'H és gt komplex

egészek. Legyen
e=a+ib, f=c+id,
ahol a, b, ¢, d nullatél kiilonbozs egész szamok. Mivel p=(a+ib)(c+id),
2 ap . bp
a+ib al+b? a2+

is komplex egész.

De a <a®+b*. b <a®+b> Mivel sem a, sem b nem nulla, azért a*>+b> nem
osztdja egyiknek sem, s igy az a® +b* valamely egynél nagyobb tényezsje osz-
téja a p-nek is, ami azt jelenti, hogy az a® +b*-nek és p-nek létezik egynél
nagyobb kézos osztéja. Mivel p prim, ez csak gy lehet, ha osztéja a’ +b*-nek.
Ezért
] 2
a“+b-=np.
: : L PV - SR
Az n kbzos osztdja a-nak és b-nek, ezért —, —, és igy — is racionalis egészek,
n

1 n
ahonnan vagy n= p, vagy n=1 kovetkezik. Mivel az els6 eset nem lehet, ezért

csak n=1 lehetséges. Tehat
a®+b? = p.
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BOLYAI a bizonyitist a kovetkezs szavakkal fejezi be: ,.és igy repedfez), ha-
sad, nyilik a p és sziiletik gyonyori pozitiv iker négyzetszdm, az anya p maga is
éppen azzd vdltozvdn.”

A felbontds egyértelmiiségét a kovetkezGképpen bizonyitja. Tételezziik fel,
hogy p =a’+b’ még mdsképp is felirhatd két egész szdm négyzetének Gsszege-
ként, azaz

p=x>+y*=(x+iy)x —iy)=(a+ib)a—ib).

Mivel x +iy=(u+iv)(r+iz),
a+ib a—ib

- & :
u+iy s o 4
(komplex) egészek. De akkor x —iy=(u —iv)(t —iz), tehdt
p=*+vH(r* +2%).
p prim lévén, ul+vi=1, vagy 1% +2z%=1. Tehdt az elsé esetben vagy u, vagy
v=0, s a masik +1. s hasonléképpen a masodik esetben is. {gy
a+ib | a—ib

; €5 :
X+iy x—iy

egészek. Jeloljiik ezeket r +is és (r —is)-sel. Akkor r2+5%=1, ahonnan x +iy=
=(a+ib) V1 kovetkezik.

Masodik bizonyitds
)

Az els® bizonyftds alapjdn —~ is az. Az a+ib
1

— egész. Akkor nyilvan
] a—i

és a —ib legnagyobb kozds osztéja nem lehet x +/y alaki, mert akkor x —iy
is az volna. Mivel p prim, az a+ib és (a —ib)-nek +1-en és i-n kiviil mas
kozos osztéjuk nem lehet, ezért ezek egymdshoz relativ primek, s fgy szorzatuk,
a® +b?% s osztéja p-nek. De a* +b% > 1, tehit p=a‘2+b2.

Harmadik bizonyitas

A Disquisitiones arithmeticae 2, 4, 9, 108 paragrafusai szerint ha p=4m+ 1

primszdm, akkor létezik g-nél nem nagyobb olyan x egész szam, hogy

=kl
p !
egész. Itt
a3
;2 2 4
q:i +]S pi =£+l
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Ezt az egyenl6tlenséget, mivel p=4m+ 1. még igy is frhatjuk:

1
g =M+—3F : i
4 dm+1

ami azt jelenti, hogy ha p> 1. akkor g <m +1 (g egész szam!). Mivel x241=
=(x+i)x—1), és a két tényezd egyikének sem osztéja 4m + 3 alakd primszam
(konny( bizonyitani, hogy ennek komplex egész osztGja nincs), tehit ilyen alakd
primszdm az x% + 1-nek sem lehet osztdja, ezért ¢ is 4m + 1 alaki. (Itt megjegyzi
BOLYAL hogy ezt a komplex szdmok nélkiil is tudja igazolni.)

Ha most megmutatjuk, hogy ha abbél, hogy a tétel érvényes minden p-nél
kisebb 4m + 1 alaki pozitiv primre, gy az p-re is igaz, és mivel 5=1%+22,
akkor minden ilyen alakd primre igaz. 4 .0+ 1= 12 +0% (161/6).

Legyen p > 5. Az el6bbiek szerint

- 1 +3
qcm+1=p +]=p
-+ 4

< p,

¥ s - - . -
s ha most ¢ =r? +5%, ami feltételiink szerint lehetséges, tgy

B x> 41 = ( Xr+s )2+ (r —Xxs )3

L I Rl U ri+s2/
vagyis p két raciondlis szdm négyzetének osszegével egyenld. Akkor viszont
létezik két olyan pozitiv egész szdm is, amelyek négyzetének Gsszege p. (Ezt

a tulajdonsdgot BOLYAI egy kordbbi napon irt levelében (800/3) bizonyitja be,
megjegyezve, hogy ..itt nagyon derék szolgdlatot tesz.”)

Negyedik bizonyitas

Az els6 bizonyitds szerint p=(a+ib)(c+id). De akkor p=(a—ib)(c—id)-
vel is egyenld, ahonnan p2= P p=(az+b2)(c2+d2) s innen, mivel @ +b* >
>1, 2+d? > 1, p=a®+b*=c? +d? kovetkezik (1333/1Y).

A bizonyitdsokban, azok egyszer(isége és rovidsége mellett, a leginkdbb
szembel(inG, hogy BOLYAI JANOS a komplex egészeket alkalmazza. Azokban
az években ezt természetesnek is tarthatjuk, hisz akkorra GAUSS mar kidolgoz-
la és kozzétette a komplex egészek elméletét. Errl viszont BOLYAI nem tudott.
Amint arrdl a kivetkezG fejezetben meggy&zddhetiink, BOLYATI itt sajat elméletét
haszndlta fel, amit GAUSStOl fiiggetleniil és vele egy id6ben 0 is felfedezett.

Az els6 bizonyitdst BOLYAT a kovetkezd szavakkal zarja: ,,Es hiszem, sot fo-
gadni mernék, hogy BULER is fgy hozta ki, azonban az imagindrius primtan rigo-
rosa tiszta fogalma €s szigorti demonstrdcioja tuddsa nélkil s azeért csodalom is,
hogy ismerhette egy GAUSS a Disq. ar. 218 foil, demonstricionak el. Hihet6leg
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0 sem lévén, kivdlt akkor, az imagindriusokra nézve, tisztiban, csak dbrindozva
velte maganak azon merészségel, az imagindriusokra ott is, mint egyebiitt szok-
tak, kiterjeszteni a redlokrdl igazakac' (800/2) (8. dbra).

Tudjuk, hogy EULER nem igy ,,hozta ki ,,. BOLYAI megjegyzésébdl azt kovet-
keztethetjiik, hogy amikor bizonyitdsait kidolgozta, még nem ismerte EULERnek
a Teleki Tékdban megtaldlhat6 és mdr el6bb emlitett 55 oldalas bizonyitédsit, csak
tudott arrél, hogy azt GAUSS is megemliti a Disquisitionesben. Apja éppen ezért
figyelmezteti 1855-ben, hogy EULER dolgozatat a Petersburgi Actdkban taldlhatja
meg.

A két négyzetszimtétellel BOLYAI FARKAS is probélkozott, de 6 nem a komp-
lex egészek felhaszndlasdval bizonyitott. Errél BOLYAI JANOS kdvetkezd nyilat-
kozatdbél értesiilhetiink: ,,A 2 Ol-tan okdt {bizonyitdsat} V=1 nélkiil mint allitja
BOLYAI FARKAS adhatni, szép volna, ha lehet s nem hibdzta el, szeretném latni”
(895/9).

BoLYAI egy misik érdekes mondata: ,,De van még a GAUSSén és EULERén
kiviil egy negyedik demonstraciom is a szdamtanban mindentlitt dthato . .. kul-
csom dltal. mely azonban tébbol dll, minthogy itt most egy levélben megirhat-
nam™ (1331/1).

Az altalunk negyediknek feltlintetett rovid bizonyitist BOLYAI nem szdmoz-
ta meg. Azt igen apré betiikkel irva beszoritotta hdrom sor kozé (1333/1") (9.
abra). Csak nemrég sikeriilt kibetiizni a sorok koziil ezt a valéban ,.egy mon-
datos” bizonyitdst. Nem tévediink, amikor azt dllitjuk, hogy BOLYAInak ebben a
bizonyitisban alkalmazott elegancidjit napjainkban sem szarnyalta til senki.

Ismét csak kovetkeztetni tudunk arra, hogy melyik idészakban tortént a
BOLYAI FARKAS és Jdnos kozotti levélviltds. Sajnos BOLYAI JANOS csak igen
ritkdn irt keltezést a leveleire, de néha ezt BOLYAI FARKAS is elmulasztotta. Ez-
uttal azonban megbizhaté timpontjaink vannak, amelyek segitségével megalla-
pithatjuk az frasok keletkezésének évét, ezzel is pontositva P. STACKEL egyik,
szerintiink hibds datumit. O ugyanis azt sejteti egy helyen [106, 1:96], mintha
Farkas 1842-ben szdlitotta volna fel fidt arra, hogy készitse el a 4m +1 alakd
primszamok két négyzet dsszegére val6 felbontdsinak legegyszeribb bizonyita-
sdt. Az igazsag az, hogy erre jéval késébb, az 1850-es évek kozepe tdjan keriilt
sor. Bar a mdr fentebb idézett és ezt a felszdlitast tartalmazd levélen (1117/1,
1Y, 2) sincs keltezés, de BOLYAI FARKAS utolsé mondatdbél: ,.Ennyi minden b
fellegzés alatt is egy szomort jelentést kelle irnom B. KEMENY PALNE kérésé-
re ..." egyértelmiien kovetkeztethetiink irdsa keletkezésének évére, az 1854-es
esztenddre. Tudjuk, Farkas gyakran elvallalta, hogy masokrdl halotti bicsiztatét
készitsen. Nos ez tortént most is. KEMENY PAL malomfalvi foldbirtokos haldla-
kor (1854. dprilis 15.) felesége kérésére irt BOLYAI FARKAS nekrolégot. A baré
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életét és munkdssdgat méltaté beszéd szovegét KONCZ JOZSEF is kozli a kollégi-
um torténetérdl irt konyvében [79].

Azon a levélen (1521/1, 17), amelyben BOLYAI FARKAS kozli fidval, hogy
+A 4m +1 csak a Petersburgi Actdkban van™ ez dll: 1855 piinkdsd mésodnapjdn.
Janos bizonyitdsainak leirdsat e két levél keletkezésének idSpontjai kozé kell he-
lyezniink. Eligaziténk BOLYAInak az EULER bizonyitdsara val6 utaldsa (,,fogadni
mernék, hogy EULER is igy hozta ki). Segitségiinkre van még egy, a Fermat-
tétellel kapesolatos vizsgdléddsokkal egy idSben késziilt oldal is (800/3), amelyre
a harmadik bizonyitds végén hivatkoztunk. Ez BOLYAI JANOSnak azt az allitasat
tartalmazza, amely szerint mar szinte egy negyedszdzada (1831 elso fele) ,.nagy
kényelemmel és gyonyorrel” €l a komplex szimokndl alkalmazott ij jeléléseivel.

Kovetkezésképpen BOLYAI JANOS szimelméleti eredményeinek egy része az
1854-55-0s években vagy azel6tt keletkezett. Leveleit a FERMAT kardcsonyi té-
telérél, de a kis Fermat-tételével kapesolatos kutatdsairdl is ebben az idGszakban
frta apjanak.

A 4m+1 alakd primszdmokra vonatkozd tételeket BOLYAT meghokkentéen
elemi eszkozokkel bizonyitotta be. 140 évvel ezel6tti gondolatait szdimos mai
tankényvben is megtaldlhatjuk. FERMAT kardcsonyi tételének bizonyitasandl a
legtobb szerzG napjainkban is a ,,szép” xi=—1 (mod p) tételbd] indul ki.

A matematika torténete irdnt érdekldd6 olvasé joggal kérdezheti, mennyire
voltak ujak, eredetick BOLYAI JANOS gondolatai. A FERMAT kardcsonyi tételé-
nek sokféle bizonyitasa kozott, amint arr6l L. E. DICKSON (1874-1954) beszamol
[37]. létezik néhany olyan is, amelyekben a szerz6k komplex szamokat alkalmaz-
nak. Az elsd, aki a komplex egészek segitségével bizonyitotta Fermat-tételét, G.
EISENSTEIN volt 1844-ben [38], majd nem sokkal utdna, 1848-ban P, L. WANTZEL
(1814-1848) alkalmaz komplex egészeket két egész szim négyzetének 6sszegé-
vel kapcsolatos szdmelméleti tétel bizonyitasdndl [125].

BOLYAI JANOS ezekrSl a munkdkrdl semmit sem tudott, Attanulmanyozva
az emlitett dolgozatokat, azonnal megdliapithatjuk, hogy BoLyai gondolatme-
nete teljesen eltérd az EISENSTEIN és a WANTZEL dltal kovetett ttt6l. Erdekes,
hogy a Fermat-tétel bizonyitdsara mar a milt szdzadban néhédny olyan dolgozat
is megjelent, amelyekben a szerzOk az x2=—1 (mod p) kongruenciabdl indul-
tak ki, akdrcsak BOLYAI de azzal a kiilonbséggel, hogy a folytatdsban mar nem
a komplex egészeket alkalmazzdk. [gy példdul 1848-ban két ilyen cikk is nap-
vilagot ldtott J. A. SERRET (1819-1885) [37] és C. HERMITE (1822-1901) [57]
tollab6l. Mindkét szerzd a tortek lanctortbe fejtése segitségével bizonyitja a tételt.
HERMITE dolgozata rovidségével tlinik ki. Mindossze egy oldal. BOLYAI JANOS
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haldla utdn joval késobb, 1886-ban R. LIPSCHITZ (1832-1903) is a fenti kongru-
enciaval kezdi dolgozatat. O a folytatasban is a komplex egészeket felhaszndlva
bizonyitja be Fermat tételét, de masképpen, mint BOLYAI [86].

Biztosan dllithatjuk tehdt, hogy BOLYAI JANOS bizonyitdsai eredetick, akar
mds munkdi. Nem ismerte az emlitett dolgozatok egyikét sem, egyediil, 6ndlloan
érte el eredményeit.

4.6. A Fermat-féle szamok

Az
Fp=2""+1

alaki szamokat (ahol n természetes sziam) Fermat-féle sziamoknak nevezziik,
amelyeknek a torténete ugyancsak érdekes €s hosszi. FERMAT szildrdan hitt ab-
ban, hogy az Osszes ilyen tipusd szdm prim, noha 6 csak az Fp=3, F) =5,
Fa=17, F3 =257 és Fy=065637-et szdmitotta ki. Sejtése akkor d6lt meg, amikor
CHR. GOLDBACH felsz6litasdra EULER 1732-ben megmutatta, hogy a kovetkezd
Fermat-féle szim

F5=0641-6700417,
azaz nem primszam. Valdszind, hogy a torténet ezzel be is fejez&dott volna, ha
a Fermat-féle szdmok nem tlinnek fel a szabdlyos sokszdgek korzével és vo-
nalzoval torténd szerkeszthetoségénél. A szamelmélészek a muilt szdzadban és
szazadunk elején sok faradsigos munkdt végeztek, hogy tjabb Fermat-féle prim-
szamokat taldljanak. Ma is folytatjdk a szamitdsokat, de most mar elektronikus
szamitogépekkel. Eddig az eredmény negativ. Nem taldltak djabb Fermat-féle
primszdamot, €s sok matematikus most mér afelé hajlik, hogy taldn nincs is beld-
liik t6bb.

BOLYAI JANOS képzeletét is megragadtik a Fermat-féle szimok. Kézirdsos
hagyatékdnak szdmos lapjan. kis céduldjan, néha mds természet(i szovegek kozé
beszirva olyan hosszabb, rovidebb jegyzeteket taldlunk, amelyekben Fermat-féle
szamok bukkannak fel. Természetesen Gt is az a kérdés nyugtalanitotta, hogy az
Fy, alakd szamok primek-e vagy sem?

Edesapjahoz irt egyik levelében két helyen is utal a Fermat-féle szamokkal
valé kapcsolatara:

3. A numerus perfectus {tokéletes szamok} valamint a 22"+ 1 -re nézti el6b-
bi demonstraciom is egyébardnt jo és szep . ..

4. Azt megmutatni, hogy barmely 2V — | idomu szam prim mihelyt p prim,

ugyanakkor, mikor a (22m +1)-gyel bajloddm, éppen magam is megkisértettem,



98 4, BOLYAI JANOS SZAMELMELETI VIZSGALODASAI

mert valoban, mint irataim is mutatjik, magam is azon seftelmemben valék, hogy
gy 2P — 1 mindig prim, ...”" (1014/1).

Ezen a levélen sincs keltezés, megirdsdnak id6pontjdra mégis megbizhatéan
kovetkeztethetiink abbdl a megjegyzésébdl, amely szerint egy idében azt sejtette,
hogy a 27 — | alakd szdmok primek, ha p primszdm. Ezt a feltételezést még egy
1855. jilius 11-én kelt okmdny iiresen maradt részein is hangoztatja (1509/1).
Késdbb felismerte, hogy 21 | Gsszetett szdm (4.4.§), amit idézett levelében
BOLYAI FARKASsal is kozolt. Levele tehdt 1855 kozepe utdn irédott.

A levél szovegébol és az 1509/1 oldalon taldlhato foljegyzésekbdl arra kovet-

keztethetnénk, hogy BOLYAI a 22" 41 szdmokkal 1855 kozepe tdjdn vagy még
azel6tt ,,bajlodotr”. Szintén az 1855-0s esztenddre utal a Marosvasdrhelyt 1855.
marcius 20-dan kelt kis cédulidn — BoLYAI Kapitdny Kontéjdra — a sorok kozé irt

5
megjegyzés-toredék: EULER dltal ismert 22 +1=23241=..." (1127/1). Egy
1841. februdr 2. utdn késziilt frason is (759/12") taldlunk olyan prébélkozdso-

kat, amelyek a 235 +1 ésa 226 + 1 szdmokhoz kotGdnek. Megjegyzi, hogy az
Fs-r6] EULER mutatta ki, hogy osszetett szdm, de hozzdteszi: ncki (EULERnck)
ehhez nem volt dltaldnos kulesa. A Fermat-féle szdmok tehat mar elég korin,
Domaldon ¢!) felmeriiltek a kisérleteiben.

Pl

Alaposan szemiigyre véve BOLYAIJANOS jegyzeteit, kiilondsen a ,,jo és szép
bizonyitds megtaldlidsianak reménye sarkallt. Sajnos ez nem valt valéra, viszont
sikeriilt BoLYAInak a Fermat-féle szdmok primfelbontasidhoz kapesolédé gondo-
latait, probalkozdsait felfedni.

Kezdjiik eldszor BOLYAInak a Fermat-féle szamokhoz f(iz6d6 néhdany meg-
jegyzésével. A primszamok képletének eddigi hidbavalé keresésérdl valo fejte-
getéseit ezzel zarja: ,,... a 22" 4 1-re nézve is FERMAT elsietve, hirtelenkedve,
oncsalédva dllitvdn .. .” (1199/3%), hogy minden m-re primszam. Ismételten frja,
hogy Fs-r6l EULER bizonyitotta be, hogy nem prim (1214/31"). T6bb alkalom-
mal kijelenti, hogy célja a Fermat-féle szimok (de mdsoknak is) primtényezGs
felbontésa: ., U] egyszert, egyenes, kénnytf mod barmely szdmnak minden fakto-
rdt megadni oda szdmldlva I-et és majd a szamot is” (1097/1, egy 1848. oktéber
7-i képviseldhdzi hatdrozat hétlapjdn). A 22" +1 alakd szdmokat legkittingbb
szdmoknak nevezi, s a 2°2+1,2% 4 1-et sajat, médszerével tényezdkre szeretné
bontani (1193/16").

Azt a merész feladatot is kitizi sajit magdnak, hogy megkeresse a neveze-
tes 22" +1 szdmok Bsszes primtényezdit, valahdnyszor ezek a szamok Osszetett
szdmok (745/5", 1048/3). Lényegében ugyanezt a szandékat fejezi ki, amikor azt
mondja: ,,e/ kell dénteni, hogy % R primek vagy nem” (1021/1).
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A tovibbiakban vegyiik rendre BOLYAI JANOSnak a Fermat-féle szdmokkal
kapcsolatos észrevételeit. Bar végiil is nem sikeriilt neki még az Fg tényezbit sem
megtaldlnia, prébalkozdsait — igy vélem — ennek ellenére érdemes feljegyezniink.

Ezzel a nehéz feladattal kapcsolatos leginkdbb figyelemre mélté megéllapi-
tdsa BoLYAlInak. hogy ..A 22" 11 alakd szimok mindig bn — 1 alakuak, kévet-
kezésképpen sohasem oszthatoak 3-mal’ (1048/3). Az dllitdst a kovetkezGkép-
pen bizonyitja: Mivel 22"~ 4 1=(2+1)(...) kovetkezik rendre, hogy 22"~ +
+1=3n, 22"V =3, — 1,22 =60 —2, vagyis 2-nek minden pdros hatvdnya

k :
6n —2 alakd. Akkor 22" +1, azaz 2% +1 viszont 6n—1 alakd (1550/1). Itt
m,n=> 1,k >0 természetes szamok.

Két masik idevigd észrevétele BoLyAmnak: mivel barmely n természetes
szdmra 22" =1 (mod 3), kovetkezik, hogy 2% =1(mod 3) (1021/1, 762/12).
Tovdbbd, mivel ha m >2 természetes szdm a 2" +1 tényezdi 4k +1 alakiak
(1193/24) s tudva azt, hogy minden 4k + | alaku primszdm két egész szam négy-
zetének Osszegeként dllithaté eld. irhatjuk, hogy

22::1 +1 :(P2+q2)(},2+32)
(1214/25).

Végiil az 1048/3 oldalon megpillanthatjuk mint egy gondolatsor kivetkez-

ményét (a gondolatsor viszont nem taldlhatd), hogy

L

e

+1=x y,

ahol természetesen m > 5.

Az elmondottakbél ldthatjuk, hogy BOLYAI JANOS sokat prébdlkozott a
Fermat-féle szdmok primfelbontasival. Sajnos ezek a kisérletek nem vezettek
eredményre, de mutatjak, hogy 6 nem riadt vissza a nehéz problémaktél, tobb-
sz0r visszatért a megoldasukhoz.

Az 1732-es évtdl, amikor is EULER kimutatta, hogy az Fs Osszetett szdm,
szinte 150 évnek kellett eltelnie, amig 1880-ban a 82 éves F. LANDRAYnek sok
havi kisérletezés utan sikeriilt tényez&kre bontania az Fg-ot [37, 1:376-377]. Le-
het, hogy ez alatt a masfélsziz év alatt még mds is probdlkozott ezzel a fela-
dattal (E. LUCAS azt dllitja, 1883-ban, hogy 6 mdr LANDRAY el6tt megtaldlta az
Fg tényezdit [37, 1:377]). A matematika torténete azonban masokrél nem tud.
Kéziratainak tandsdga szerint tehit BOLYAI JANOS egy olyan problémaval is fog-
lalkozott, amelyre haldla utdn csak 20 évvel sikeriilt pontos vélaszt adni.

Erdekes, hogy a Fermat-féle szdmokra vonatkozd jegyzeteinek nagy része
német nyelvi. Lehetséges, hogy az erre vonatkozo kisérleteit mar az 1840-es
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évek elején elkezdte. Ezt a foltevést az 1841-ben Domaldon késziilt foljegyzések
is igazoljak (759/12").

4.7. Wilson tétele

WILSON tétele azt mondja ki, hogy ha p egy primszim, akkor (p—1)!=
=—1(mod p), vagyis (p—1)!+1 oszthaté p-vel. A tételt E. WARING publi-
kilta, de beismeri, hogy azt elGszor JOHN WILSON (1741-1793) fogalmazta meg
bizonyitds nélkiil. WILSON tételét elGszor LAGRANGE bizonyitotta be 1771-ben.
Ugyancsak LAGRANGE bizonyitotta be a WILSON tétel forditottjat is: ha n osztja
(n—1)!+1-et, akkor n primszam [37, 1:52-63].

Ezek szerint a (p— 1)l =—1(mod p) Osszefiiggés jellemzi a primszamokat,
vagyis pontosan akkor igaz, ha a p szam prim. Ebben 4ll a tétel elméleti fon-
tossdga. Segitségével eldonthetjiik, hogy egy p egész szam prim-¢ vagy nem.
Alkalmazdsa azonban gyakorlatilag szinte lehetetlen, mert a (p-1)!+1 igen nagy
szdm, ha p nagy.

WILSON tételével természetesen foglalkozik GAUSS is a Disquisitiones
arithmeticae-ben. A 76-0s §-ban megemliti, hogy azt LAGRANGE, majd késébb
EULER is bebizonyitotta, a 72.§-ban pedig bemutatja sajit bizonyitdsat is.

A Wilson-tétellel BOLYAI JANOS kéziratainak tobb lapjdn taldlkozunk. A té-
telt nyilvinvaléan a Disquisitionesben olvasta s feltfinhetett neki, hogy GAUSS
nem beszél annak forditottjar6l. Ez kiilonben a mai olvasé szamara is kiilonos-
nek latszik, mert a Disquisitiones megjelenése eldtt mar ketten is elintézték ezt a
kérdést. Amint mar emlitettiik, LAGRANGE, majd 1788-ban GENTY is [37, 1:64].
flgy latszik, ez elkeriilte GAUSS figyelmét, s igy a BoLYAIak (akik szamelméleti
ismereteiket f6képpen GAUSS munkdjdbdl szerezték) sem tudtak arrél, hogy mér
létezik a Wilson-tétel forditottjinak a bizonyitdsa is. Erdekes, hogy L. DIRICH-
LET sem beszél a tétel forditottjardl a (4.3.§)-ban mar emlitett Crelle-folydirat
1828-as szamaban kozolt dolgozatdban. DIRICHLET ebben a késébb sokat idézett
cikkében kozos rorrdsbdl vezeti le a kis Fermat- és a Wilson-tételt [37, 1:66].

BOLYAI JANOS szdmdra, akit t6bb nagy szdm prim vagy osszetett volta ér-
dekelt s aki — amint mar tudjuk — a primszdmok képletét is kereste (,,bdrmely
megadott torvény szerinti szimsornak — irja ezzel kapesolatban az 538/1 oldalon
is — ... altalanos vagy m hely cimi ize {tagja} m dltal geberiil {algebrailag) kite-
hetd, de hdt az eldszamokat??? {primszamokat} (Valoban) ezt, ennek is igy létét
sejtem.”) fontos volt a tétel forditottja is. Ezt sikeriilt elérnie, de a Wilson-tétel
nem bizonyult a primszamok egy ,.excellent és nagyon kényelmes™ kritériumd-
nak, mint amilyent a kis Fermat-tételtl is remélt.
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A Wilson-tétel ,,conversdjinak™ bebizonyitisival apja is megprébilkozott.
BoLYAT FARKAS 1853, november 15-én kelt levelében ezt irja: ,,Hogyha p prim-
szdm, s a minden naldndl kisebb szamok faktuma {szorzata} f, akkor f + 1 oszlik
p-vel, ez meg van tobb helyt mutatva: de a conversdjat {forditottjdt} sehol se ldt-
tam megmutatva; GAUSS merGben hallgat ezen conversarél. Hanem t6bben értik
gy, de megmutatds nélkiil. J61 meg kell nézni, megvan-€ az irdsban mind a két
fele mutatva: nalam van valami azon esetre, ha ott nem volna; de mivel kénnyi
hibdzni, még jobban atnézem™ [11, 272 old.].

BOLYAI FARKAS itt bevallja, hogy mar kisérletezett a Wilson-tétel forditottja-
nak a bebizonyitisaval, de még nem egészen biztos annak helyességében. Ugyan-
akkor Jdnos tébb helyen (1193/16Y, 1265/40, 1396/1, 895/9") is fr arrél, hogy
apja a tétel forditottjdt bebizonyitotta. Az 1193/16" oldalon féljegyzi, hogy az
woly szép és fontos Wilson-tétel fordftottjdt apam és én is bebizonyitottuk.” A
895/9Y oldalon ezt irja apjarol: ,,A Wilson-tan forditottjinak is szigort, bdr is
nem rovid okdt {bizonyitdsat} adta.”

Annak ellenére, hogy a Disquisitiones arithmeticae-ben megtaldlta a Wilson-
tétel bizonyitdsit, BOLYAI elkésziti a sajatjdat is (1214/14") és legaldbb hd-
rom helyen leirja a tétel ,,forditvanydnak” is a bizonyitdsdt (1021/2", 1214/14",
1265/40).

Miel6tt ezt a bizonyitdst bemutatndnk, lejegyezziik BOLYAInak az egyik kéz-
iratlapon taldlhaté par mondatat:

A Wilson-tétel igy is irhaté:

(p—1!+1
P
ahol ¢ egész szam. A g legkisebb értékei, ha p=2,3.5,7,11,13,17, ... ezek:
1.1.5.103, 329891, 36 846 277, és még egy érték p=17-re (ezt nem szamitja ki
BOLYAI). Ezutdn megjegyzi, hogy ezek koziil a szdmok koziil az utolsé hdarmat,
aztdn a 222 4 1=, 2°% 41 és a GAUSS 4ltal vizsgdlt két szamot a 97 ..., 4 ... ... -
et (csak igy!) a sajdt modszerével tényezore fogja bontani (1 193/16Y).

=q vagy (p—D!+1=pgq.

A kovetkez6kben — mai jeloléseinket és elnevezéseinket haszndlva — ismer-
tetjiik BOLYAI JANOSnak a Wilson-tétel forditottjdra adott bizonyitasat:

Legyen
(p—D!l=—1(mod p).

Tételezziik fel, hogy p nem prim és, hogy e a p szdm egy primosztdja, azaz
p=e p;. Wilson-tétele szerint

(e—1)!=—1(mod e).
De akkor
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(p—1)!=—1(mod e)

—1)!
ahonnan (e—1)!=(p—1)!(mod ¢), azaz 1= ((p ]))1 (mod ¢). Mivel e < p,
= 3
(p=D! ey . y :
e =0(mod e), ami nyilvian csak dgy lehet, ha e= p, tehdt p-nek nincs
&= .

mads osztoja 1-en és p-n Kiviil, ami azt jelenti, hogy p primszdm (1021/2Y).
Megjegyezziik, hogy az 1214/14" oldalon taldlhaté bizonyitasok az 1843-as
év utdn keletkeztek.

4.8. Bolyai Janos biivis négyzete

Elhiszi a Kedves Olvasé, hogy BOLYAIJANOS biivis négyzetet (ami olyan termé-
szetes szaimokkal képezett négyzetes matrix, amelynek minden sordban, minden
oszlopdban és mindkét atldjdban 1év6 szimok Osszege ugyanaz) is szerkesztett?
Pedig fgy van. Egy nyugodt percében & is elszérakozott a szamokkal. Jatékos
kedvében lehetett, de az is meglehet, hogy nagyon komolyan vette ezt a jitékot.

BOLYAI JANOS dltaldnosan, bet(ikkel szerkeszti meg a blivés négyzetét. Ha
a betlik helyébe kiilonb6z6 értékeket helyettesitiink, vigydzva arra, hogy mindig
természetes szamokat kapjunk, mds-mas felépitési blivos négyzetekhez jutunk.
BOLYAI JANOS b{ivis négyzete:

X y 3b—x—y
4b-2x-y b 2x+y-2b
X+y—b 2b—y 2b—x

Ugy tiinik, hogy az a néhdny sor, amelyet a biivis négyzetet tartalmazé kéz-
iratlapra (372/4) (10. abra) irt BOLYAL csak a befejezését alkotja egyik gondo-
latdnak. Erre utal a

6x+3(y+2)=4a
egyenlGség, ahol nem tudjuk, hogy mit jeldl a z és a beti, tovdbb4 az, hogy az
els6 mondat 1gy kezdddik: ,.S6t ha ...". BOLYAI legtébb tj gondolatdt NB-vel
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{nota bene} kezdi. Nem sikeriilt megtaldlni az irds feltételezett kezdetét, pedig
ez minden bizonnyal hasznos lenne annak megdllapitdsdhoz, hogy milyen méd-
szerrel alkotta meg BOLYATI a biivis négyzetét.

Rovid {rasanak végén BoOLYAT felszdlit arra, hogy dltaldnositsuk az 4lta-
la készitett 3 x 3-as bilivis négyzetet, tetszéleges n x n-es négyzetre: ,,Ldsd’s
flirkészd-ki okdt dltaljan bdr-hany = 0 mezékre osztott O nél az egy-poti
{szdmtani szorzat}, néha egy-pdri {mértani sorozat} vagy zenei {harmonikus
sorozat) sorokboli ...”

4.9. Néhiany mas természetii szamelméleti feladat

Ebben a paragrafusban még felsorolunk réviden néhdny olyan szamelméleti
problémit, amelyek elvétve fel-felbukkannak a hagyaték lapjain. A bizonyitd-
sokat most nem részletezzik.

a) BOLYAI egyik foljegyzésén (1509/1Y) a kovetkezd kijelentés bizonyitdsat
taldljuk: ha @ és b egymishoz relatiy prim szdmok, akkor 24 —1 és 22 —1 is
relativ prim szdmok. A kijelentés forditottjat nem emliti BOLYAL Amint tudjuk,
az is igaz.

b) Nyilatkozik BOLYAT a kiilonb6z3 szdmrendszerekrdl is. {gy érvel a kettes
szdmrendszer hasznossdga mellett: .,... eré kiméleséert s egyszeriiségért inkdabb
a kettds szam irasmodot kellene bévenni . .." (486/1).

¢) BOLYAL JANOS is megfigyelte, hogy a primszdmok rendkiviil szabédlytala-
nul fordulnak el6 a természetes szdmok sorozatdban, Erdekelte azok sfirtisége
(1396/1), vagyis a szomszédos primek kozotti hézagok nagysiga. Azt javasol-
ja. hogy: .Meg kell kissé vizsgdini a foszam-tarokbol {primszamtibldzatok} a
legmagasabbakat. hogy koriilbe mily kézok- vagy ugrds- vagy kiilség vagy kiily
vagy viltozasokkal mennek. ndnek? N& a kiilség is, vagy csak véges marad? Az
utobbi esetben van remény a kitehetéshez: ... (538/1).

Valészinti BOLYAI nem ismerte a CSERNAK LAJOS dltal a hollandiai De-
venterben 1811-ben kiadott torzsszdm-tdblazatot. Ez a nagyon preciz munka
1020000-ig tartalmazta a primszamokat. Kordban a matematikusok kdrében is-
mert volt, még GAUSS is elismerden irt réla.

d) Egy keltezés nélkiili levél hatan (1015/17) tomdren ennyi all: 4272943
edi szdm {primszdm}. Ez a szdm valdban torzsszam [82, 122 old.]. Kiilon ko-
szonjiik SHARON L. DRUGAN-nak, aki Kiss LEVENTE kozbenjdrasara volt szives
elkiildeni a Madisonban (Wisconsin — USA) 6rzott The First Six Million Prime
Numbers mikrofilm 241. oldaldnak fényképét, amely szintén magdban foglalja
ezt a szamot. Honnan tudhatta BOLYAIL hogy ez a szdm primszdm?
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¢) T6bb helyen olvashatunk még a szdmelmélet korébe tartozé kérdésekrdl
(els6fokid diofantikus egyenletekrél, a Pell-féle egyenletekrdl, az eratoszthenészi
szitdrdl, a tokéletes szamokrdl stb.), amelyeket most nem részleteziink.

Ugy gondoljuk, hogy az el6z6ekben bemutatott eredmények alapjdn kijelent-
hetjiik, hogy BOLYAIJANOS nemcsak foglalkozott a szamelmélettel, hanem olyan
felfedezésekkel is gazdagitotta azt, amelyekre mds matematikusok csak utdna,
évtizedek milva gondoltak. Igaz, hogy ezek az djdonsdgok nem vdltak ismert-
té, s igy nem is lehettek hatdssal a szdmelmélet fejlédésére. Pedig ha alkalma
lett volna ezeket publikdlnia kiilonb6z6 folydiratokban vagy kényvekben, bizo-
nydra jotékony befolydst gyakoroltak volna mind a magyar, mind a nemzetkozi
szamelméleti kutatdsokra.

BoLYATI irdsai ugyanakkor ellentmondanak annak az dltaldnosan elterjedt vé-
leménynek, amely szerint & mindig mély geometriai szemléletére tdimaszkodott,
eredményei €s eredeti gondolatai is mindig geometriai tartalmiak [1, 149 old.].
Szimelméleti frisainak feltdrdsdval legaldbb most, utélag beldtjuk, hogy BOLYAIt
kora matematikdjanak minden dga érdekelte, sokoldald, eredeti tudés volt.

Eddig tigy tudtuk [110, 244 és 296 old.], hogy a magyar matematika a muilt
szazad utolsé negyedéig nem tud felmutatni emlitésre mélté szamelméleti ered-
ményeket. Az els6 szdmelméleti feladatokkal foglalkozé dolgozatokat KONIG
GYULA, RADOS GUSZTAV, BAUER MIHALY kozoltek. VALYI GYULA nagy ér-
deme, hogy a mult szdzadban a Magyarorszigon elhanyagolt matematikai disz-
ciplindnak, a szdmelméletnek lelkes hiveket toborzott.

Ha szdmba vessziik BOLYAI JANOSnak fentebbi eredményeit, akkor a ma-
gyarorszdgi szamelméleti kutatdsok kezdetét mintegy fél évszdzaddal el&bbre
kell helyezniink. Ezek valéjaban a két BOLYAT tevékenységével kezdGdtek meg
Magyarorszagon. A kéziratok tandsdga szerint BOLYAI FARKASt is érdekelték
a szamelméleti kérdések. Nemcsak biztatta fidt kiilonb6z6 szamelméleti felada-
tok megolddsdra, de & is probdlkozott ezekkel (4.7.§), ha nem is olyan sikere-
sen, mint Jdnos. A két BOLYAI szdmelméleti kutatdsai azonban eddig nem valtak
kozkincesé. Még a jébardthoz, GAUSShoz sem jutottak el. Kettejiikkon kiviil senki
mis nem tudott ezekrdl, immadr 140 éve. A Teleki Téka polcain hevertek nap-
jainkig. Feltarva azokat elmondhatjuk, hogy az elsé magyar matematikus, aki a
szamelmélet terén jelentds eredményeket ért el: BOLYAI JANOS.

Valahdnyszor BOLYAI JANOS életére emlékeziink vagy munkdssdgdrél sz6-
lunk, mindegyre felmeriil apja, BOLYAT FARKAS neve is. [rasunk eddigi részé-
ben is dllandéan tapasztaltuk, hogy ez a két név szorosan osszefonédik. Valé-
ban lehet-e BOLYAI FARKASra emlékezni anélkiil, hogy Jinosra, a fiira ne gon-
dolndnk, és frhatunk-e Jdnosrdl gy, hogy kézben az apirél megfeledkeziink?
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Vérségi koteléken til a nehéz tuddssors is egymashoz lancolta 6ket, meg a két
évezredes probléma, amelynek megolddsdn faradoztak. ,,Ezt a két embert — irja
NEMETH LASZLO — nemcsak példatlan heves apa-fiti viszony s az azonos és egy-
madsra utalé foglalkozds kapesolta 6ssze, hanem egy és ugyanaz a probléma, az
emberi agyban felmeriiltek kozt tin a legmegdtbbent&bb, megolddsdban a leg-
csoddlatosabb”, IdGvel taldn szertefoszlanak a kettejiik viszonydt mindenképpen
bedrnyékolni szdndékozdk torekvései. Mert sajnos életiik jelentéktelen esemé-
nyeibdl az utékor j6 néhdny kutatéja dramai szinezeti t6két kovicsolt. Szeren-
csére van, aki jol ismerve egész tevékenységiiket, megérti kapesolatukat s mély-
rehatéan tudja elemezni azt. Val6sdggal feliiditenek VEKERDI LASZLO szavai: ,,A
két BOLYAI — apa és fiti — nem holmi provincidlis nyomorba siillyedt s kinjukban
egymdst tépG szerencsétlenek: alakjuk és sorsuk — gyonyor( levelekkel doku-
mentdlt harménidjaban — az eurépai gondolkozds fédramdba tartozik, szervesen
és kitéphetetleniil. Kihagydsuk az eurépai szellem egész torténetét kdrositja és
hamisitja meg, ..." [123, 301 old.].
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A primtan

5.1. A Bolyai-kutatas egyik fehér foltja

A XIX. szdzad els6 felében a komplex szdmok elméletének tisztizdsa a tudo-
many egyik kozponti kérdése volt, amelynek megval6sitisdhoz a legnagyobb
hatdssal GAUSS munkdi jdrultak hozzd. A paraleldk mellett taldn éppen a kép-
zetes mennyiségek kortli titokzatossdg volt az a probléma, amely mind a két
BOLYAIt a legtobbet foglalkoztatta. Levelezésiikben gyakran folmertilt a komp-
lex szamok témaja. Janosnak és Farkasnak is megvolt a maga elmélete, amely
sok tekintetben hasonlitott egymdshoz, és amelyrdl id6nként még szakmai vitdik
is timadtak. ..... némely 1drgvban ezelétt mindketten szerfolott sokképpen lévén
elfoglalva, elég értekezhetés {megbesz€lés} hidnya miatt nem egészen egyeztiink
meg, érdemlettiil, rendkiviil és éppen kiilonésén nagyon tisztelt Atydm . .." — irja
BOLYAI JANOS (646/1).

Alig néhdny évvel BOLYAI JANOS haldla utdn a Bolyaiak tigyének faradha-
tatlan elSharcosa, SCHMIDT FERENC temesvdri, majd budapesti épitész eldszor
ismerteti vilagnyelven a két Bolyai életrajzi adatait [100]. E cikk 228. oldaldn
SCHMIDT megemliti, hogy BOLYAI JANOS foglalkozott a komplex szdmok el-
méletével. 1899-ben pedig PAUL STACKEL BOLYAI JANOS hétrahagyott frdsaibdl
kozzéteszi a Responsiot [104] és mas olyan jegyzeteket, amelyekben BOLYAI a
képzetes szamokrdl ir, majd [106] konyvének II. kotetében is részletesen szol
ezekrél a munkdkrél [106:2, 239-249]. SCHMIDT FERENC és féképpen PAUL
STACKEL frasainak koszénhetSen tehdt mar régéta tudunk BOLYAI JANOSnak a
komplex szdmok korében végzett mélyrehaté vizsgalatairél.
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Azonban sem STACKEL, de az eddig megjelent egyetlen méds Bolyai-
monogréfia szerzbje sem emliti, hogy BOLYAI JANOSt a komplex szdmok preciz
értelmezése, szerkeszthetGsége €s geometriai rendszerében feltirulo szerepiikon
kiviil, azok aritmetikaja is érdekelte. Pedig kéziratainak szétszort lapjai azt is el-
aruljdk, hogy ez a komplex szamokkal kapcsolatban felmeriil6 érdekes probléma
is igen élénken foglalkoztatta 6t. Szinte hihetetlen, hogy BOLYAInak a komp-
lex szamok oszthatésigahoz fliz6d6 eredményei eddig nem valtak ismertté. A
kovetkezokben a Bolyai-kutatdsnak ezt a fehér foltjdt szeretnénk eltiintetni.

5.2. Gauss és a komplex egészek

A Z[i]:={a+bi|a, b € Z) halmazt, vagyis az olyan a + bi alakd komplex szamok
halmazdt, ahol a és b egész szdmok, a komplex egészek vagy Gauss-egészek
halmazdnak nevezziik. Ez a halmaz, a modern algebra terminoldgidjdt hasznal-
va, a komplex szamok Osszeaddsdra €s szorzdsdra nézve egy euklidészi gyfriit
alkot. Ebben a gyfirtiben kiépithetd a raciondlis szdmelmélet analogonja, vagyis
a Gauss-egészek Z[i] gytrtjében is beszélhetiink az oszthatésdg, a maradékos
osztds, a legnagyobb kozos oszto, a primekrdl és mas fogalmakrol, éppen tgy,
mint a raciondlis egészek Z gyirtjében [56, 97, 98, 102, 120].

A komplex egészek oszthatésdgdanak elméletét GAUSS alapozta meg €s
fejlesztette ki. Tiszteletére nevezziik a komplex egészeket gyakran Gauss-
egészeknek. O kozolte eldszor a komplex egész, komplex prim stb. fogalma-
kat. A Gauss-egészek korében is igazolta a szamelmélet alaptételének megfelels-
jét, €s olyan kongruencidkat targyalt, amelyekben komplex szamok szerepelnek.
Munkdjdval a Disquisitiones arithmeticae-ben foglaltakat kiterjesztette a komp-
lex egészekre is. Uj primszam-elmélet keletkezett, amelyben példéul a 3 mint
komplex szdm is primszdm, de ha az 5-6t komplex egésznek tekintjiik, akkor az
mar nem primszam, ui. példaul 5=(1+2i)(1 —2i). Ez az 1j komplex szamel-
mélet az aritmetika sok homdlyos pontjat tisztdzta, igyhogy példaul a négyzetes
reciprocitds tétele egyszertibb lett, mint egész szdmok esetén [107].

GAUSS kutatdsairdl a Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio se-
cunda cimmel tartott két elGaddsban szamolt be Gottingenben a Kirdlyi Tudds
Tarsasdg tilésén 1831. dprilis 15-én és 23-an. El6adasainak tartalmadt a [49] és
[48] dolgozatokban publikdlta. Mindkét el6adas 1825-ben és 1828-ban a négyze-
tes maradékokrol mar megjelent dolgozatainak folytatdsa volt. A komplex egé-
szek elméletének részletes kifejtését az elsS (dpr.15-1) elGaddst ismertet6 [49] dol-
gozatban taldljuk meg, mig a méasodik (dpr. 23-i) el6adds szévege [48] rovidebb,
s ebben GAUSS — amellett, hogy a 632-638 oldalakon sajét szavaival ,kifejti a
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képzetes mennyiségekre vonatkozd nézeteit” [101, 108-113 old.] — csupédn em-
Iékeztet néhany, a komplex egészekkel kapcsolatos fogalomra. Ez természetes,
hisz egy héttel kordbban ezekr6l mdr részletesen szolt. Most csak megismét-
li a komplex egész, a komplex prim, az tsszetett komplex egész értelmezését.
Megemliti, hogy a komplex egészek korében is megtaliljuk egy a+bi (a,beZ)
komplex szdmra mint modulusra vonatkoz6 teljes maradékrendszer, az tn. legki-
sebb és legkisebb abszolit maradékok rendszere fogalménak Z-beli analogonjait
[97]. Kijelenti, hogy az a +bi modulusra vonatkozé teljes maradékrendszer a’ +
+b* elembdl 4ll, s végiil minden szdmitdst mell6zve megjegyzi, hogy példaul az
1 +2i modulusra vonatkozdé legkisebb abszolit teljes maradékrendszer az 1, i,
—1, —i szamokbdl 4ll.

Elgondolkoztatd, hogy a misodik [48] eldadds 1831-ben, mig az elsd [49]
csak egy év milva, 1832-ben jelent meg nyomtatdsban. Mindenesetre jegyezziik
meg ezeket az adatokat, mert aldbbi fejtegetéseink soran tébbszor széba kertilnek.

Mindkét elGadds szovege természetesen megtaldlhaté a GAUSS Osszes miiveit
tartalmazd kotetekben [50], az elsG el6adds szovegét még az [51]-ben is fellel-
hetjiik. A kivetkezokben inkdbb ezekre a munkdkra hivatkozunk, mert a [48] és
[49] nehezebben hozzdférhetbek.

5.3. A komplex egészek aritmetikaja
Bolyai kézirataiban

A komplex egészek aritmetikdjat GAUSStO] fliggetleniil és koriilbeliil vele egy-
id6ben BOLYAT JANOS is kidolgozta. Lehet. hogy ez a kijelentés tdl merésznek
tiinik, de bizunk abban, hogy a kovetkezdkben kell§ érveléssel sikeriil azt alata-
masztani, s igy a kételkeds olvasot is meggy6zni.

Bér probélkozasair6l BOLYAI nem készitett Osszefiiggé dolgozatot, mint
GAUSS, de kéziratainak kiilonboz$ oldalairdl Osszegyiijtve a targgyal kapesolatos
foljegyzéseit, megdllapithatjuk, hogy a komplex egészek oszthatésigdnak min-
den alapvetd problémdjaval foglalkozott 6 is. Rendszerezve ezeket az irdsokat
vildgosan kirajzolédnak egy egységes elmélet korvonalai.

Elméletét BOLYAI JANOS ,primtan”-nak, ritkdbban jimagindrius szdm-
elmeélet”- nek (1134/1) nevezi.

Mindenekel6tt azt szeretnénk tisztdzni, vajon mikor kezdte meg BOLYAI JA-
NOS a komplex szdmokat vizsgdlni. Ha megkérdezziik magdt a zsenidlis matema-
tikust, az 6 vilasza erre a kérdésre egészen egyértelm(. Apjanak irt egyik levelé-
ben (740/1) mintha tudatosan erre a kérdésre vilaszolna: ,.... az imagindriusok
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tandt a maga helyén kerestem és meg is kaptam szerencsésen még 1831-ben.”
Vagy .,Az imagindrius mennyiségek tandt — irja — kis hijan negyed €vszdazaddal
ezeldtt, amikor az én igen fontos Tér Tudomdnyommal foglalkoztam, mar kigon-
doltan” (587/1). Meggy&zoek a kbvetkezo sorok is, amelyeket 1850 utdn iktatott
a Responsio 9. paragrafusdba: ,.Igaz, hogy én éppen ezekben a vizsgilatokban,
mikor e tdrggyal majdnem egy negyed szdzaddal ezelott foglalkoztam redjuiot-
tam a képzeteseknek igaz elméletére és ezt bovitettem, meg probdra tettem” [ 106,
2:246].

Vallomdsai alapjén tehét dllithatjuk, hogy BOLYAI JANOS sajdt elméletét mar
az 1830-az évek elején, s6t még azelbtt is, az Appendix megjelenése elstti évek-
ben (lisd ..... amikor az én igen fontos Tér Tudomdnyommal foglalkoztam'™)
tisztan latta. Ismételten ezt igazolja az

(ac +bd be—ad

E F—
cc+dd cc+dd ) (Rl

egyenlGség (ahol megjegyzése szerint + 1 =+/—1), amelyet egy, az 1825-6s esz-
tendGre kinyomtatott djévi jokivansagokat tartalmazé papirlapon pillanthatunk
meg latin szovegbe dgyazva (1546/1). S hogy BOLYAI ebben az idében az ima-
gindriusok tanin nemecsak a komplex szamok dltaldnos elméletét érti, hanem
ugyanakkor a komplex egészek oszthatésdgara is gondol, azt a kovetkez6, mon-
danivalénk szempontjabol kiilondsen fontos, németil irt foljegyzése is eldrul-
ja: ,Kezdettdl fogva éreztem annak sziikséget, hogy az imagindrius szdmokat a
szamelméletbe is fel kell venni, vagyis ezekre is ki kell terjeszteni, s az Ghajtott
siker érdekében mar régota némely fontos vizsgdlatot alkalmaztam. Nagy 6rom-
mel, meglepve olvastam a Géttingeni tudomdnyos értesitoben ugyanezt a nézetet.
Eszrevettem, hogy GAUSS sem tudott megszabadulni ettdl, és hogy & ebben a te-
kintetben mar nagyon nagy haladdst tett. Mindazondltal az & nézete a komplex
szamok alapfogalmarol amit 0 olyan magasra tart (amint levelében édesapim-
nak is megirta: < ... >, akdr az emlitett Gott. értesitobol is kivilaglik) meg
mindig nem vildgos, egyszerd s dltaldban nem eléggé dthatd, kimeritd. .. En
ezzel a tdrggyal is mar korilbeliil negyed évszdzada teljesen tisztiban vagyok.
A maga részérél a Tentamen Is sziikségesnek ismerte el tekintetben venni az
imagindrius. . .” (982/8").

BOLYAI JANOS idézett jegyzete az 1850-es évekbdl valé. Egy olyan nyomtat-
vdny hdtlapjdra irta, amelynek els6 oldaldr6l az 185... év olvashaté le. Foljegy-
zésében GAUSS [48] cikkére utal, a zdrdjelben eléfordulé hidrom pont — <« ...
> — pedig GAUSSnak BOLYAI FARKAShoz 1832, mircius 6-dn irt levelét [101,
108-113 old.] idézi.
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GAUSS [48] dolgozatdhoz Jdnos csak 1833 utdn juthatott hozza. Ugyanis ez
1833-ban még nem volt Marosvdsdrhelyen, mert a Tentamen mdsodik kétetének
elészavaban (1833-ban jelent meg) még ezt trja BOLYAL FARKAS: ,addig kell
tanftvanyaimnak elGadnom {a komplex szamokat}, mig amaz meg nem jelen”
[106, 1:33]. Majd 1835. dprilis 20-dn koszoni meg GAUSSnak ,,az imagindriu-
sokrdl sz0l6 értesitést” {nem hirdetést” [20, 186 old.]!} hozzdtéve, hogy ..Az
imagindriusok késon jottek, az én régi elgondoldsom rég ki volt nyomva ...”.
Miasrészt tudjuk azt is, hogy BOLYAI JANOS csak 1833 nyardn érkezett haza vég-
leg Marosvisarhelyre.

Idézziik a Tentamen eldszavdb6l még a kovetkezd részt is: ,Midén pedig a
liszta képzeteseknek csakis sajdt meggy6zGdésem szerint értelmet tulajdonitani
probdltam, ..., még nem ismerkedtem a gottingai nagy férfiinak (a Gottinger
gelehrte Anzeigenben) mdr régebben kiadott képzetes mennyiségek alapvonala-
ival és egy idoben ezeknek tdrgyaldsdra vonatkozé panaszaval.” [10]. GAUSS
valéban panaszkodik [48, 632 old.], hogy még sokan nem bardtkoztak meg az
imagindrius mennyiségek természetével és egyes matematikusoknak ezekrdl ha-
mis elképzeléseik vannak.

Mair az eddig idézett sorokbdl is kiolvashatjuk, hogy BOLYAI JANOS éndll6an,
Gausstdl fliggetleniil és a Gott. gel. Anzeigen olvasésa el6tt kidolgozta elméle-
tét a komplex szdmokrél. De t6bb mds foljegyzésében is félreérthetetleniil utal
erre. Egy apjdnak irt igen bizakodé hangd levelében (800/1") beszél a készii-
|6 primtanrél. Nyiltan kimondja elméletének céljat: ,,... a késziilé primtannak —
irja — bdarmely, tehdt a Disquisitiones arithmeticaenek is birmely theorémajit pro-
certo {bizonyosan} megmutathatni, problémdjdt resolvdlhatni és igy erre nézve,
az egész Disquisitiones arithmeticae-t zsebre tehemni . ..". Ugyanebben a levél-
ben olvashatjuk: ,,A primek kirekesztd formuldjdnak is mdr nincs kételyem, hogy
még pedig rovid iddn, sikeriilnie kell, még pedig bdrmi idomiiak legyenek”, Nyil-
vanvalé utalds arra, hogy nemcsak a raciondlis egész primek, hanem a komplex
primek képletének megtaldldsaban is reménykedik ekkor. Ismét a Disquisitiones
arithmeticae-re célozva jegyzi meg: ,,Az imagindriusokat is belefoglalva, mirél
mar GAUSS megint még csak nem is szol ,,. Késtbbi irasaibél még két helyrdl
idéziink. A 800/3 lap egyik oldaljegyzetében kijelenti: ..... a primek dltalam
régota az imagindriusokra is kiterjesztett elemi tulajdonsdgaibol . ..”, 1853-ban
[106, 1:256] pedig ezt irja: ,,A szerz6 ... mint a képzetes €s valos mennyiségek
egész elméletének fopontjaihoz mdr sok évvel ezeldtt, mads alkalommal eljutott,

Fentebb mdr rimutattunk arra, hogy GAUSS két dolgozatban, a [48] és [49]-
ben kozolte elméletét 1831-ben és 1832-ben. A rendelkezésiinkre dllé6 adatok,
mint példdul GAUSS—BOLYAI FARKAS levelezése [101], BOLYAI JANOS kéziratos
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hagyatéka, a konyvtdrainkban fellelhet6 mult szazadi folyéiratok tanulmanyozédsa
nyomadn allithatjuk, hogy BOLYAI csak GAUSS masodik elGadasdnak tartalmat is-
merte, azt, amelyik 1831-ben latott napvilagot a Gottingische gelehrte Anzeigen-
ben. Erre az irdsra maga GAUSS hivta fel BOLYAI FARKAS figyelmét a nevezetes
(... ha fiadat dicsérem, akkor magamat dicsérem . ..) 1832, madrcius 6-4n ,,régi
felejthetetlen baratjdhoz” intézett levelében: ,.... egyik kis dolgozatomban ...
taldlhatod néhany oldalon kifejtve a képzetes mennyiségekre vonatkozé nézete-
imnek lényegét is ... nem nehéz megszerezni ...”" [101, 102 old.]. A folyéirat
valamikor 1833 €s 1835 (madr idéztiik: ,az imagindriusok késén jottek™ — frja
Farkas 1835. dprilis 20-dn) kozott eljutott Marosvdsdarhelyre (ma is megtekint-
heté a Teleki Tékdban), de nincs meg a Commentationes soc. reg. sc. Gotting.
recentiores 1832-es szama (A Teleki Tékaban az 1811-es évfolyammal szakad
meg a sorozat, a kolozsvari konyvtirakban egyetlen példdnya sem taldlhaté). Igy
aztdn GAUSSnak éppen az a dolgozata hidnyzott és hidnyzik ma is Marosvisdrhe-
lyen, amely elsG elGadasat ismerteti s amely a komplex egészek oszthatésdgdval
kapcsolatos legfontosabb problémdkat tartalmazza ([49], ill. [50]).

Ezért nem ismerhette BOLYAI JANOS teljes egészében a gaussi elméletet. Le-
het ez az egyik oka annak is, hogy nem tartja kielégitonek GAUSS munkajat, tébb
birdlé megjegyzést fiiz hozza a fenti idézetben és a Responsidban is ,,nem sértve
e kitiiné ferfit megilletd tiszteletet”. Elég kiilonds s nehezen megmagyardzhato,
hogy GAUSS miért csak a [48] irdsdrol értesiti BOLYAI FARKASt, amelyben a 632—
638 oldalakon kifejtett nézeteinek ,.lényegén” a komplex szdmok abrdzoldsaval
kapesolatos problémdkat érti, de a komplex aritmetika elméletének részletes ki-
fejtésérdl, vagyis a [49] dolgozatban foglaltakrél a késébbiek sordn még csak
emlitést sem tesz soha.

Nem tudjuk GAUSS hallgatasanak okat, pedig BOLYAI FARKAS tobbszor siir-
gette, hogy kiildje el neki a képzetes mennyiségekrdl késziilt részletes munkdjat.
Mivel kérését GAUSS nem teljesitette, 1848, jan. 18-dn mir fgy panaszkodik:
wHosszan vdrtam imagindrius-teoridd kifejtésére, és mar felhagytam minden re-
ménnyel. Csak néhiny héttel ezel6tt olvastam egy kis magyarhoni munkdban,
hogy megjelent MULLER Archiv der Mathematikja I. kotetének 4. fiizetében, de
semmi egyéb nem dll réla. Addig soha nem hallottam MULLER Archivjdrdl (pe-
nitus toto divisi orbe vagyunk), tegnapel6it frtam Kolozsvarra, hiatha valakit6l
megkaphatndm™ [101, 129 old.], (3.1.§).

GAUSS mdr dprilisban it BOLYAI FARKASnak és gondosan vélaszol az el6z6
levélben feltett kérdéseire. Csak a komplex szamokrél nem ir egy szot sem.

Mindezek alapjdn elhihetjiik, hogy BOLYAI JANOSnak még 1848-ban, s amint
a fent idézett, az 1850-es évekbdl valé sorok is (982/8") tanusitjak, azutin sem
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lehetett tudomasa GAUSS munkdjanak fontosabbik részérél. Kiilénben kéziratos
hagyatékanak egyetlen lapjan sem fedezhetjlik fel annak nyomat, hogy 6 olvas-
ta volna a Commentationes folydirat valamelyik szamit. Pedig irasaiban vala-
hdnyszor egy madr ismert tételt vagy mas ismert eredményt felhaszndlt, azoknak
forrasiat mindig feltiintette. Jegyzeteiben sokszor hivatkozik, az oldalszdmokat,
paragrafusokat is megjelolve EULER, LAGRANGE, VEGA, GAUSS, BOLYAI FAR-
KAS és masok miveire. ,.... amit olyast mar masutt lattam — irja egy az 1850-as
évek kozepérdl szarmazo foljegyzésén — vagy mashonnan tudok ide folvéve, bei-
gazitva, mindig meg lesz emlitve: de minek tomege nem sokra menyen, alig teszi
ki az egésznek ...” (587/1).

Kovetkezésképpen eredetinek kell minGsiteniink az dltala megalkotott prim-
tant. Természetesen az irdsbeli kozlés els6bbsége GAUSSt illeti, ugyanakkor a
felfedezés ondllésdga BOLYAIJANOStO! sem vitathaté el. Annak az olvasénak pe-
dig, aki még mindig fenntartassal fogadja az eddigi érveket, tigy érezziik, eléggé
meggy6zo lesz BOLYAI és GAUSS munkdinak Gsszehasonlitdsa.

A targyilagossag kedvéért azonban meg kell mondanunk, hogy BOLYAI elmé-
lete nem olyan kimerit6, részletes, mint a GAUSS dolgozatdban foglaltak. Jegyze-
teiben nem talaljuk meg t6bb olyan fogalom értelmezését, amelyet viszont GAUSS
megad, és a matematikusok azéta is haszndlnak. Igy példdul nem definidlja az
wasszocidlt elem”, egy komplex szam , konjugdltjanak™ és ,normdjdnak™ a fogal-
mat. Szdmitdsaib6l azonban vildgosan kiolvashatjuk egy komplex egész normaja
multiplikativ tulajdonsdganak a bebizonyftasat (1190/19) és alkalmazdsait, vala-
mint azt a tételt, amely szerint ha az @ komplex egész osztja a 8 komplex egészet,
akkor az @ normdja is osztja B normdjat (800/2). Ugyanakkor megfigyelhetjiik
azt is, hogy bizonyitdsai kiilonboznek a GAUSS altal alkalmazott eljarasoktdl.

5.4. Bolyai komplex szamokkal kapcsolatos elmélete

Mieldtt rdtériink a BOLYAT JANOS dltal elért eredmények ismertetésére, meg kell
emliteniink a komplex szamokrél irt dolgozatat, a Responsiot. Ebben az érte-
kezésben BOLYAI a komplex szdamok aritmetikdjdval nem foglalkozik, bar az
elmondottak szerint a Responsio megirdsa idején ennek is birtokdban volt. A
lipcsei Jablonowski Tarsasdg pdlydzati Kifrdsdban arra vart feleletet, vajon a
geometridban el6fordulé komplex mennyiségek szerkeszthetSek-e? BOLYAI te-
hat nem tarthatta sziikségesnek, hogy dolgozatiban primtanardl is beszamoljon.

Erdemes felfigyelniink BOLYAI FARKAS egyik 1844 kériil irt levelére, amely-
ben kiaddsi terveirél tdjékoztatja Jinost és kozremiikodésre szdlitja fel: ,,... hat-
ha Magad koltségén, az enyimnek végére az imagindriumok theoridjat ... oda
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tennéd?” [17, 394 old.]. Ebb6l a mondatbél nem deriil ki, hogy Farkas a Res-
ponsidra gondolt-e — amelyet Janos id6kozben visszakért Lipcsébdl és 1842-ben
visszakapott — vagy a primtanra. Tény, hogy BOLYAI 1844-ben komolyan fon-
tolgatta, hogy .haladék nélkil” kiadjon egy ,.kis terjedelmii munkdt”. Tervét Do-
méldrdl frta meg apjdnak (7.2.§). Itt olvashatjuk azt is, hogy a komplexekrdl ,.té-
kélyes és teljes tanomat is nemsokdra szdandékozom kézre-bocsdtani” (445/4Y).
Farkas valésziniileg ezutan kindlja fel fidnak a kozremiikddést. Nem ismerjiik
Jdnos vilaszdt, de ha megfogadja apja tandcsat, az Appendix mellett még életé-
ben megjelenhetett volna nyomtatdsban mésodik munkdja is. Igaz, ez is esupin
egy .fliggelék™ lett volna. Hogy BOLYAI valéban tervezte egy munka kiadd-
sdt a komplex mennyiségekr6l, azt mds alkalommal is megerdsiti: ,,... az ed-
digelé célszeriitlen, illetlen, siiletlen, helytelen, idétlentl tigy nevezett <képzelt
nyik> {képzetes mennyiség}-réli tokélyes tanomatr is egyébardnt egyebiitt kizre-
bocsdtani szdndokls ...”" (399/3Y). Nem Kkedvelte a ,képzelt” kifejezés hasz-
ndlatit sem LOBACSEVSZKI) geometridjdnak, sem a komplex szamok megne-
vezésénél. Miutdn megidllapitja, hogy az , Euklid-ellenes iirtan {nemeuklidészi
geometria) LOBACSEVSZKUnél képzelt tirtan” hozzateszi: ,ni utobbi never azon-
ban tigy nem helyeselhetem, szerethetem, kedvelhetem, ..., fogadhatom el, mint
a + nyiknek képzeli-nyik nevér” (1188/1") — s ezt azzal indokolja meg, hogy a
w1 és =1 becseinek ... éppen ligy lényt lehet és kell megfeleltetni”, mint a
pozitiv és negativ mennyiségeknek (445/4Y),

Késébb — 1846-ban — Janos azt tandcsolja apjanak, hogy a komplex szamok
terén végzett kutatdsairdl kérjék ki ,.mds elismert derék beldtdsu s itéletid s jo
1zIést tandszok itéletét (példdaul egy GAUSSé)”. (739/1). De aztan végiil is nem
fordultak GAUSShoz. Mit is vdlaszolhatott volna akkor GAUSS? Bizonydra sem
Farkasnak, sem Jinosnak nem lett volna éréme benne.

Most pedig vizsgdljuk meg BOLYAI JANOsnak a komplex egészek korében
végzett munkadjat.

1. BOLYAI JANOS kutatdsaiban a primszdmok — akdr a raciondlis egész, akar
a komplex primek — végig kdzponti helyet foglaltak el. frasainak szdmos lapjan
felbukkannak a primszamokra vonatkozo jegyzetei. Néha csupdn egy-egy rovid
megjegyzést vet papirra, maskor hosszabban értekezik réluk. A téma nem hagyja
nyugton, mindig vissza-visszatér ra.

A primszdmok megnevezésében is megnyilvanul BOLYAI JANOSnak a pon-
tossdgra, szabatossagra valo torekvése. Mivel vizsgdldddsai sordn ezek kiillonbo-
z6 tipusaival taldlkozott, érzi, hogy nem elég, ha mindegyiket egyszer{ien csak
primnek nevezi. Arra tirekedett, hogy elnevezésiikkel is vildgosan megkiilonboz-
tesse egymdstdl a primszdmokat aszerint, hogy azok a racionilis egészek, vagy
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a komplex egészek gyiirjében, vagy egy idében mind a két gyf(irtiben is primek.
Itt is szokdsa szerint (j, egyéni elnevezéseket alkot, néha ugyanarra a fogalomra
tobbet is.

A raciondlis egész primeket, azaz a £2, £3, 5, &7, ...szamokat legtébb-
szor foszamoknak nevezi, de el6fordulnak még az eldszdamok, a szitkebb értelem-
ben vett primszdamok és edi-szdmok elnevezések is (németiil Haupt Zahl-nak, de
a 4m+1 alaki primeket megkiilonboztetésiil a tobbiektdl Haupt-Primzahl-nak
mondja). Azokat a szdmokat, amelyek a komplex egészek gy(riijében primek,
mint példdul az 1+4, 1+4+2i,2 -3, 6 —i, ...szdmok (6kélyes primeknek, azokat
pedig, amelyek mind a raciondlis egészek, mind a komplex egészek gy(r(jében
is primek, mint példdul a 3, 7, 11, ... (a 4m+3 alakd primszdmok) szdmok,
abszoliit primeknek nevezi.

Megemlitjiik még, hogy azokat az a +bi komplex szamokat, ahol sem a, sem
b nem nulla egész szamok, elegyes vagy sokszor vegyes szdmoknak, ha pedig a
vagy b nulla, akkor tiszta szimoknak nevezi.

BOLYAI JANOS kéziratainak kiilonboz8 lapjairél kiolvashatjuk, hogy a komp-
lex egészek gyfirjében vildgosan felismerte a primeket. Akdrcsak GAUsS [51,
543 old.]. 6 is megdllapitja, hogy a komplex primek:

a)az 1 +i, | —i, =1+i, —1 —i szdmok (1265/40),

b) a 4m+3 alaki raciondlis primszdmok (1446/10"),

c) a4m+ 1 alaki raciondlis primszdmok komplex tényezdi (1466/10 és 10Y).

Biar BOLYAI nem hangsilyozza kiilon, de egy komplex prim asszocidltjait
is mindig tudatosan primeknek tekinti. Nem értelmezi, mint GAUSS, egy elem
asszocidlt elemének a fogalmat, viszont kijelenti (1265/40 és 495/2"), hogy ha
z € Z[i] prim, akkor nyolc osztdja van: %1, i, £z, +iz.

Vizsgdljuk meg rendre, hogy mit mond ezekrél a szamokrél BOLYAI JANOS?

a) Azt, hogy az 1+i, 1 —i, —1+i, —1 —i szdmok ,,t6kélyes primek” az
1265/40 oldalon egyszeriien csak felsorolja BOLYAI a 621/1 oldalon pedig meg-
jegyzi, hogy 2=(1+i)(1—i), de 1+i5()-( ). amivel félreérthetetlendl jelzi,
hogy 1+i nem irhaté fel két komplex egész szorzataként. Allftdsdt nem indokol-
ja. Valésziniileg ezt az egyébként nyilvdnvalé tényt nem tartotta sziikségesnek
még kiilon bizonyitani is.

b) A 4m+3 alaki raciondlis primszdmokr6l BOLYAT JANOS tébb médon is
bebizonyitja, hogy ..abszolit primek™ (vagyis mint komplex szdmok is primek).

fgy példdul egyik bizonyitdsa: .Ha a p primszdm 4m + 3 alaki. akkor p =1% 4+
+u® nem lehetséges, mert ha t és u egyszerre pdros vagy pdratlan, akkor négyze-
teik 6sszege paros lenne, ami nem primszam. ha pedig t €s u koziil egyik paros. a
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madsik pdratlan szam, akkor ezek négyzeteinek dsszege 4m + | alaki szam lenne.
Tehit p abszolit prin” (1190/9).

Pontosan ezt a gondolatmenetet olvashatjuk mai tankonyveinkben is [103,
313 old.].

Egy masik bizonyitas: ,,Egy 4m + 3 alaku valos primszam soha sem osztha-
t6 egy p+qi alaku szimmal. Ha masképp volna, akkor annak p — qi-vel, azaz
ezek szorzatival vagyis p2 +q2-te;' is oszthatonak kellene lennie ami csak ak-
kor lehetséges ha maga 4m+3= p2 -f-qf2 lenne. Ez viszont lehetetlen, mert csak
dm+1=p?+g77. (1129/1Y).

¢) Azt, hogy a 4m + 1 alaki raciondlis primek két konjugdlt Gauss-prim szor-
zatdara bomlanak, BOLYAI JANOS egy kis céduldn (1446/10) a kovetkez&képpen
fogalmazza meg: ,«a+bi idomi {alakd} tokélyes gyok primszamok persze van-
nak: milyek a (4m + 1) primszamok faktorai {tényezG6i}”. Aztin megmutatja, hogy
ha p=(a+ib)(c+id), akkor p:az +b%=¢?+d?, ahonnan a+ib=c—id kdvet-
kezik (1436/2), vagyis ha a sziikebb értelemben vett p primszdm két komplex
egész szorzata, akkor azok egymdsnak konjugdltjai kell legyenek. Ezutdn bebi-
zonyitja, hogy ha p=(m +ni)(m — ni), akkor m +ni prim. Tételezziik fel, hogy
az m+ni komplex egésznek van egy +1, =4i-t8] kiilonbdz6 r +si komplex egész
osztéja. Akkor, mivel

m+ni

r+si
2 2
m=+n " % .
. i1s egész. Mivel itt

komplex egész, kovetkezik, hogy az —
P s & 2452 plis?

X 2 5 2 2 3 X ’
re+s-#1, ezért r~+s*=p, ami azt jelenti, hogy

m4ni m—ni

=(a+BiYa—pi)=a+p2=1,

r+si r—si

m+ni

vagyis ==+1 vagy &i, ahonnan m==r, n==4s vagy m=x=%s, n==4r Ko-

+ i
vetkezik, azaz i +ni prim (1431/1"). Tulajdonképpen BOLYAI itt azt mutatja
ki, hogy az m +ni komplex egésznek az asszocidltjain kiviil mds osztéja nincs,
amennyiben p =m> +n* prim.

A 4m + 1 alaki raciondlis primeknek ezt a tulajdonsdgat BOLYAI kapcsolatba
hozza FERMAT két négyzetszam tételével is. Ezt irja: ,Minden 4m+1 alakii p
primszdm két imagindrius primszam szorzata, mivel minden ilyen szam Két egész
szdm négyzetének Osszege’ (1389/21, 1333/1").

Ugyanezzel a kérdéssel még tobb, mds oldalon is taldlkozunk (1190/1,
1232/3, 37, 1348/4Y, 594/2").
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2. BoLyAI JANOs foglalkozik a komplex egészek egyértelm( primfelbonta-
saval. i

Nem értelmezi ugyan a komplex szam normdjinak a fogalmat — amit
GAUSSnil a BOLYAL dltal nem ismert dolgozatban megtalalunk —, de azért anél-
kiil, hogy megnevezné, mindig alkalmazza, amikor sziiksége van rd. A bizonyi-
tasai ezdltal néha nehézkesebbé, hosszabbd vidlnak a kelleténél.

Az egyértelmi primfelbontédsrél sz6l6 tételt az 1407/3Y és 1431/1 oldalakrél
olvashatjuk ki: ,,Minden a+bi alaki szim (a tényezok sorrendjétol eltekintve)
egyértelmien felbonthato véges szdmu primek szorzatdra”.

A bizonyitds érdekében elGszor megmutatja, hogy minden a +bi komplex
egész szdamot legalibb egy komplex primszdm oszt. Tételezziik fel, hogy az
a +bi-nek osztdja a t6le kiillonb6zd ¢ +di szam, vagyis

a+bi
c+di

. 3 gl

a—bi . i . ) ac+ b
- is egész, ahonnan koévetkezik, hogy T

c—di = +d=

komplex egész. Akkor
egész.

_ , o) o) o) ) a3 o
Nyilvan nem lehet ¢ +d? > a®+b?, sem ¢* +d* =a* +b*. Ennélfogva

g 7 o) )
¢ +d°<a-+b-.

Ha most c¢+di egy primszam, akkor allitdsunk igaz. Ha nem, akkor éppen
gy, mint eldbb, 1étezik egy e+ fi komplex egész, amely osztéja c +di-nek, és

%+ _)"2 <of =,

Ezt az eljdrast addig folytatjuk, amig egy p+gqi primszamot kapunk. Termé-
szetesen megjegyzi, hogy az

2 2 2 5 i) 2
a“+b - >c"+d">e"+ "> ...

sorozat véges (1431/1Y), tovabbd azt is, hogy ,az a+bi-nek elegy-osztdja
{komplex-oszt6ja} csak az a’+b* real {egész) c*+d* idomii osztojanak (ha
¢.d #0) decompositiojibél eredhet: mi az elobbi szerint csak egyként eshetveén,
vildgos, hogy az imagindrokat admittdlva is barmely szimnak csak véges szamu
mérdje {tényezGje) lehet . .. tehdt ... barmely szamot a rendre nem tekintve csak
egyként ... ugyanazon primekre szaggathatni {tényezdkre bontani}. Es a leg->
kdz-osztoja barmely, tehdt elegyes szdmnak Is megtalaltatik primekre szaggatds
dleal’ (800/2, 1333/1Y).
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Itt arra is gondol BOLYAIL hogy a komplex sziamok esetén a ..legnagyobb
kozds oszidjd” helyett mds elnevezést kellene bevezetni, mivel @ >, < nek az
elegyeseknél per se {persze} nem lévén értelme”.

3. BOLYAI JANOS tobb alkalommal kijelenti és szdmelméleti tételeinek bizo-
nyitdsaindl alkalmazza a kévetkezd tételt: ha az a komplex egész osztja a (b+
+di)(b—di) szorzatot, akkor a-nak van két olyan e és f tényezdje, hogy e osz-
t6ja b+di-nek, [ pedig b —di-nek.

WMidr sziikséges és tudom is azon theorémdt az imagindrokra is kiterjeszteni
—irja a 495/1" oldalon —, miszerint. ha egy a szdm két szam faktumat {szorzatét}
osztja, mint itt a (b+di)(b—di)-t. gy van a-nak oly két factora e, I, melyek
koziil az egyik az el6bbi két factor egyikét, a mdsik a mdsikdt osztja”. Ugyanez
a mondat ismétlodik szinte szorél szora a 800/3 oldalon azzal a bevezetéssel,
hogy mindez ..... mdr a primtanbol (minek okdt {bizonyitdsdt} itr rovidségert ef

kell hagynom) bizonyos ...".

Az 1332/1 oldalon ezt olvashatjuk: . Jsmésképp {ismeretes} van olyan x redlis

1
szam, hogy egész legyen {itt p=4m+ 1 alakd}. De al=(x+i)x ~i)

tehdt az imagindriusokra is (per se szigori demonstrdciok mellett) kiterjesztert
x—i

- - . Z .] X + - #
primtanbdl lennie kell oly moddal p=ef-nek, hogy —. egészek legye-
{24

nek. Sem e, sem f tiszta nem lehet, mert ha egyik tiszta, iigy a mdsik is nyilvdn az,
de akkor a folsébbeni 1-t mindeniknek osztania kellvén, nyilvdan mindenik csak

el {1, i} lehetne: mily két szam egymeértje {szorzata} pedig soha sem lehet
=0

Sajnos a kéziratokban nem sikeriilt BOLYAInak ezekre a ,.szigord demonst-
rdcioira” rabukkanni, csupdn egy befejezetlen probédlkozdsdra taldlunk a 800/3
oldalon.

4. A komplex egészek Z[i] gyfrtjében a kongruencidk elméletét is Kidol-
gozhatjuk. GAUSS ezt az elméletét az [51, 534-586 old.] dolgozatdban fejtette ki
részletesen, de néhdny fogalomrdl — amelyekrdl irdsunk elsd felében mdr szdl-
tunk — roviden a [48] dolgozatban is emlitést tesz. A komplex szdmok kongru-
encidjaval BOLYAI JANOS is foglalkozott és ezen a téren is tobb figyelemre mélté
megdllapitast tett. Eredményeit ndlléan érte el, hisz a [48] munkdban csak né-
hény olyan fogalomrdl olvasott, amelyeket & mdr el6bb kigondolt, s amint mar
t6bbszor hangsilyoztuk, nem ismerte GAUSS [49] dolgozatdt. GAUSS munkdja
osszefiiggd, tobb paragrafusbol felépitett irds, BOLYAI viszont elég rendszertele-
niil, kiilénbsz6 papirlapokra jegyezte le gondolatait (,.bdr én itt semmit se jarok
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correct conceptus (rendszerezo osszefoglalds) utan, nyakra fore sietve” —vallja be
a 800/1" oldalon).

A kéziratos hagyaték 1190/18Y és 1190/19 oldalain BOLYAI is meghatirozza,
akarcsak GAUSS, de mads titon, azt az e + fi komplex szdmot, amelyre adott @ + bi
és c+di mellett

c+di=e+ fi(mod a+bi).
A feladatot a kdvetkez6 elemi szdmitdsokkal oldja meg. Az adott kongruen-
cia igy irhato
c—e+(d— [Hi=0(mod a+bi),

ami azt jelenti, hogy
¢ —e+(d— fi _a(c—e)+b(d—f)+[a(d—f}—b(c—e)]i
a+bi a a2+ h?

egész,
azaz
a(c—e)+b(d— f)=0(mod a*+ b?)
és
ald — f)—b(c—e)=0(mod a? +b?‘).
Léteznek tehdt olyan h €s k egész szamok, hogy
a(c —e)+bid — fy=(a*+b>h,
a(d — f) —b(c—e)=(a> +b>)k.
Innen
ae=ac+b(d— f)— (a2 +b2)h.
be=bec—ald— )+ (a2 s szk.
Most ha az egyenldségek koziil az elsdt a-val, a masodikat pedig b-vel szorozzuk
és Osszeadjuk a szorzatokat
e=c—ah+Dbk.

Ha pedig az elss egyenl8séget b-vel szorozzuk, a masodikat pedig a-val szorozva
kivonjuk az elsébol, akkor

f=d—ak—bh.
fgy tehdt meghatiroztuk az e+ fi komplex szdmot s ugyanakkor még azt is

észrevehetjiik, hogy a ¢ —e és d — f kiilonbségek oszthatéak a €s b legnagyobb
kozos osztdjdval (11, dabra).
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11. dbra (1190/18")

GAUSS is természetesen ugyanahhoz az eredményhez jut a [51] 43.§-ban,
megdllapitva még, hogy a legkisebb maradékok elemei a 0 és ;:.r2 +b2—1,a leg-

1
kisebb abszolit maradékok elemei pedig a -*(a +b? ) és ~(a +b? ) hatdrok

kozé esnek. A 44.§-ban megmutatja azt is, hugy egy adott modulubrd (példa-
ként az 5+2/ modulust targyalja) nézve miképpen szerkeszthetjiik meg ezeket a
maradékokat.

" BoLyAIndl is tobb helyen megtaldljuk azt az észrevételt, hogy az a +bi mo-
dulusra vonatkozdéan egy teljes maradékrendszer a® +b* elembél 4ll (pl. 1134/1),
amit kiilénben a [48]-ban is olvasott. (Bizonyos komplex szdmokrél — akir az
egész szamok esetében — akkor mondjuk, hogy egy teljes maradékrendszert al-
kotnak modulo egy adott a+bi komplex egészre, ha paronként inkongruensek
modulo a+bi, és minden komplex szdm kongruens a rendszer valamelyik ele-
mével modulo a +bi.)

BOLYAI JANOSndl szintén taldlunk egy példdt. Megillapitja, hogy az 14 2i
modulusra vonatkoz6 legkisebb maradékrendszerta O, 14/, 1 —i, =147, —1 —i
komplex egészek Osszessége alkotja. ,,Ha jol emlékszem — irja ezzel kapcsolat-
ban — GAUSS példaként az 1 +2i moduluszt vezeti be és azt dllitja, hogy a teljes
maradékrendszer csak az 1 +i, | —i, —1+i, —1 —i szamokbdél 4ll. De hol ma-
rad a nulla maradek? Alig hiszem, hogy az ovatos és koriiltekintd GAUSS ennyire
szembedtlo hibdt kovetett el. Ezt a bajt a nyomddsznak vagy a korrektornak tu-
lajdonitom™ (1193/7). Més helyen (1190/20") megjegyzi: ,.... Azt, hogy ezt a
négy komplex szamot miért nevezie abszolit legkisebb maradéknak, még nem
tudom”.

BOLYAI eziittal nem emlékszik pontosan. GAUSS a [48] cikkében, amint mar
lattuk, valéban az 1+ 2i modulust emliti példaként, de nem az erre vonatkozé
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12. dbra (1193/7")

legkisebb maradékrendszert, hanem a legkisebb abszoliit maradékok teljes rend-
szerének elemeit, az 1, i, —1, —i elemeket, sorolja fel.

A tovdbbiakban (1193/7 és 1193/7") annak igazoldsdra, hogy a 0, 1+i,
| —i, =1+i, =1 —i szdmok egy teljes maradékrendszert alkotnak modulo 1 +21,
BOLYAI el6szor is kimutatja, hogy ennek a rendszernek tetsz6leges két eleme
nem kongruens egymaissal modulo | +2/ (felirja, hogy —1+4i=1(mod 1+2i),
—1l—i=2(mod 1+2i), 1+i=3(mod 1+2i), | —i =4(mod 1+2i)), aztin pe-
dig tekinti a kovetkezé 15 komplex egészet:

142, 1+3i, 144,244, ..., 24+4i,3+i,..., 3+4i,4+i0,.... 4+4i
és szamitdssal igazolja, hogy ezek mindegyike kongruens maradékrendszerének
valamelyik elemével modulo 1 +2i.

Szamitdsait valésziniileg fejben végezte el, mert jegyzetében (1193/7Y) csak
egyszer(ien felsorolja a kongruencidkat (12. abra). Konnyebb olvasdsért néhi-
nyat részletesebben is felirunk:

142i=0(mod 1 +2{), mert 1+2i=1(1+2i),
143i=(—1—¢)(mod 1+2i), mert 2+4i=2(1+2i),
I +4i=(1—i)(mod 1 +2i), mert 5i=(2+i)(1+2i),
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2+4i=(1—i)(mod 1+2i), mert 1+4+2i=1(1+2/),

44+4i=(—1—=i)(mod 1+2i), mert S5+5i=@G—7)(1+2i).

A felsoroldsbol kimaradt az 1 +i komplex szdm, ami érthet6, hisz 1 +i =1+
+i (mod 1+2i), tovabbd az 1 +4i esetén egy elirds tortént.

BOLYAI a médszeresen felsorolt példdkbdl arra kovetkeztetett, hogy barmely
komplex egész kongruens lesz rendszerének valamelyik elemével modulo 1+ 2i.
Majd hozzdteszi: ,A bizonyitds vizsgdlatdt most még nem tudom véghezvinni”
(1193/7Y).

A kovetkezGkben BOLYAI gondolatait kiegészitve roviden viazoljuk ezt a bi-
zonyitast, vagyis kimutatjuk, hogy barmely m +ni € Z[i] kongruens a 0, 1+1,
| —i, —1+i, =1 —i komplex egészek valamelyikével modulo 1 +2i.

L+ ni
a) m+ni =0(mod 1+2i) azt jelenti, hogy T ;” e Z[i],
+2i
+2n+(n—2m)i
— n+2n in m)i cZil.
. . 3 . g : m+2n—3+n—=2m+1)i
b) m+ni=1+i{mod 1+2i) azt jelenti, hogy 5 €
€ Z[i]. Hasonléképpen
+2n+14+(n—2m+3)i
¢y mrriee 1 = (mod T+ 2068 —— =" ;” RS
+2n~14(n—2m—3)i ,
& i =i ad T T2 2” i BT
4+ 2n 434 (n—2m— 1)
e) m+ni=—1—i(mod 1+2i)-bsl ——— (-3” M S]] kvt

kezik.

Konnyen beldthatjuk, hogy

1) m+2n=5k < n—2m=5h,

2y m+2n=5%kx1&n—-2m=5hF2,

WYym+2n=5k L2 n-2m=5h=x1,
aminek alapjdn azonnal kovetkezik., hogy az a) — e) esetek koziil valamelyik
bérmely m és n € Z-re fenndll.

BOLYAI JANOSnak azok a jegyzetei, amelyekben a komplex egészek kongru-
encidjaval foglalkozik, kés6bbi keletiiek. Hivatkozdsaibdl lathatjuk, hogy amikor
ezeket papirra vetette, mar olvasta GAUSS [48] munkdjat, de nem valdszind, hogy
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otletét onnan meritette volna. Amint el6bb mar ldthattuk, BOLYAIt éppenség-
gel meglepte, amikor a Gott. gel. Anzeigenben olvasta, hogy nézeteit GAUSS is
felismerte. Jegyzetei mindenesetre tobbet tartalmaznak a kongruencidkrél, mint
GAUSS [48)] frasa.

BOLYAI abban az igyekezetében, hogy a szimelmélet fogalmait a komplex
szamokra is Kiterjessze, folveti az 6sszes komplex tokéletes szam meghatdroza-
sanak kérdését is. Két helyen is (495/1 és 800/1") foljegyezte szinte ugyanazt a
mondatot: , A mdr EUKLID dltal vizsgdlt tikélyes szdamok, a tan gyermek-kordban,
azon (tudtomra ugyan sem a Régiek, sem az ijabbak dltal még csak nem is érin-
tett) hozzdteétellel, hogy minden oly szdm megadodjék ( + is)" {komplex is}.

Otletét nem részletezi. Egyike lenne ez is azoknak a ,legderekabb eszmék’-
nek, amelyeket ,nyakra, fore sietve” nem dolgozott ki? BOLYAI minden bi-
zonnyal a tokéletes szamok ismert definicidjanak a komplex egészekre valé alkal-
mazdsédra gondolt. Irisaib6l azonban nem deriil ki, hogy ezt miképpen képzelte
el.

5.5. Befejezo gondolatok

Reméljiik, hogy az elmondottakban sikeriilt bemutatni BOLYAI JANOSnak a
komplex egészek korében végzett vizsgdloddsait és elért eredményeit. Szdndé-
kunk az volt, hogy felszinre hozzuk BOLYAInak azokat a munkdit is a komplex
szdmokrdl, amelyeket a matematika torténete eddig még nem ismer. Sziikséges
tehdt kiszélesiteniink ismereteink korét s ezutin a Bolyai-mi szerves részéhez
tartozénak tekinteniink a komplex egészek aritmetikdjat is.

A komplex szimok BOLYAIndl a geometridban is fontos szerepet jdtszanak.
Szerinte ... az (Hgynevezett) képzetes mennyiségeknek igen kivdlo alkalmazd-
sa ..." van, mert segitségiikkel .,... az egész (a XI. axiomdtdl fiiggetlen) 1ér-
tudomdanyt lehetoleg egyszeriien és kényelmesen adhatjuk eld, ..." [106, 1:101].
A Responsio 9.§-ban kézli a hiperbolikus trigonometria

g ol o A e W b

sini-=siny sinéy o comzzcosrzcomz
(i =~/—1) képleteit, amelyek az a és b befogdkkal, valamint a ¢ dtfogéval ren-
delkezd derékszogli haromszogekre vonatkoznak, ahol @ az a befogéval szemben
fekvd szdget, k pedig a hiperbolikus dllandét jelenti, megemlitve, hogy a hiper-

- k . g
bolikus trigonometria formailag megegyezik a — sugard gémb trigonometridjd-
i

val. Ezzel az észrevétellel azt Ghajtotta igazolni, hogy az i képzetes egységnek
fontos, addig ismeretlen geometriai alkalmazdsa tdrult fel az 6 rendszerében.
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BOLYAI JANOS nemecsak kidolgozta a komplex szdmok elméletét, szdmdra
fontosak voltak ennek alkalmazdsai is. A komplex egészekre vonatkozé megal-
lapitdsait nagyszer(ien felhaszndlta kiilonboz6 szamelméleti tételek bebizonyita-
sandl. Tgy példdul a 4m+1 alakd primszamok két négyzet dsszegére valé fel-
bontdsanak tételét a komplex egészek segitségével bizonyitotta be tébb mdédon
is (4.5.§). Ugyancsak a komplex egészeket alkalmazva bizonyitja a kovetkezd
tételt: ha a 6sszege két raciondlis szdm négyzetének, akkor két egész szam négy-
zetének is Osszege (495/1).

BOLYAI JANOS gondolt az analizis fogalmainak a komplex szdmokra valé
kiterjesztésére is. A 759/3 oldalon egy révid megjegyzése olvashaté: NB. d-s

f—famr {differencidl- és integrdlszamitast} is elegy nyikre (komplex mennyiségre}
prig
is ki kell s lehet terjesztenr”. Az 1537/2 oldalon egy még révidebb irds: ., f -
m-+in
PG
nak is van értelme, de j nem 1llé jel”.
Megismételjiik a P. STACKEL [106, 1:255] dltal idézett kovetkezd foljegy-

zést: ,Hogy valamely hatdrozott integril hatdrai mennyiben lehetnek képzetesek,
vagyls mennyiben terjesztheté ki képzetes hatdrokra, ... tudtommal még sen-

ki sem vizsgalta meg. Itt most meg akarom mutatni, hogy a d és / -tan miként

és mennyiben terjeszthetd ki a képzetes mennyiségekre. Ha n= f(x. v, z....).

akkor el0szor is p+iq, r+is, ..., —1 teheyiik x. v, ... helyébe, minek kovet-
i
keztében v+iV =g(0. @ rSe Y RIR{ P g 1 8000y Vs, Vish, do= r}—”dp+
ap
dv gV av : . oo
+—dg+.... dV=—dp+—dg+..., dlv+iV)=dv+idV=.... Mdisrészt,
aq ap aq

minthogy a konvergencia miatt a d-tan kénnyen képzetes névekményekre is ér-
vényesithetd, az x novekménye Ap+ Aq.” Itt, fijdalom, vége szakad ennek a
foljegyzésnek.

Akik BOLYAI JANOS kéziratos hagyatékanak tanulmanyozaséra villalkoztak,
valahogy eddig nem figyeltek fel azokra a jegyzetekre, céduldkra, amelyekrdl
kibettizhetjiik a komplex aritmetikdt tartalmazé {rasokat. (STACKEL sem biztat,
sOt inkdbb lebeszél BOLYALI ilyen természet(i vizsgdlatainak kutatdsdrél, amikor
megjegyzi: Janosnak szindéka volt, hogy a képzetes mennyiségekre vonatko-
z6 tandnak bovitett és javitott kidolgozdsdt is készitse el, melynek fontossdgat
egyenlGranginak tartotta az abszolit geometridjéval. De amit ebbdl nyujt, csak
szélesre taposott fejtegetése olyan gondolatoknak, melyeket mdr régebben szik-
szavian ... adott el6; targyilag dj alig van benne.” [106, 1:176]). Taldn nem
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is csoddlkozhatunk ezen, hiszen olvasdsukat, mint kiilonben a tobbi kéziratlapét
is, megnehezitik a Bolyai-féle jelolések, elnevezések. Elsd latasra az olyan sza-
vak, mint ,tokélyes™-, ,elegyes’- vagy ,.edi’- szamok érthetetlennek tlinnek az
olvasénak. Ezeket csak tobb kéziratlap 6sszehasonlitasa utdn fejthetjiik meg. Ne-
hézséget okoz az is, hogy legtobbszor mas-mas oldalakon taldljuk meg az egy
gondolathoz tartozé jegyzeteket. Amint mar emlitettiik, az elmondottakat mi is
csak kiilonbozo kézirat-mozaikokbdl tudtuk dsszeallitani.



6

Az algebrai egyenletek elmélete

6.1. Az algebrai egyenletek megoldhatosagarol

Egy adott algebrai egyenlettel kapesolatban felmertilS legfontosabb feladat meg-
olddsainak (gyokeinek) megkeresése. Tobbféle médon és tébbféle eszkézzel le-
het egyenleteket megoldani. Ezek kozott kiilonleges szerepet télt be az tn. al-
gebrai megoldas mddszere.

Valamely algebrai egyenlet algebrai megolddsdn olyan eljdrést értiink, amely
az egyenlet gyokeit annak egylitthatéibél kizarélag a négy alapmdvelet, a hatvi-
nyozds €s pozitiv egész kitevéjl gyokvonds véges sokszor valé alkalmazdsdval
adja meg. Ezt ugy is szoktuk mondani, hogy az algebrai egyenletek megoldisa-
ndl az els6rendii cél egy dltaldnos megoldé- vagy gyokképlet megaddsa. Ez egy
olyan algebrai tton nyert kifejezés, amelynek osszes értéke és csak ezek az adott
egyenlet gydkei.

Az algebrai egyenletek megoldhatésdgdnak kérdése egyike a matematikator-
ténet jelentds problémdinak, amely szdzadokon dt foglalkoztatta, izgalomban tar-
totta a legkivalobb matematikusokat. Ezek soraba tartozott SCIPIO del FERRO
(14657-1526), G. CARDANO (1501-1576), L, FERRARI (1522-1565), N. TAR-
TAGLIA (1300-1577), J. L. LAGRANGE, I. NEWTON (1643-1727), L. EULER, J.
D’ALEMBERT (1717-1783), E. W. TSCHIRNHAUS (1651-1708), C. F. GAUSS, P.
RUFFINI (1765-1822), N. ABEL, E. GALOIS. BOLYAI JANOS kéziratos hagyatéka-
nak dtvizsgdldsa azt mutatja, hogy ezt a hosszi névsort az 6 nevével is ki kell
egészitentink.

Az a kérdés, hogy az algebrai egyenletek algebrailag megoldhatéak-e, a re-
neszdnsz kordban keriilt elStérbe. Az els6- és mdsodfoki egyenletek megolddsi
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madszerét Iényegében mar a régi babiloniaiak is ismerték. A harmad- és negyed-
fokdak megolddsa gyokképlettel csak a tizenhatodik szdzadban sikeriilt olasz ma-
tematikusoknak. Az itdliai matematikusok sikerei mély hatdst eredményeztek. A
modern id6k tudomidnya el&szor haladta jelentSsen tdl az antik és az arab mate-
matikdt. Nem létezett ezutin egyetlen jelent@s matematikus sem, aki ne prébélta
volna folytatni az olaszok eredményeit és veliik analég médon algebrailag meg-
oldani az 6t6d-, hatod- €s magasabb foki egyenleteket. Ezek az ercfeszitések
azonban sorra kudarcot vaflottak.

Az évszazadok el6rehaladtaval mind tébb és tobb matematikus fejében meg-
fordult, hogy talin nem is létezik megoldéképlet az 6tod- és magasabb fo-
ki egyenletekhez. A vélemények viszont ebben a tekintetben megoszlottak.
LAGRANGE példaul kételkedett az 6todfoki egyenlet megoldhatdsdgédban, sejtés-
ként kimondta, hogy az 6t6d- és anndl magasabb foki egyenletek nem oldhatéak
meg algebrailag. EULER viszont gy vélekedett, hogy a négynél magasabb fokd
egyenleteket is meg lehet algebrailag oldani. TSCHIRNHAUS azt hitte, hogy dlta-
ldnos médszert taldlt az egyenletek megolddsdara. A kérdést végiil is a 18. szdzad
végén és a 19. szdzad elején sikertlt tisztdzni.

El6szor P. RUFFINI a Teoria Generale Delle Equazioni kétkotetes konyvében,
1799-ben jelentette ki azt a tételt, hogy az 6t6d- és magasabb foki egyenletek al-
taldban nem oldhatéak meg algebrailag. Bizonyitdsa azonban hidnyos volt, €s igy
még nem dontotte el véglegesen a problémat. 1826-ban N, ABEL hibatlan gon-
dolatmenettel bebizonyitotta a tételt. Pedig 1820-ban még 6 is ugy vélte, hogy
megtaldlta az 6todfokd egyenlet megolddképletét. ABEL az éppen akkor indu-
16 Crelle-féle folydirat elsé szamaban, a 65-84 oldalakon kozdlte dolgozatit, de
nem tudott arrél, hogy volt mir egy elédje. Kés6bb azonban értesiilt RUFFINI
munkdjarél. Egy 1828-bdl sziarmazé s csak haldla utin megjelent kéziratos f6l-
jegyzésén ezt olvashatjuk: ,,Ha nem tévedek, el6ttem csak egyediil RUFFINI pro-
bdlta meg az dltalinos egyenletek algebrai megolddsainak lehetetlenségét bebi-
zonyitani, de az 6 munkdja olyan bonyolult, hogy nehéz megitélni érveléseinek
helyességét” [26, 321 old.].

RUFFINI €s ABEL tevékenységének elismeréseként ezt a fontos algebrai tételt
roluk nevezték el.

ABEL cikkével az egyenletek megolddsanak problematikdja még nem zdrult
le. Ugyanis szdmos olyan négynél magasabb foki egyenlet Iétezik, amelyik al-
gebrailag megoldhat6. A Ruffini~Abel-tétel sziikségessé tette egy fontos elméleti
kutatds meginditasat: mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy adott
egyenlet algebrailag megoldhaté legyen. Ennek a problémdénak a tisztdzédsa sem
varatott sokdig magdra. Egy igen fiatal matematikus, E. GALOIS adott ra pontos
vilaszt.
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Ezzel a kozel harom évszizados kiizdelem, az 6t6d- és magasabb foku egyen-
letek megoldoképletének a felkutatdsara eld6lt. Bebizonyosodott, hogy ezek az
egyenletek dltaldban gyokjelekkel nem oldhatéak meg. Kideriilt, hogy a mate-
matikusok olyasvalamit kerestek, ami nem létezik.

6.2. Bolyai Janos Kisérletei

Az algebrai egyenleteket BOLYAI JANOS nagy szenvedéllyel vizsgélta. Amint a
kéziratokbdl kivildglik, G is sokat vivédott az egyenletek megoldhatésdgénak kér-
désével. Eddig feltaratlan hagyatéka igen gazdag a targykorhoz tartozé foljegy-
zésekben. Hosszabb-révidebb irdsok, néha csupdn egy-egy megjegyzés tanusitja,
hogy élete végéig foglalkoztattik 6t az egyenletek. Tobbszor nekigylirk6zik ,zif-
bol elévéve s nekifogva™ e targynak. Nem készitett 6sszefiiggd dolgozatot errdl a
témardl sem, s a leggyakrabban nem taldljuk megkezdett gondolatainak befejezé
részeit. Kiilondsen akkor sajndljuk ezt, amikor nagy lendiilettel indulé és merész
cimet visel6 frast nem olvashatunk végig, mert az hirtelen megszakad. Ilyenfor-
médn a kéziratokbdl sok kérdésiinkre nem kaphatunk hatdrozott feleletet, mégis
érdemes ezeket a vizsgdloddsokat szdmba venni, mivel eddig semmit sem tud-
tunk Bolyainak az egyenletek megoldhatésdgira vonatkozé prébalkozasairdl, s e
kérdésre még a legismertebb Bolyai-monogréfidkban is [32, 106, 112, 127] leg-
feljebb csak utalds torténik. Pedig ha szerencsénk van, elég néhdny szdz oldalt
atbongészniink a kéziratokbdl s mdris meggy6zddhetiink arrél, hogy nemcsak
wSzindékdban dllt” foglalkozni az algebrai egyenletekkel — amint eddig olvashat-
tuk —, hanem valéban vizsgilta is ezt a kérdést.

A foljegyzésekbdl és toredékekbd] tiszta kép tarul elénk ez irdnyd torekvései-
r6l. Kiolvashatjuk bel6liik, hogy sok ideig bizonytalan titon jdrva az 6tédfokd, sot
a tetszoleges fokszami algebrai egyenletek megolddsat is keresi (errdl, bizonydra
STACKEL nyoman a [85] is emlitést tesz), majd rdébredve tévedéseire 6 is eljut a
Ruffini—Abel-tételig.

BOLYAI JANOS mar aradi szolgalata idején (1826-1830) készitett néhany fol-
jegyzést (1.2.§) a magasabb foki egyenletek megolddsaval kapesolatosan, de na-
gyobb lendiilettel csak 1837-ben, Domdldon kezd a témdval foglalkozni. Két
olyan iras is létezik, amely erre vonatkozdan eligazit. Az egyik sajat vallomasa.
WMar még 1837-ben — irja egy késdbb keletkezett szévegben — forditottam kiilo-
nds figyelmemet e targyra, keményen neki dallottam, vetettem magamat ezen eros
vagy kemény sot megvihatatlan vdr ostromdnak, és némi tébb oldali kiilonbnél
kiilonb, élesebbnél élesebb iiton végre itt is szerencsésen a dolog igaz erére ta-
lalnom és célhoz is jutnom hdla Isten sikeriilt is” (143/3) (13, abra). A masik
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13. dbra (143/3)

frds apjanak, BOLYAI FARKASnak BOD PETERhez intézett és 1837. junius 20-an
kelt levele, amelyben tobbek kozott ezt olvashatjuk: ,,A fiam azt mondja, hogy
a 5'* gradus aequatiot generaliter rezolvdlta, megmutatvin az impossibilitas de-
monstratioja hibdit {célzds RUFFINI pontatlan bizonyitdsdra}; s6t kiterjesztette a
még fels6bbekre is: még nem kiildétte el hozzdm, de igérte, hogy elkiildi, varom
taldn holnap™ [11, 268-269 old.].

Ezek szerint BOLYAI JANOS 1837-ben mar Domdldon valéban foglalkozott
a magasabb foki egyenletek megolddsdval. Farkas levelébdl azt is megtudjuk,
hogy ekkor még bizonytalan tton jért. 1837-ben azt kozolte apjdval, hogy sike-
riilt megoldania az 6todfokd, s6t a magasabb foku algebrai egyenleteket is. A
.megolddst” biztosan nem kiildétte el masnap, amint igérte.

m‘«rf mtﬁ"-iw :
gz“’ﬁ’?’-;%.//é “,
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Tehdt amikor BOLYAI JANOS az 6tod- és ennél magasabb fokd egyenletek
megoldédsdra vonatkozé gondolatait papfrra veti, a matematikusok mdr ismerik a
Ruffini-Abel-féle tételt. Errdl, valamint GALOIS munkdssdgdardl azonban BOLYALI
a késdébbi évek sordn sem értesiil. Kiilonds médon a BOLYAI FARKAS és GAUSS
kozotti levélviltdsokban [101] sehol sem taldlunk az algebrai egyenletek megold-
hatésdgdra (sem szdamelméleti problémadkra) valé utaldst. A témdt BOLYAI FAR-
KAS nem veti fel, pedig jél tudta, hogy Jdnos kutatja ezt a kérdést.

Vajon milyen forrdasbdl értesiilt a nagy geométer az algebra egyik alapve-
t& problémdjarél? Olvasmdnyai koziil melyek hatdsdra kezdte meg az algebrai
egyenletekkel kapcesolatos vizsgdloddsait? Mit tudott és mit nem munkdja kez-
detén az algebrai egyenletek megoldhatésagardl? A kéziratokat vizsgdlva vdlaszt
kapunk mindezekre a kérdésekre.

BOLYAI JANOS minden bizonnyal mdr édesapjatdl halthatta, hogy az 6tédfo-
ki egyenlet algebrai megolddsa még nem ismert (a Tentamenben megtaldljuk a
harmad- és negyedfoki egyenletek megolddsit), de matematikatorténeti olvas-
ményaiban is taldlkozhatott ezzel a problémaval. Nem kétséges viszont, hogy
leginkdbb GAUSS, ANDREAS von ETTINGSHAUSEN (1796-1887) és LAGRANGE
miiveinek tanulmdnyozdsa viltotta ki bel6le azt az elhatdrozist, aminek eredmé-
nyeképpen keményen nekidllott ,.ezen erds ... vdr ostromdnak”.

J6l ismerte nemesak GAUSS Disquisitiones arithmeticae cimi kdnyvét, de a
Demonstratio nova ... kezdet( doktori értekezését is, amelyben a még egészen
fiatal matematikus 1799-ben szigori bizonyitdsdt adta a klasszikus algebra alap-
tételének. Nagyon sokszor emlegeti jegyzeteiben A. ETTINGSHAUSEN 1827-ben
Bécsben kiadott kétkotetes Vorlesungen iiber die hdhere Mathematik cimi kony-
vét. Ebben a munkdban a szerzo egy teljes fejezetet szentel a négynél magasabb
fokii egyenletek megoldhatatlansdganak, s kozli RUFFINI erre vonatkozé 1799-
es bizonyitdsat. (Az 1827-ben kiadott konyvbe még nem keriil(hetet)t be ABEL
1826-0s dolgozata). E munkdk mellett BOLYAI még gyakran idézi LAGRANGE
[81] mivét, amely azzal a alapvetd kérdéssel foglalkozik, hogy a négynél ala-
csonyabb foku egyenletek megoldasira haszndlt médszerek miért nem alkalmaz-
haték négynél magasabb foki egyenletek esetén. Igy jutott el LAGRANGE a gyo-
kok raciondlis fliggvényeihez és a gyokok permutdcidja esetén tanusitott visel-
kedésiikhoz. Ez nemcsak RUFFINInek €s ABELnek az ilyen irdnyd vizsgdlddsait
osztonozte, hanem ebbdl szarmazott GALOIS csoportelmélete is [107, 142 old.].

BOLYAI igy ir olvasmdnyairél: .,Hogy pedig a 4-nél folsdbb rangii geber
{algebrai} egyenletek geber fololddsdt még egy Gaussi Nagysdg is mily lehet-
lennek hiszi és tartja: elég vildgos fényben kitinik remek Demonstratio nova-ja
9.8-dban, s a kolosszdlis Disquisitiones arithmeticae-je 645 lapjdni hatalmas és
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heves nyilatkozatabaol, hol némileg meg is igéri ... a lehetlenségnek mdr az 5-
rangra, tehdr annyival inkdbb a még [6ls6bb rangokra nézve . .. bizonyitdst adni:
mit RUFFINI a derék ETTINGSHAUSENDen is meglévéleg, elmésen ugyan, de egy
csomad hibdval, egyszoval tehdt csak képzeltképpen meg is tett” (710/27).

Egy misik, valészinileg késébb keletkezett, hosszabb és Osszefiiggd irdsa
mdr bizakodébb, mintha litnd a megoldast: ,.... jelenleg csak a geber vagy
algebrai egyenletekrdl szolok, azokat sem tevén egész kiterjedésében vizsgdla-
tom tdrgydvd, hanem csak annyira terjeszkedveén, ... , hogy vildaguljon ki az:
hogy az eddig lehetlennek tartott, sét, némely ... derék nagyérdemii nvidszok
[matematikusok} képzeltképpen vagy hiedelmiik szerint lehetlennek is bizonyga-
tott legfontosabb e rdrgy koriili kérdést, tudniilik barmely megadott vagy hatdro-
zott rangii egyenler gyokeinek a szorzok {egytitthatok} dltali kitételét, vagyis az
egyenlet fololddsdar ... A Lipcsében 1799-ben kijort Demonstratio nova remek
munkdjaban GAUSS illé szigorral legelébb mutatta meg azt, hogy minden geber
egyenlet valoban ki is elégithetd ... Ezen mestermii 9.8-dban igy szol a Nagy-
Tiszteletii Szerzé Ur: csekély remény maradt hdtra a géber egyenletek dltaldnos
(geber) filolddsdra. Es hogy tdn nem volna oly nehéz minden szigorral megbizo-
nyitant a lehetlenséget mdr az S-rangiira nézve: mirdl vizsgdit mdsutt eléadni is
igéri ... Nem tébb reménnyel nyilatkozik ... a Disquisitiones arithmeticae 645.
lapjdn igy szolvdan magyarrd forditva vagy dtirva: All vagy bizonyos az, hogy a
legnagyobb nyidszok minden igyekezete a 4-et foliilnilé rendit egyenletek meg-
fejtésér ... megtaldlni mindeddig sikertelen volt és alig marad kétely fonn azi-
rdant, hogy ezen feladar nem annyira az lid-tan {egyenletek elmélete} erejét miilja
fOlill, mint inkabb valami lehetlent foglal magdban . ..

Igy dllott a dolog amikor RUFFINI ... okmutatdsi {bizonyitdsi} kisérletet tett
a lehetlenségre nézve: a 4-nél magasabb rangii egyenleteket dltaldnos géber fiig-
gonydk {fiiggvények) dlral fololdani. De ezen kisérletbe néhany hiba csiiszott be:
azt nyomrol nyomra kivetve vagy kisérve kétségen kiviil érdekes cdfolatjdt késob-
ben fonntartom magamnak.” (547/1-547/5) (14. abra).

»A RUFFINI oka, bizonyja a ... lehetlenségril erdtlen vagy rossz, vagy csak
képzelr ... (143/2°).

RUFFINI iigydkézetje dltal, legaldbb ETTINGSHAUSEN mdr ... sikeriiltnek
is hiszi ... vagy képzeli a lehetlenség megbizonyitdddsdt. Azonban, mind ezen,
részint rengeteg fontossdagi tekintélyek mellett a dolog nem iigy van™ (143/3).

Mit olvasott ki BOLYAI JANOS LAGRANGE 4ltala ismert mfiveibsl? Ime né-
hdany mondat; ,.a derék LAGRANGE [04.§-0s aljdn és 166.§végén nem csak ne-
héznek, hanem tdn éppen lehetlennek tartja a szobanforgo tdrgy eldintését ...~
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14, abra (547/5)
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(26/3"). ,Kiilonoson GAUSS és LAGRANGE mélyebben, hatalmasabban behatol-
tak a geber egyenletek természetébe, lényegébe, jobban megbardtkoztak, ismer-
kedtek szellemével, féleg amaz volt elsé ki a legegyszeriibbiket (x™ =1)-t ... m
egyszerii gyokmérare {gyoktényezds} szaggatds {folbontds} dltal ... géberiil fol-
oldotta. LAGRANGE a Résolution des équations numériques-ben némileg legaldbb
a 4 elsd rangiiak fololddsmaodjdt egy mintdra, rdmdra, kaptdara vonta™ (143/3).

Amint nyilatkozataibdl Kitdinik, BOLYAI a Ruffini-tétel bizonyitasit ETTINGS-
HAUSEN konyvében olvasta €s felfedezte, hogy ez a bizonyitds hidnyos. Ebbd&l ar-
ra kovetkeztetett, hogy a tétel nem érvényes, s ezért az egyenletekkel valé fogla-
latossdgainak elsd, elég hosszi szakaszdban nagy energidval ldtott hozzd a négy-
nél magasabb foki egyenletek megolddsihoz. ,Megcdfoldsdval egy (RUFFINI
altal) az ilyettevés lehetlensége mutatdsdanak ... egy iij titon eo ipso {magéatdl
értetddéen} megmutattatik” — irja 1844-ben (445/3Y).

Megkisérli az 6todfoku egyenlet ,,geber” megolddsit. A hagyatékban tobb,
erre vonatkozé foljegyzést taldlunk. Az egyik egy hosszabb (befejezetlen) dol-
gozat elsd része (710/1, 1Y, 2, 2%). Amint a 710/2" lap aljan taldlhaté Grsz6bél
kovetkeztethetiink ennek volt folytatisa is. Az irds cimét magabiztosan, nagy be-
tiikkel frja le BOLYAL Az 5 azaz dt-rendii vagy étod rangii geber egyenlet geber
Jololddsa vagy megfejtése itja vagy modja.” (A 710/1 oldal fényképét megtaldl-
juk a [127]-ben is). Hosszabb cime van egy mdsik kisérletének: A Fold Eddigi
Leg-Nagyobb Tiszteletii s Leg-Colossalisabb Nyidszjai dltal Lehetlennek Tartott,
vagy A Fold-Gomb Nyidszjaitol ez-eldn, sot képzeltképpen Némelyek dltal lehet-
lennek is bizonygatott minden rendil és rangii, bdarmely megadott algebrai egyen-
leteknek algebrai fil-olddsa modja vagy utja.” (1297/1). Ezekr6l a lapokrél nem
deriil ki egyértelmiien, hogy 6 miképpen képzelte el az 6todfoki egyenlet meg-
oldésat, csupdn arra kovetkeztethetiink, hogy valészintileg LAGRANGE hatdsdra a
gyokok permutdcidjat, a , kdrcserér” vizsgdlja részletesen. Azt irja, hogy ha a, b,
¢, d, e az

X=x+Ax*+ B’ +Cx?> + Dx + E=0
egyenlet gydkei és bevezetjiik a kovetkezd jelolést
(abcde)=a+ Isb+ L_%c + 153{! - 1;*53.

ahol /5 az 5-6d rendii egységgyok, akkor
(abede)’ =(bedea)’ = {cdeab}s =(deabec)’ =(eabed)?,

12
vagyis (abede)’-nek barmely ,korcsere” dltal csak = =24 kiilonbozé értéke

lehet.



6.2. BOLYAI JANOS KISERLETEI 135

Sajndlhatjuk, hogy nem taldljuk a terjedelmes dolgozat folytatdsdt. J6llehet a
cimben kittizott célt nem érhette el, de tanulsdgos volna annak a mozzanatnak az
olvasdsa, amelyben rdddbbent sajdt tévedésére.

Egy misik prébdlkozdsdban BOLYAI a mésod- és harmadfoki egyenletek is-
mert gyokképleteinek analégidja alapjdn felirja az 616dfokd egyenlet ,megolddsi
képletée” (775/2).

Megemlitjiik még egy hosszabb dolgozatinak érdekes cimét, amelyet valé-
szintileg életének egy késébbi szakaszdban jegyzett fol: Egy régi kisérletem a
5-ik rangi dltaldnos geber-egyenleteknek csakugyan megfoghatatlan csoddmra,
hogy ezt rég észre nem vettem middn szinte éppen ennél, e helynél régéta oly
nagyon kozel jartam {a nem délt bettivel irt rész a kéziraton dthiizva} geber fol-
olddsa, vagyis bdarmely 5-rangii egyenletnek dltalanos geber fololddsa modjdra”
(1309/5).

A koreserét, amelyet fent emlitettiink a kovetkez6képpen értelmezi BOLYAIL:
we -+ ha a gyokik vagy bdarmely mds elemek kirbe irédva gondoltatnak vagy kép-
zeltetnek, igy hogy az utolso az elsé mellé és elejébe essék: csak az egész elobbi
sor, vagyis az eldbbi rendnek minden eleme, bizonyos kényleges {tetsz6leges}, de
mindenik elemre nézve ugyan-azon-egy-szdmi hellyel és ugyan-egy-felé odébb-
taszitodik: az fly cserét mondom <& kirbeni csere >, ..., vagy legrévidebben
& kér-csere >, vagy kevéshé szépen és jol hangzdlag < tasz-cseré >-nek ne-
vezendem.” (396/6"). Vagyis a korcsere nem mds mint a cirkuldris permutécid.

Megidllapitja (396/6), hogy ha I, az m-ed rend(i egységgyok, akkor

VRS [ e N i

=L+ Lpc+. ..+:‘,’,’f'21.’+1,j,’,'_1a}=

=i2(cH+Iyd+. .. +T72a+ 1" 1p)=
mn n m

=N+ Ipa+ ..+ 1)

hol, mivel /' =1, rovidebben IV =1.", és igy a filebbi rang-jelekbil
{kitevokb6l) az ,.m"-ek el is hagyhatok. Lesz tehdr ... ()" =11" =)=

= g
u=(@+Inb+. AL 2k 101" =
=(a+Inb+. ..+ 72k + 17 " =
=(b+1lpc+...+ !,;21+1,;la)”‘ =...

=U+!mﬂ g - ‘+!?;1k)m.”
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Ezeket az észrevételeket a tetszdleges fokszdmi algebrai egyenletek vizsgdla-
tindl prébdlta hasznositani, nyilvin sikerteleniil (15. dbra). Mert az otodfoki
egyenlet megoldasdn tul kisérleteinek elsé szakaszdban merészebb tervei voltak.
Kereste a barmilyen fokszdmii algebrai egyenletek megolddsdt is. Megkezdte
egy irdsdnak megfogalmazdsit, amelynek cime: ,,General Auflisungs-Methodes
aller algebraischer Gleichungen™ (396/5"). De a bevezetésen tiil nem jutott, nem
Jjuthatott.

Magyarul is megfogalmazta egy masik dolgozatit, amelyik igy kezdadik: ,.A
nem csak az 5, azaz 6t vagy otéd, hanem minden, vagy bdrmely rendii vagy rangii
geber vagy algebrai egyenleteknek geber fololddsa vagy megfejiése iitja vagy
mddja” (703/1). Ebben a dolgozatban taldljuk meg a fenti u kifejezést (703/67).

BOLYAI még mindig abban a hitbel €l, hogy ,,nyomozdsai”-val minden algeb-
rai egyenlet megolddsat megtaldlja, amikor papirra veti az 6rokos ,,bajlédédsai”-t
tiikroz6 kovetkezd sorokat: \N.B. E tdjt is csakhamar észrevettem, vagyis ide is
elhatottam s némileg eljdrtam s szinte mdr célndl is voltam, még csak egy lépés
kellett volna: azonban mint gyakran, sok mds tdrgy és taldlmdnyokndl gyakran
szokott térténni, hogy néha még egy kis tovdbblépésre is évszdzadok kivdntatnak,
midon egy finomabb kériilményt még akkor elején nem vévén észre, éppen nem
titkdzben taldlt hasznos aratds vagy gyiimolesok nélkiil a focélra nézve azonban
csakugyan sikerteleniil vagy hidaba bajlédva s jdarva el, kisértgetve bdarmi fortély
vagy miifogdsok dltal, az dthatlannak ldtszo foltiing (meriilé) nehézség elon da-
rabig, ideig magam is végre részint, de még sem egészen reményveszietten ideig
visszahdkkentem, visszatértem vagy fol- vagy annyiban hagytam. Késébb iijbol
elévéve s nekifogva e tdrgynak elobb azt gyanitottam, hogy az dltaldnos 5-rangii
egvenletek géber fololddsa csakugyan lehetséges: minek eldontése vagy tisztdba
hozdsa, hozataldra is sok vizsgdkat, nyomozdsokat tettem a nélkiil csakugyan,
hogy e célt elérnem sikeriilt volna.

Késébb azonban még anndl is > kincsre tettem szert, tobbet talaltam: ugyanis
félre hdritva vagy legydzve vagy eltiintetve minden akaddlyokat vagy nehézsége-
ket az dthatolhatatlannak tartott és ... fal itt van rontva és poritva, a Herkules-
oszlopok leddntvék, ontvdk, az dlialdnos tdagasbh értelemben geber, bdarmely meg-
adott rendii egyenletnek géber fololdasa madjdt: melyet ezennel, a kévetkezdkben
a Tisztelt Kozénségnek van (kimondhatatlan nagy) szerencsém és gyénydrom k-
zolni, vagy dradni ..." (1298/1).

Sajnos az irds kovetkezd része mar nem ilyen Osszefiiggd, vildgosan érthetd
szoveg. Az ,dtaddsra” nyilvanvaléan nem keriilhetett sor.
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6.3. A Ruffini-Abel-tétel megfogalmazasa

Elég hosszi ideig tartottak BOLYATJANOSnak az algebrai egyenletek megolddsira
vonatkoz6 prébidlkozdsai. Egyik helyen, amint ldttuk egy régi, s kétségteleniil hi-
bis kisérletét akarja djbél folvazolni. Sokdig jart tehdt bizonytalan tton. (K6zben
1845-ben P. WANTZELnek is sikertil taldlnia egy bizonyitdst a négynél magasabb
foki egyenletek megoldhatatlansdgédra, amely hasonlitott RUFFINI munkdjdnak
egy részéhez.)

Egy id6 utdn aztin BOLYAI raébred kisérletei hidbavalGsdgédra. A hétrama-
radt kéziratokban taldlhaté nyilatkozatai tandsitjak, hogy sikeriilt kijavitania a
Ruffini-tétel hibdit, és eziltal meggy6z6dik arrél, hogy a négynél magasabb fo-
ki algebrai egyenletek algebrai tton dltaldiban nem oldhaték meg. Nem tudjuk,
mikor torténhetett a fordulat. De jo okunk van feltételezni, hogy erre csak az
1850-es évek elején kertilt sor. Egy 1850. oktéber 25-én kelt levélen maradt iires
részekre irja ceruzdval: Hogy az 5-rangi dltaldnos egyenlet s annyival inkdbb
a még folsdobb rangiakar geberiil fololdani lehetlen ... a legegyszeriibb valodi
helyes it esakugyan a RUFFINI dltalam illoleg megjobbitott és tikélyre vitt esz-
mélye nyomdn lehet” (1494/1) (16. dbra). Figyelemre mélté a hagyaték 395/1"
oldala. Sajnos ez is csak egyoldalnyi irds, amely keletkezésének id6pontjat nem
sikeriilt megallapitani, de a Ruffini-Abel-tétel BOLYATI dltali viligos megfogal-
mazdsat tartalmazza: ,,Tan. Négynél folsébb vagyis legaldbb ét-rangii (géber)
dlraldnos egvenleter geberiil fololdani lehetlen”. A tétel kijelentését a bizonyitds
koveti, amelynek azonban csak els6é néhiny szavat olvashatjuk le errél a laprél
(17. abra).

BOLYAI JANOS kovetkezd gondolatai is az 1850-es évekbdl valék. Ezek fia,
BOLYAI DENES (1837-1913) irdsgyakorlatdra odavetett s elég nehezen kibetiiz-
het§ sorok (3. dbra). A megvonalkézott fiizetlapon 1851 olvashaté a 14 éves
Dénes frasdval. ,,Véghatdrozat vagy ultimdium — frja a lap aljin maradt ires
helyre BOLYAI JANOS — Az 5'-s folsébb rangii egyenlet dltaldnos fololddsa le-
hetlenséaét két mddon tudom megbizonyitani, dgy mint: @ RUFFINT {([dleg meg-
Javitott s tokélyre vitt szép, eredeti, elmés eszméje szerint; és hogy az fm {fa=
=(abc.. k)", fr=(bed ...la)™ (703/6") ugyanazt jelsli, mint fent az u =(a +
4+ Imb+ !,i,('+. I Tk l,‘:,’f_l.-'}”’} szdmok S-gyék-fiiggvény csoportjait nem
leher 5-nél alsobb (kisebb) rangii egyenler dltal meghatdrozni, vinni. A legtobb
és szebb tehdt, mit itt meg lehet tenni és kivanni, megkisérteni: hogy ily ..."
(1293/1"). A folytatdsra mar nem maradt tébb hely az irkalapon.

Hasonlé gondolatokat olvashatunk még az 1214/68 oldalon is: N.B. A 4-
nél filsébb, vagyis mdr az S-rangi, s tehdr nem bajosan megmutathatélag anndl
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inkabb a még folsobb rangii dltaldnos geber egyenleteket, hogy dltaldnosan ge-
beriil fololdani, azaz gyokjét a szorzokkal {egylitthatokkal} geberiil iiszonyozni
(kitenni, kifejezni) nem lehet, azt a Ruffini modjdt, kisérletét is illoleg megiga-
zitva, jobbitva, szigoritva, tékélyezve tébbképp megmutattam.” Miutdn sikeriilt
a tétel hibait helyrehoznia, még dicsér6 szavakat is taldl az olasz matematikus
munkdjara: ,.,RUFFINI valoban éppen a legjobb helyt, az erénél, legegyszeriibben,
konnyebben — és illoleg megjavitva, tokélyesitve okmutatvdnydt {bizonyitdsat} —
a dolog fenekére hatolva csipte meg a dolgot, jol vette fol, eszméje jo és — jol
kivive — nagyon becses, szép, egyszerii ...”" (1094/27).

Az algebrai egyenletek kérdése BOLYATIt élete végéig foglalkoztatta. Ezt tani-
sitja egy 1857. december 29-én keltezett sorsjegy. amelynek hatoldaldn (337/1) a
Cardano-képletet boncolgatja. Valamivel kordbbi lehet Janosnak az a révid nyi-
latkozata, amelyet egy 1854. februdr 19-i kelettel elldtott s a ,,szegények meg-
segitésére” felszdlitd nyomtatvdny hatulsé lapjara (1390/1) irt: .4 rangon foliil
semmire sem mehetni, semmit sem eszkozolhetni ugyan elég a gyokoket elég ki-
zelitdleg kifiirkészve, puhatolva .. ." meghatarozni,

Természetesnek érezziik, hogy BOLYAI JANOS irdsainak szdmos helyén fel-
tiinik az x™ —1=0 binomegyenlet. O ezt az egyenletet ,tiszta egyenler’-nek
(710/2) vagy ,,legegyszeriibb egyenletr”-nek nevezi (547/3). GAUSSnak a Disqui-
sitiones arithmeticaeben bemutatott kdrosztdsra vonatkozo tanulmanyairdl, mds
szoval a fenti egyenlet gyokeinek problémdjardl a legnagyobb elismeréssel ir:
~GAUSS ki az x™ —1=0 vagy tiszta egyenleteket is legelsé oldotta geberiil fol,
azt alsobb, ... egyszeriibb rendi tiszta egyenletekre vissza-vitel dltal, még pedig
kiilonds mélységgel, beldtdssal és rendkiviili fényes elmének csaknem mindeniitt
gyonydrii nyomait hagyva ..." (710/2"). Hasonléan meleg szavakat olvashatunk
egy mas alkalommal megfogalmazott nyilatkozatdban is, noha ennek végén mair
felvillantja sajdt gondolatait is: A geber egvenletek terén a miilt és jelen év-
szdzad oridsai sor colossalis nyidszai — milyek egy EULER, LAGRANGE, GAUSS

. — dltal tett szdmos szebbnél szebb . . . taldlmdnyok kizott a GAUSS dltali ge-
ber fololddsa az x" —1=0 legegyszeriibb egyenlemmek, vagy ha inkdbb tetszik
az x" V4 xm24 4xP 4 x+1=0-nak ... kétségen kiviil elsé rangii csillag
gvandnt ragyog. Mi megfejtése is ... ij nézetem szerént, kiilonds utakon is révi-
debben és egyszeriibben eszkizolhetd lesz” (547/3, 3"). BOLYAI véleményét nyo-
matékosabban hangsilyozza az x —1=0 egyenlettel kapcsolatosan foljegyzett
kovetkezd sorokban: ..... GAUSS elvei vagy nézetjei is mdsok vagy kiilonbiz-

nek az envimékiol; ezek sokkal egyszeriibb, rovidebb, . .., sobdsebb iiton vivén
célhoz.” (703/8). S végiil: ,,... x™ —1=0 eldleges fololddsdara mdr ugyan sziik-
ség van; de ezt is, nem csak ... ij, egyszerii elv szerént a GAUSSéndl révidebb,

kénnyebb iiton teljesitem: hanem egészen ij itakon is ..." (547/5).
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Ezek az idézetek azt érzékeltetik, hogy BOLYAInak valéban sikeriilt leegy-
szertisitenie GAUSS megolddsat. Ugyanakkor aldtamasztjdk Farkas 1831. junius
20-4n kelt levelének azt a részletét, amelyben tudatja GAUSS-szal Janos elhatdro-
zdsdt a ,,polygon-tedria” érthetdbb mdadon vala ismertetésére (1.2.8). Az iratok-
ban viszont nem sikertilt rdtaldlni az érthet6bb valtozat részletes kidolgozasira.
Mivel Jinos elég kordn, még az 1820-as évek folyamdn tanulményozta GAUSS
munkdjit, igy az akkoriban készitett jegyzeteinek elkalléddsdt megmagyaréizhat-
juk.

Még hosszan idézhetnénk az algebrai egyenletek megoldhatésagara vonatko-
26 jegyzetekbdl, de tigy gondoljuk, a bemutatott részek is j6l mutatjak, hogy a
geométerként ismert BOLYAI JANOS is sokat toprengett e fontos problémdn anél-
kiil, hogy tudta volna, hogy azt elStte vagy vele egy id6ben mar mdsok megol-
dottak.

6.4. A klasszikus algebra alaptételének
,,tiszta’ algebrai bizonyitasa

A klasszikus algebra alaptétele gy fogalmazhaté meg: Minden, legaldbb elsG-
fokt komplex egyititthatés egyismeretlenes algebrai egyenletnek van megolddsa
(gyoke) a komplex szamok testében. A tételt el6szor A. GIRARD mondta ki (bi-
zonyitds nélkiil), majd D' ALEMBERT adott rd egy nem il szabatos bizonyitdst. A
tételre az elsd szigord bizonyitds GAUSStOl szarmazik, aki azt az 1799-es doktori
disszertdciojaban kozolte, GAUSSnak ez is kedvenc témdja volt. Kés6bb még ha-
rom bizonyitdst is taldlt az algebra alaptételére 1815-ben, 1816-ban és 1849-ben.

Az elmult két évszdzad folyamdn GAUSS munkdin kiviil még sok mds szerz6
is bebizonyitotta ezt a tételt. Egyik nyilatkozata szerint maga BOLYAI JANOS is,
e+ hogy a gyok léte — frja 1844-ben — mit GAUSS 3-szor, CAUCHY egyszer, 1igy
tetszik OHM is, s én is tisztdn finom iiton régen megmutattam . .." (445/3%). Saj-
nos nem sikeriilt ennek a bizonyitisnak nyomdra akadni. Pedig léteznie kellett
valahol. Kiilénben nem irta volna BOLYAI egy mdsik helyen is, hogy: ,,... esz-
kdzilvén egyszer-s-mind a gyokok léte bizonyitvdnyjdr is, és nyervén erre nézve
is egy iij, még pedig kétségen kiviil legtartalomdiisabb utat és modot” (703/1Y).

Az alaptételt ,tiszta” algebrai liton még nem sikeriilt bebizonyitani. GAUSS-
nak is az algebrai eszkozok felhaszndldsa mellett igénybe kellett vennie az ana-
lizis vagy a geometria médszereit is. Ez mar BOLYAI FARKASnak is feltfint, s
bdr a Tentamenben a legnagyobb dicséret hangjin emliti GAUSSnak az algebra
alaptételét bizonyit6 hires értekezését, a Demonstratio nova-t, nem hagyja sz6
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nélkiil, hogy itt a tisztén algebrai tétel bizonyitasdban geometriai megfontolasok
is szerepelnek [10, 1:461].

Amint mdr lattuk, BOLYAI JANOS j6l ismerte a Demonstratio nova-t. Valészi-
niileg édesapjdnak a Tentamenben emelt kifogdsa sarkallta arra, hogy megkisérel-
je az algebra alaptételének tiszta algebrai bizonyitdsdt. Szdndékardl kéziratainak
két oldaldn (885/1, 1") taldlhaté német nyelvii jegyzete tandskodik, amelynek
cime: Egyszerii, tiszta algebrai bizonyitdsa a tételnek, hogy minden algebrai
(rendezett egyenlet legaldbb ete.) sima raciondlis egész fiiggvényt (kifejezés) eld
lehet dllitani egyszerii (vagy elsé fokii) tényezokbol.”

A cimet kdvetd szoveg nem vildgos. BOLYALI itt is emliti GAUSSt, aki elészor
bizonyitotta a tételt, tud arrél, hogy A. CAUCHY is adott rd egy bizonyitdst, s
hogy GAUSSnak létezik (akkor!) két tovabbi bizonyitdsa, de megjegyzi, hogy &
azokat nem ismeri.

BOLYAI JANOS foljegyzéseit egy 1846. dprilis 27-én keltezett katonai ok-
mdnyra irta. Bizonyitdsdt nem tudjuk kovetni ezen a lapon. Lehet, hogy a mate-
matikatorténetben GAUSS utdn 6 az els0, aki kisérletet tett az algebra alaptételé-
nek tisztdn algebrai eszkozokkel valé bebizonyitasdra. Nyilvanval6an nem tudott
arrdl, hogy erre GAUSS is torekedett,

Végiil egy djabb helyreigazitdssal tartozunk. P. STACKEL megemliti [106,
1:254], hogy Jinos egy céduldn sszedllitotta azokat a problémékat, melyekr6l
gy vélte, hogy meg tudja Gket oldani. STACKEL dllitdsat kés6bbi szerzék is
fonntartjdk [32, 242 old.], [127, 126-127 old.]. Amint mdr sz6va tettiik (2.5.§),
ennek a kis irdsnak a Marosvasarhelyen taldlhaté iratok kozotti felkutatdsa nem
jért eredménnyel. STACKEL egy madsik helyen [106, 1:277] azt frja anélkiil, hogy
allitdsdt megindokolna. hogy ez a cédula 1855-b6l valé. BOLYAI JANOS eddig is-
mertetett kutatdsainak szaimbavétele azt sugallja, hogy ez a vélemény kiigazitdsra
szorul. Mi is van a céduldn? Csak két pontjit emeljiik ki:

1. Valamennyi egyenletnek algebrai titon valé megoldasa.

5. Valamennyi fajtdjd torzsszdm véges alakja.

E két feladat megoldasat BOLYAI nem tiizhette ki magdnak 1855-ben. Az
el6z6 (6.3.§)-ban lattuk, hogy mér az 1850-es évek elején tisztdban volt a maga-
sabb foku algebrai egyenletek algebrai magoldhatatlansagaval. Akkor 1855-ben
az 1. feladatnak szdamdra mdr nem lehetett értelme. A (4.3.8) és (4.7.8)-okban
pedig megmutattuk, hogy BOLYAI JANOS mdr elGbb meggy6z&dott arrdl, hogy
sem a kis Fermat-tétel, sem a Wilson-tétel nem szolgil ,,excelleng” kritériumnak
a primekre vonatkozdan, (Igaz, hogy a Mersenne-féle szamokkal még 1855-ben
is kisérletezik (4.4.§).) Az (5.4.§)-ban pedig lathattuk, hogy a komplex primek
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leirasa teljes mértékben sikerrel jart neki, vagyis ezeket mdr nem kellett kutatnia
1855-ben.

Kovetkezésképpen ez a cédula jéval kordbban keletkezhetett, mint ahogy
STACKELné!l olvashatjuk.




7

A két Bolyai matematikai tartalmu
leveleibol

7.1. Néhany mondat a levelekrol

A két BOLYAI levelezésének tekintélyes része mar kozismert. Sok Bolyai-levél
JAKO ZSIGMOND [17, 375-421 old.] és kiilonosen BENKO SAMU [6, 11, 20] gon-
dozdsdban jelent meg s az 1952-ben (j lendiilettel megindult Bolyai-kutatdsban
fontos szerephez jutott. Nélkiilozhetetlen és hiteles forrasokkd valtak a Bolyaiak
élete €s munkassdga tobb, addig ismeretlen mozzanatinak megvilagitisiban. A
levelek kozlésével BENKO €s JAKO nagy szolgdlatot tett azoknak, akik az utébbi
évtizedekben érdeklddéssel kozeledtek a két BOLYAI felé. A kutatdk szdmos tu-
domdnyos munkdban hivatkoznak ezekre a levelekre, mert segitségiikkel jobban
megérthetjiik a két tudés-matematikus hétkoéznapjait, mindennapi gondjait s az
dket foglalkoztaté problémakat.

A napjainkig feltart levelek csak elvétve tartalmaznak matematikai széveg-
részeket. A kozreadok nem lévén jaratosak a matematikai ismeretekben és tartva
a szaknyelv buktat6itdl, érthets, hogy Keriilték a matematikai természetii fejte-
getéseket. Ha meégis villalkoztak ilyen levelek kozlésére, néha bdnté elirdsok
jelentek meg a kozolt szovegek képleteiben [17, 413 old.], s ezaltal a szakma
mivelGi részére azok hasznilhatatlanok maradtak.

A kéziratos hagyaték djboli attanulményozdsa sordn t6bb olyan ismeretlen
matematikai targyd levél is eldkeriilt, amely nem keltette fel a kutatok figyelmét,
vagy amelyeket egyszeriien melldztek. Nem is csodidlkozhatunk ezen, hiszen eb-
ben az esetben a Bolyai-levelek kibetiizése alkalmdaval nemcsak az dltala hasznalt
sajdtos elnevezések €s jelolések megfejtésével, de a szévegekben rejlé matema-
tikai tartalom megértésével is meg kell birk6znunk. A BOLYAI JANOS dltal beve-
zetett olyan szavak mint ,okadat”, ,,mértdrs”, ,tevo-" ,vevi-nyi” el6szor még a
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szakember szamara is kiilondsnek tlinnek. Az ilyen fogalmak nem érthetSek meg
a szovegekben rejlé belst Osszefliggések kihdmozdsa nélkiil.

Az itt kovetkez$ tizennyolc levél koziil négyet Farkas kiildétt Janoshoz, a
tobbit pedig Janos irta apjanak. Ezck a levelek jorészt csupa ténykézls, szaraz
irdsok, némelyiket kisebb értekezésnek is tekinthetjiik, de szinte mindegyik tar-
talmaz apro tandcsokat, néhdny személyes vonatkozdsu kozlést is. ,,Sziivasin k-
szoném a herpesre nézti tudakozoddsr” — kezdi levelét BOLYAI JANOS s aztdn né-
hany sz6 utdn nyomban rdtér a targyra: ,.Az pedig, hogy ha p prim, ..." (746/1).
Farkas pedig el6szor azt kozli fidval, hogy: ,,A templomban hosszi prédikatzi6
alatt hajdonfén Grippet kaptam ... " s csak azutin kérdez matematikdt (1358/1).
Azt is kiolvashatjuk a levelekbdl, hogy sokszor felkeresték egymdst, tehdt nem
megalapozott az a vélemény, amely szerint miutdn ismét egy virosban éltek,
kertilték a talilkozdst s csak levélben érintkeztek [6, 94 old.]. A mindeddig is-
meretlen levelekbdl éppen azt olvashatjuk ki, hogy gyakran felkeresték egymadst.
Idézziink csak néhdny mondatot ezekbdl: .,... holnap délutdn oda is iigyskszém
o vagy JAddig is mig magam oda mennék ... — irja Janos, Gyakrabban sze-
rették volna egymadst ldtni, de néha ez valamilyen akaddlyba {itk6zott. Milyen
szépen menti ki magat Janos: ,Nagyon kdszéném a megldtogami kivdndst. De
csak gy, hogy legkisebb alkalmatlansdggal se tarténjék, kivdlr ezen mostoha,
vad, zordon, savanyi, kellemetlen s egészségtelen iddben, barmint kivanndm is
kiilénbon taldlkozni . ... Megldtogatnilak, de nem merek akkora iithoz fogni”
— panaszkodik az id&s Farkas. frasaik eldruljak, hogy szdmos matematikai té-
mir6l beszélgettek, amelyeket aztin levél formdjdban is rogzitettek. Megtortént,
hogy az djboli taldlkozdstdl csupdn egy nap vilasztotta el dket, gondolataikat
mégis megirjak egymasnak.

A Bolyaiak életrajziréi szamtalanszor felrottdk, hogy leveleikr6l hidnyzik a
megszOlitds és végiikrdl az tidvozlet meg az aldirds. Lehet, hogy ez az eljérds szo-
katlan az olvasonak, de nem feltétlentil a levélirék kozotti bardtsdgtalan viszony
tiikrzdje. Olvassuk csak a leveleket!! Hangvételiik szépséget, egymas irdnti ra-
gaszkoddst, féltést, tiszteletet sugall. Egy matematikai dolgozat nem kezd&dik
feltétleniil a megszdlitdssal és nem végzadik bucestizkoddssal. Kiilonben is frdsai-
kat rendszerint visszakérték egymdstdl, gy ezeket nem annyira leveleknek, mint
inkdbb sajit maguknak készitett jegyzeteknek tekinthették. A megszdlitas akkor
pedig folosleges.

Feltind, hogy Jinos az apjdnak kiildott levelekben nem a mds kéziratlapo-
kon el6szeretettel alkalmazott, maga dltal alkotott betiiket haszndlja. Ugy ldtszik,
nem akarta terhelni apjat, ezért leveleinek fogalmazdsakor megelégszik az dbécé
szokédsos beifiivel. Leveleinek nagy része gondosan elkészitett, szépen lemésolt
szoveg. Azért eléfordult néha, hogy ,nyakra-fore sietve” csinydn ir apjanak. ,,A
kiildéitt demonstréiciom bdr is nitil irva” — ismeri be egyik alkalommal (1014/1).
Miskor, ha til sok a tennivalGja, nem ér rd rendbeszedni gondolatait. ,,Ez egész
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demonstrdciokat — irja — lehet s kell szép logikai renddel kiilonbizé oszidly s
aloszidalyokkal eléadni: mire most nem érkezem™ (495/2).

A kozlendd levelek koziil az elsét 1844-ben Domaldon frta BOLYAI JANOS, az
utolsék Marosvasdrhelyen keletkeztek 1855-ben. Elég sok gondot okozott tébb
levél keltezésének a megdllapitdsa. BOLYAI FARKAS gyakrabban irt idépontot a
leveleire, de néha 6 is elmulasztotta ezt. Bizonyos esetekben a levelek tartalma
vagy valamilyen eseményre vald utalds a levélben elég jol eligazit, megtortént
azonban az is, hogy a ddatum megdllapitdsara vonatkozo kisérletiink nem jart si-
kerrel. Egy id6rendi sorrendet mégis feltételeztiink s ennek alapjin helyeztiik a
leveleket egymads utdn.

Apa és fia egymasnak irt, most napvildgot 1dté levelei — harom egyes rész-
leteinek kivételével — eddigelé kiadatlanok. Koziiliik tobbél idéztiink kisebb-
nagyobb részleteket a kdzelmiltban megjelent vagy sajté alatt 1évé tanulmdnya-
inkban [63, 64, 65, 606, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76] s természetesen
konyviink el6z6 fejezeteiben is. A leveleket most a hagyatékban megtaldlt forma-
ban — egy kivételével — teljes terjedelmiikben adjuk kdzre. Az frdsok a két Bolyai
szamos gondolatat meg@rizték szdmunkra. Ha Jdnos nem levélben vilaszol ap-
ja kérdéseire, akkor ma igencsak szegényebbek volndnk az Gket foglalkoztatd
matematikai problémdk ismeretében.

A levelek nem egyformdn értékesek. Van koztiik olyan, amelyet kénnyfi ol-
vasni, s egyben sok felviligositdssal szolgdl, de akad olyan is, amelynek fogalma-
zdsa nekézkes, koriilményes és nem sok adatot tartalmaz. A mdr az eléziekben
feldolgozott, értelmezett levelek mellett néhdnyat most minden kiilondsebb ma-
gyardzat nélkul kozliink, remélve, hogy tanulméanyozdsuk fgy is hasznos lesz az
olvasénak és a késdbbi id6k kutatoinak.

A legtébb levélben szdamelméleti kérdésekkel taldlkozunk, de a matematika
mds dgaihoz tartozéak is eldfordulnak kozottiik, BOLYAT JANOS sokoldalisagat
bizonyitjik az algebra, a geometria €s az analizis kérdéseit boncolgatd levelei.
Szdamos levél elolvasidsakor sajndljuk. hogy hidnyzik a befejezése. Egy gondolat
hirtelen megszakad, s nem tudhatjuk meg a folytatast. Ez a mas kéziratlapokkal is
elég gyakran elGforduld jelenség mindig nehezen elviselhetd a kutaténak s nyil-
vinvaléan az olvasénak is. Még fdjdalmasabban érint BOLYAI GERGELY 1884-
bél vald irdsa, amelyben megvallja, hogy Jinos és Farkas sok matematikai tar-
talmi levelét megsemmisitette, mert nem itélte mélténak az utékor pillantdsdra.

Ugyancsak pétolhatatlan (irt jelent a Bolyai-kutatds szamdra azoknak a leve-
leknek a hidnya, amelyeket Janos Bécsbdl €s fiatal tiszt kordbdl intézett apjihoz.
Ezekben feltehetden részletesen beszamolt geometriai rendszerének megalkota-
sarél. Sajnos éppen ezek a tudomdnytorténeti szempontbél legfontosabbak tlintek
el nyomtalanul. A levelekrdl csak annyit tudunk, hogy léteztek (hisz, amint Ja-
nos a nevezetes temesvéri levelében (1565/1") apjanak megirta: ,mindaz, valamit
eddig kiildortem, tsak kdrtyahdz a toronyhoz képest”, arra enged kovetkeztetni,
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hogy valéban voltak még olyan levelek, amelyeket még nem ismeriink), de ami-
kor a tudomédnyos kutatds figyelme rterel6dott a Bolyaiak kéziratos hagyatékidra,
mir csak a temesvdrit sikertilt meglelni [20, 24-25 old.].

Nemecsak Jdnos ifjikori levelei tiintek el végleg, de t6bb id8skorabdl szarma-
26 levelet sem taldlunk. Eppen az dltalunk bemutatott leveleket olvasva tdmad
sokszor hidnyérzetiink, mert benniik mindegyre olyan, mas levelekre valé hivat-
kozdsokba titkoziink, amelyeket hidba kerestink.
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7.2. Bolyai Janos levele apjahoz

Kedves Edes Atydm!

Orommel olvasdm, hogy a ldz elhagyd (még emliteni sem szeretem): nem is
hiszem, szokott diaetdja mellett sokszor jott volna eld; még szdamot sem kell rea
tartani: de a szilva evéstol mégis kivalt ebéd el s késébben ebéd utdn is (lega-
labb az én természetemrol itélve) jo lesz Magdt évni, ha csakugyan bizvdst kévdn
enni, legartatlanabbnak gondolom mindjart ebéd widn néhdny szemet: ne vegye
rossz néven ez emlékeztetést, mert bdr jol tudom is, hogy életrendre nézve nem
sok sziiksége van senki tandcesdra; de véges lény (nem-isten) egy sem tud min-
denkor minden az eldtt tudottat egy elevenséggel: azért (az ember magdt kénnyen
elfelejthervén) jo tandcs soha senki szdmdra nem folosleges.

En elhatdrozam magamban (bdr nem rémest is szolalok meg, iigy mint (a
nyelv miatt s egyéb-ardnt is, ha nem a legalso alapokon kezdem a Kegyed, Gauss
s akdrmelyik legtisztdbb szellemii hellén Sinnjével {érzékével} természer szerint
erdsen atyafias mad de mégis wj modon, olyan, melyet 16bbé nem hiszek soha
szitkség legyen megiijitni — mig mdr meggyozodik a tettel nemsokdra, ¢sak az a
kérésem, egyfeldl higgyen azaz ne legyen rossz véleménnyel irdntam, mdsfeldl

P

pedig ne higgven semmit meggydzddés nélkiil — nem hidba fdaradtam!

Kegyed egy nevezetes nagy epochdat {korszakot} csindlt Euklidtdl fogva: oly
vezetdnek drvendve (miért drok hdla Istennek s Kegyednek) tlé volt bevégeznem
magam nem lehetek megelégedve), hogy eldlidaroul s némi eld-izletiil bocesdssak
eldre haladék nélkiil mihelyt Kolosvdrrél vissza keriilék hovd mdr 16bb okbdl
nem meheték el {udlagos oldaljegyzet) magvarul is (gondolom a magyar tudds
tdarsasdghoz kiildenddiil), németil is (mint Gaussnak kiildenddt) egy kis terjedel-
mit munkdt kovetkezd cim alatt, mint az o< kicsi, Leibnitzistdk rossz stylusukkal
szolva differencidljat azon rengetegnek, mely madr szdndékozok a koz-jora vildg
elébe adni, némi jeléiil annak, hogy kordnt sem aludtam el életemet, s nem va-
gyok azon meg-vettetésre mélto, millyel némelyek hdt megett illetnek, Csak az a
Jatalis koriilmény szir, fitr most is, mi tanim kiaddsdtol eddig is mind el-tartott,
hogy a tan még TOKELYES rendben, idomban nincs, vagyis mig kijelelése is
nem tokélyes. Bdrmily tikélyesen tudja is az ember maga mind értésre, mind
kijelelésre nézve, de ha az olvasot is meg nem bardtkoztatta még a helyes nyelv-
vel, oly mint mikor egy dardzsfészekbe nyul az ember. Hagyva most a nyelver
mellyel is azonban, melyet igy neki tartok a leg>szerii és kozjaro hatdsabb szer-
nek s raldalmanyim koziil a megirandé (erdsen tdagas) korldtok kozétt, mint minden
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18. abra (445/1)

tannal s — tikélvessel birok csak isten jo akaratja szerint per se érdem henne
gy nines, mint 3 véka biizanak, hogy tobb két vékdandl. Kolosvdrra is megirdam,
hogy buzgon igyekszem, némi figvelmet (azaz hirt nevet) nyerni, hanem figyelmet
érdemld dolgokar tenni, ezt pedig esupan a kézmiivelddés jo terjesziésére, emelé-
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sére (tehetség szerint) s azaltal a kiizszeretet lehetd megnyerésére de (vissza térve
levelem fonaldra) hagyva most a nyelvet, a dologban magdban is alig tudok meg-
szélalni, hogy egy egész nagy sereg odatartozo ne tolja magat eld, mit kihagynom
is bajos. Szinte mdsodpercenként omlik a mind iijabb mélyebb beldtds s az elme
hova tovdabb a gyakorldssal erdsiilve konnyiil és a mit régen magam sem hittem
(oo-nek tartvdan az tido-tan mezejét) mdr ott dllok, hogy reménylem, hogy nem
sokdra (jeleni célomhoz képest csaknem kifogom meritni bizonyos kijelelendd td-
gas korldatokon bel6l az iddtant is. Az integrdlistanban is témérdek iij, kinnyd,
tiszta tanom van: de (min is csoddlkozni fog) a varidcidtant, 16bb mds utakon
kiviil, elég furcsdn egyszeriien, konnyen, kdzonien {dltaldnosan} semel pro sem-
per {egyszer s mindenkorra} vgy oldottam fol, hogy csak gyermek-jdték, de most
ezeket is hagyva Kegyednek, mint a dicsé URANIA hiv cliensének {iigyfelének}
egy kis dromaot szerezni kivano balzsamul egy néhdny foladar megfejtését irom
meg ide rdviden, mely ugyan (mint Kegyed is jol tudja) egy a leg>bogok kiziil s
melyrél egy EULER, LAGRANGE utdn még egy GAUSS is (a fildgimbnek tand-
szainak s az évezredeknek egy oly kolossza, herkulese) igy ir a Dem. novdban:
we .. POSE tor tantorum geometrarum labores perexiguam spem superesse ad re-
solutionem generalem aequationwm algebraicarum uniquam perveniendi ita ut
magis magisque veri simile fiat, talem resolutionem omnino esse impossibilem et
contradictoriam hoc eo minus paradoxum videri debet ... Forsan non ita diffi-
cile foret, impossibilitatem jam pro quinto gradu omni rigore demonstrare , .. "
A Disq. Ar. ban ismételve 643. lapon: ,,Constat omnes summorum geometrarum
labores, aequationum ordinem quartum superantium resolutionem generalem in-
veniendo semper hactenus irritos fuisse et vix dubium manet quin hocce proble-
ma nostram analyseas hodiernae vires superet, quam potius aliquid impossibile
proponat”, s midén & Maga méltdn oly nagy becset tulajdonit mdr az x™ — 1=
=0 resolutiojdanak (mi is nem esak az én gralis médomon megesik, hanem kiilén

titon is erdsen konnyen roviden) s mindenként minden esak valamennyire jdrtas
mathematikus eldtt elég evidens, mily rengeteg becse van a kivetkezd tannak, mi
dltal (mint egy befejezé tannal némely egyebek mellett az egész algebra kivin
teljesen meritve — mit szdndékom is tenni — minden egyéb tanom jeleninek eré-
sen hiv testvére lévén, s vele mind egy szellemii lévén, egy luiron pendiilvén) sok
egyebel is létesitettem, mit Gauss lehetlennek declardlt. Mdr a dologra (,,ne vero
hoc inepte” {hogy ne tegyem ezt ostobdn} ). Hogy bdr bemenni szdndékozvdin
is Vasdrhelyre, most irok, oka az, hogy (megvallva) mdr szégyenlem tobbszor
tandlkozni Kegyeddel magamnak tévén szemrehdnydst mig valamit nem muta-
tok. Jeleni tan elgondoldsa pedig nem volt tébb néhdany mdasodpercnél, miutdn
mds csakugyan természetes bajok, de nehéz, méjj és nem egészen drhatott utakon
sok élességgel és elme-feszitéssel probdlta, (mint tették kétségen kiviil a tisztelt
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emlitettek is, noha ott nem hiszem jdrtak volna), mihelyr e gondolat elmémbe ot-
lét: azonnal néhdny mdsodperce alatt (mint irdm) azt is ldttam, hogy meg van.
Legyen tehat ez, mint a nap foljottének a hajnal tiizes pirja eldjele annak mik,
ha isten tovabbra is kedvez jeleni miitkédésemnek, nemsokdra kovetkeznek. Mdr
megdicsekvém ime itt van.

MINDEN (RENDU) ALGEBRAI EGYENLETEK (KOZONI) ALGEBRAI
FOL-OLDASA MODORJA (UTJA) (a O-rendiit kivéve).

Megcdfoldsdval egy (RUFFINI dltal) az ilyettevés lehetlensége mutatdsdnak
(hogy a gyok léte (mit G. {Gauss} 3-szor, Cauchy egyszer, iigy tetszik Ohm is, s
én is tisztdn finom iton régen megmutattam), ez dltal dnkényt egy ij iiton eo ip-
so {magdtdl értet6déen} megmutattik: meg-ldatszand. Egyébardnt e demonstrdcio
erdsen egyszert, rovid, kénnyi, gyonydrid (mit hiszem, hogy sem Kegyed, sem
G. csak szora nem hiszem, vagy azt mondand akdrmelyik ily igéretre tréfdsiil
szolva), hogy ha azt megteszem: vardzsolni tudok.

Mdr a dologra!

Legyen m akdrmely tevé-szdam (tettleges szdm, latinul numerus positivus) 1-
et foiil haladd és legyen a, b, ¢, ... kdziil mindenik, vagy akdrmi véges nyi
{mennyiség} vagy 0, s ezeknek hdanya = m; tovdbbd legyenek

—a—b—c—...=A
ab+ac+bc+... =B
—abe—...=C

ismeretesiil lesz, akdrmennyi legyen x (it mind véges nyit érive),

(x—alx =B —c)...=x" + A" L4 Bam 24 C x4,

. akdr-

ezen fii x-tol fiiggd (latinul functiv
melyikéhez, vagy is a, b, ¢, ... nek mindegyike azon fliggor, mely legyen rivid-
ségért = X, 0-vd teszi (ezen egyenleter X =0 kielégiti, vagyis az illetlen latin név
hiv forditdsdval, gyik(er)e ezen egyenletnek).

Legyen rovidségért, egyszeriiségért egy idomiisdagért jobb izléssel s minden
tekintetbeni jegyi tékélyesitésérr +1, s =1 a V=1 becseinek (melyeknek éppen
tigy lényt lehet és kell megfeleltetni, mint a tevd s vevd nyiknek {pozitiv s ne-
gativ mennyiségl (az utobbi latinul quantitatis negativa) jegyei, s neveztessenek
itt mind a + mind a — nyik sima vagy egvenes, mind a + mind a = nyik pe-
dig pontos — vagy mellék — vagy oldalas — nyiknek (melyekrdli t0kélyes és teljes
tanomat is nemsokdra szandékozom kdzre-bocsdtani).
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Ezen magyardzatok utdn azt dllitom, hogy ha egy szorzat =0, akkor is, mikor
a szorzat ,, p+q" {p+iq} idomiak, vagy elegyek is lehetnek (p is q is sima-nyit
Jjelentvén): valamelyik szorzé =0. Mert ha (p +q)(r +5)=0 (r is s is sima nyit
tévén): gy ismeretesiil (pr —qs) 4 (qr+ ps)=0 tehdat pr —qs=0, gr + ps=0, s
az utolso egvenlet r-rel, az elétte valdt s-sel szorozva, s az utobb szdrmazott
egyenletet az elébb szdarmazotthdl elvonva, ered (r* +s2)q =0 és igy vagy 2+
+52, tehdt ris, s is s végre r+s Is (mely az egyik szorzd), vagy q =0, mi utébbi
esetben az elobbi pr —qs=0-1, r-rel, a qr + ps =0-t s-sel szorozva, s a két iij
egyenletet summdzva lessz

A levél (445/1, 1Y, 2, 2", 3, 3", 4, 4") Domadldon 1844, szeptember 2-a utin
irédott. Erre a kolozsvari és vdsdrhelyi utazasokkal kapcsolatos utaldsok alap-
jan kovetkeztethetiink. Amint ismeretes [6, 17 old.] BOLYAI JANOS meghivast
kapott a magyar orvosok €s természetvizsgdlok 1844. szeptember 2-dn (421/1Y)
kezd6ds kolozsviri nagygylilésére. ElGaddsra kérték fel, s 6 ,,buzgon” igyeke-
zett . némi figyelmer nyerni”. Sajnos a nagygy(lés végiil az 6 részvétele nélkiil
zajlott le. Err6l taniskodik oldaljegyzete a 445/1Y lap szélén: ,hovd mdr tébb
okbdl nem meheték el”, amellyel levelét kiegészitette még mielGtt postdzta vol-
na. Milyen nagyszerii alkalom lehetett volna szdmdra, ha a domdldi magdnybdl
W kiizszeretet lehetd megnyerésére” legaldbb egy kisérletet tehetett volna.

BOLYAI szinte minden irdsdt szdmos betolddssal tarkitotta. Levelének elsé
oldala (amelyet fakszimilén 1s bemutatunk) jé példa erre. Az eredeti levél miso-
dik bekezdésének 2. sordban taldlhaté jel azt mutatja, hogy a gondolat a lap aljin
folytatédik. Ennek masodik sora végén egy djabb Bolyai-jel arra utal, hogy az
oldaljegyzet kovetkezik, aminek végén is van, most mar egy harmadik ,,jegy”,
amelynek alapjdn a befejezd részt akkor olvashatjuk el, ha a levelet 180°-kal
elforditjuk.

Az ilyen betolddsok néha koriilményessé teszik az ris folyamatos olvasdsat.
Atirdsunkban példdul a masodik bekezdés els6 hirom szavival kezd6dé mondat
folytatdsa kilenc sorral lejjebb taldlhatd, vagyis igy hangzik: ,En elhatdrozdm
magamban, hogy elljdroul s némi ...".

GAUSS Demonstratio nova és a Disquisitiones arithmeticae-bdl idézett
hosszu latin szovegek BOLYAI dltal készitett magyar nyelv( forditasaival vagy
sdrtevései”-vel a (6.2.§)-ban taldlkoztunk.

A levélbdl tobb helyen — (1.2.8), (2.3.8), (5.4.8), (6.2.8), (6.4.§) — idéztiink.

Végén csonka, nincs befejezve.



154 7. A KET BOLYAI MATEMATIKAI TARTALMU LEVELEIBOL

7.3. Bolyai Janos levele apjahoz

Ujabbi levél-kiildésem, se levelem hossziisdgdn ne botrankozzék meg: olvassa
végig csendesen s figyvelemmel (nekem is meg-lévén magam sérelmei) a kériilmé-
nyek dltal magat térténetesen eléadott mathesisi részt is kiiléndson, midon az
(mennyiben hirtelenséggel rovidre lehetett) nem csak egy felol azon kivdnsdaga
szerinti, hogy ldamd valami jelét, hogy élek még: hanem azon mdsik kivdnsdgd-
nak is eleget teszen, miszerint az imagindriumokroli tanjdanak (theoria) alapos
és kdriilményes (en detail) megcdfoldsdt kivanta 1obb (zben. Ebbél most erds re-
ményem szerint (2-2=4 mddra) mulhatlanul meg fog teljesen gyézddni, hogy
(bdr is az eddigi mddja, egy elsd itnak, probdnak kitiing szép elmére mutatotr)
az imagindrivmokroli tanja ingo gyenge alapra s nem elég kériiltekintéssel (cir-
cums) sectio {beosztas}, circumspicientia {vizsgalat}) megfontoldssal s a dolog
erébei beldidssal, hatdssal van épitve s teljességgel meg nem dllhat: a dolog lé-
nyege kissé méjjebben van (bdr (s nem erésen méjjen), és egyebiitt; én ott maga
helyén kerestem, és meg is kaptam szerencsésen még 831-ben.

Botlani (mint a legiigyesebb dexterusbh {jobb}, habilisebb calculistdanak
{tigyesebb szdmitonak} is) emberi dolog; a hibdt megldtni észre venni iigves em-
beré; megismerni becsiiletes szerény és nemes joszdandéki emberé; s nem hogy
szégyen volna: hanem dicsds(ség); s épen meg-nem-ldni tudni vagy akarni lenne
(egyvébardnti eline mellett) szégyen s <-ség.

Jeleni tdrgy is, bdrmi rivid is, mint per se (a G. {Gauss} nyilatkozaia, elis-
merése, itélete szerint is, s minden derék mathematicusé szerint) egyik legfonto-
sabb, sarkalatosh dologra nézve az egész tanban, Kegyednek oly rég dta és oly
vakmerden (az enyimnek, elméni (iigy) hitt s rdfogott, vagy képzelt gyengiilése
dllitasdval, megvetése, legyaldzdsa, mocskoldsa mellett, noha a végin csak an-
nak kell drdkre meg- és fon-dllni mint Kegyed is rd-fog-térni-) erdsitett tanjdt
egyszerre végképpen le-onto, nem keveset ér, s reményben Kegyed is mdr most
ily aprora ki-fejtve, meg-becsiill.

Egyéebardant mind ennek a veleje mdr a Dissertatiomban {célzis a Responsio-
ra} is meg volt, mennyi tudniilik elég a Kegyed modjdval ismeretes és figyelemmel
s jo combinatioval s alkalmazdssal biré olvasonak. De sok szerencsétlenségre
véltt mar az, s eredett abbdl (mind tanilag, mind egész lelkiiletet véve), hogy
Kegved elejétdl fogva nem nézte jol meg a levelemet, s alig dtfutva, félre vetette,
s anndl fogva sok legfontosb s derekasb tanimat is egészen félre s nem értette, s
megvetette mibél azutdn sok erdsen kedvetlen penna- s széharcok (logomdchia)
{kéros bobeszédiiség} kerekedrek.

Jeleni példabadl is gydzadjék meg kegyed, hogy ndlam (oly régaéta dllhatato-
son, lelkiismeretesen, auf Tod und Leben {Eletre-haldlra} neki fekiidvén) meg is
van rdgva s emésztve holmi tokélyesen ki-téve azt, mirél magam ki-jelelem, mi hi-
dnyzik, s az kordnt sem emberi erdt foliil-halado dolog, ezt dllitni absurdum, mert
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én soha olyan transscendentaleval nem bajlodom, minek ne lehessen ember em-
bere s mds jozan termett ember is éppen iigy képes jol ldni s olvasni a természet
(nagy konyvében) -ben mint én, ha elfogulatlanul nyitja ki a szemét, s hizamosan
rdfiiggeszti. Minden isten akaratja szerint van, s nincs egyéb dics, érdem, mint
az on-érzet, s a mdsok mitvelddése s boldogsdga elémozditdsa s emelése tudd-
sabol eredd bel-jutalom (mint millié mdsanak nincs semmi érdemes dicse, hogy
> | mdsdndl); az pedig tiszta, drtatlan gyanyar.

Egyébardnt jeleni levélben még (fajdalom!) kellett lenni a jo mellett kedvet-
lennek is, hogy még egyszer akaratom szerint utoljdra, vagyis befejezdleg) kese-
riiségemet és ebbéli tudatomat Oszinte kijelentve, konnyebiiljek s csendesedjem.
Nincs mod, hogy jeleni levelembeni folvilagositasok s kifejtések utdn (mind az
engem mikor nem is gondoltam volna, oly méltatlanul sérté s <bitni kivdané, An-
talnak irott, de mellékelt levele irdnt, a tibbi melvek mind oo tonusak s az én
Antal eloui becsiiletem, tekintetem s nyertt joindulatom lerontdsdra s engem ki-
rekesztésre célzok voltak, nem is emlitve mind pedig egyebekre nézve) nines mod
mondom, hogy dt-neldssa s meg ne ismerje, hogy bizony én is sok méltatlansdgor
szenvedtem Kegyedtdl minek egy jo nagy része (tabbként) most az Antal haldla
utdn jove (hihetoleg nem vart képpen) vildgossdagra: de el-tilttek s legyvenek el-
Seledve! toltsiik kedvesebb foglalatossaggal a becses idot s ne rontsuk magunkat
is egymdst rontani akarvi.

Egyébardnt, az (Kegyed dltal célba vett) osztdily bevégzéséig (végre-
hajidsdig) is legegyszeriibb, tisztdbb, egyenesb, illobb, igazsdgosb s természe-
tesbnek tandlom engem minden (pénz- s naturale, ha ez nem tétetinék pénzzé)
Jjovedelembdl, mint harmadost, részeltetini de én nem tirvénykezem s izetlenke-
dem, ha lehet, kivdlr az apammal. Kegyed lelkiismeretére bizom.

Gergelyt pedig nincs mért illé gondoskoddsom [diil félteni, hogy meg nem él,
mert & tigves ember s életre valé jo gazdanak indult (éppen mivel nem 6li magdt
a ... {itt megszakad}.

Harom apré zold szind lapocska mindkét oldaldra (740/1, 1Y, 2, 2Y, 3, 3Y)
irt levél (vagy fogalmazviny). Azért iktattuk a matematikai targyu levelek kozé,
mert az imagindrius szamokkal kapcsolatos.

Keltezés nines rajta, de abbdl, hogy az Antalnak frott levelet emlegeti, kdvet-
keztethetiink arra, hogy azt nagybatyja, BOLYAI ANTAL 1845-ben bekovetkezett
haldla utdn frta. Ui. ekkor keriil Janos kezébe Farkasnak az a levele, amelyet
Geeséhez, Antalhoz 1838, mdrcius 19-én irt.

E levélbdl hosszan idéz BENKO SAMU is [6, 86-90 old.]. Egy lényegtelen
elirast kell csupan kijavitanunk. Az idézet elsé része [6, 88 old.] nem az 1124
jelzet(i kéziraton, hanem a 740/1" jelzetd oldalon taldlhaté.

Ez az irds enyhébb szovegezésti, mint a JAKO [17, 389-390 old.] és STACKEL
[106, 124-125 old.] dltal kozblt fogalmazvanytoredékek (739/1).
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7.4. Bolyai Janos levele apjahoz

gyonyariibb, diis aratdssal példdul (mi megint fol-ér magdval a ()0 val {kor
négyszogesitéssel}) a MONTUCLA dltal méltdn dicsért MASCHERONI a geo-
metria constructiokat {geometriai szerkesztéseket} csupa kor-irdssal it és nagyon
szépen, elmésen viszi ugyan véghez: de egyfeldl folteszi a 11-dik elvét, mdsfe-
ol a lapit melyen miikddik, s még egy 3-dik s 4-dik hidny is van. Nekem pe-
dig a Vildgon semmi sem kell (!1!) és igy, példaul foltéve a OO hatdsdt a O
azon gyonyori tulajdonnal bir, sajdt magdhoz = Oet csindlni tudni. Recte! {Igen!
Helyes!} , hogy (O végesen #0O nem lehet, s t6bb afféle, rég megbizonyitottam.
Amit pedig a log nat functio tdrgyrol mondottam, oly bizonyos, mint 2-2=4;
{néhdny sz6 hidnyzik a laprél} s folér némileg megannyi (OO-vel. a -t ma-
gat még, irott akaddlyom miatt nem igagithattam el; de csalni nem igen szokott
tapintatom avval biztat, hogy az is ki-jo; sot még oo sok egyéb afféle. Mostan-
sdg csaknem az egész mathésis minden régidt el- {hidnyzik a levél egy részlete}
tobb egyéb lényeges iij {néhdny sz6 hidnyzik} némi ezt illetdt lathat. Nagy ta-
niisdg volt a Newton {olvashatatlan}. Ezt anticipdlva, nyakra-fére iram, tartva
tile, hogy kiilonbon igen hdtra halasztom: mdr vdlaszlok a kiildottok rendje sze-
rint pontonként. De még egyet: rogton vdlaszoltam volna, ha beteg ne legyek: de
mdr néhdny hét éta bajlédom, vagy kétszer éppen veszélyesen is lévén, de a ha-
talmas Priesznitz mddjdn (6rok hdla a testi egészség ezen nagyszerii nomaos hose
¢és X tussdanak!) befogva mind a hatot. Isten utdn némileg jobbacskdn lettem, s
reménylem mdr nem sokdra helyre allok: minek irdasdval nem is alkalmatlankod-
ndm, ha nem érezném kotelesnek magamat megmenteni hosszas hallgatdsomért
és ut incassum aut perperam me jactavisse, mihi quidquam arrogavisse, vanas
exercuisse minas, gemitusque immanes ciendo murem ridiculus peperisse ne vi-
dear {ne tiinjek gy, hogy hasztalan és hamisan biiszkélkedtem, magamnak olyan
érdemeket tulajdonitottam s megalapozatlanil fenyegettem €s dridsokat nyogve
egy nevetséges egeret sziiltem}, s mds

Levéltoredék egy kis cédula két oldaldn. Elején és végén csonka. A kézirat
(741/1, 1Y) fels6 része hidnyzik, azért nem olvashaté az oldaljegyzet egy része
sSem.

Keltezését nem sikeriilt megéllapitani.

L. MASCHERONT (1759-1800) neve gyakran feltiinik BOLYAI JANOS kézirata-
in. Miive a Geometria del compasso (Pavia, 1792) francia forditisa BOLYATI sajat
tulajdona volt. Ez a levéltéredék tandsitja azt is, hogy Janos olvasta J. MONTUC-
LA matematikatorténetét.
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7.5. Bolyai Janos levele apjahoz

A kivdnt folvildgositasra, kizmegnyugtatdsunkra és a tdargyak annyiban,
ezenneli bevégzésére s részint csoddmban és szinte rémiilésemben az utébbi leve-
let — melyet az eldtt, mdr ismerve lényegét, megvallom csak futva vagy kénnyiisze-
riileg néztem dt — még tegnap estve figyelmesebben vagy aprobbra véve dtolvas-
vdn és az igaz valodi szép és jo orszdgdban hogy szokott, de idotlen kifejezettel
éljek, szerencsére nem lehetvén disharmonia, tehdt két ellenkezd kézon egyiknek
hamis vagy hibdsnak kellvén lennije — a szdmitdsi hibdt ott taldltam rijleni, hogy
az otti iiton, a & X, d>X. d Y, d%Y meghatdrzdsakor elmulatédont az ugyancsak
vdltozo x, v, r is annak nézetni vagyis az ezekre nézti alképzés kimaradott. Er-
re ugyanis tekinteret véve lesz, ha idd, tenta s rézpor s fdradsdg kevesbitésért s
mocsokra kevesebb alkalom addsért ,d " helyett &-t irok, per se

r[20(a — ) w — 02w x]—02(a—xwor
2 ]

é) K= (f" +
-
§ gy tovdbb; azonban, bdr-is nem dllitom, hogy ezen iiton is célt ne lehetne ér-
ni: teljességgel nem ldtom sem sziikséges-voltat, sem haszndt, sem csinosbitdst
benne nem taldlok, ezen sokkal hosszasb, teherményesb, egybe-bonyoldodottabb
és unalmasb dton jdrni s keresni azt: mi mdr az orszdg-titon konnyén el-érédik
és ismés; mind a mellett is, hogy a figyelemre mélto igazsdag kutatdsdban ép-
pen magam sem szoktam sem az orszaglithoz kdtni magamat, sem bdrmekkora
tekintély s nehézség dltal is elijesztetni s éppen jelenleg is néhdny orids sot Co-
losz dll eldttem, melyekkel meg kell kisértenem a kiizdést vagy kiildést. Hanem e
szogletben nem vala mit tenni; én pedig kiilondosen szeretem oly tani tdargyakat
vdlasztani dthatds végett, melyek valdban sziikségesek, bdr hasznosak, legaldbb
j6 izlésiiok — Es marad vagyis dll tehdt e részben az

yOx+(a—x)0y=ac

ha tudni illik (a tdva lévé modon elbontott pillanati erének az x-ekre L
{merGleges} oldalhatdsa mint mdr Vega is dllitjia. A jobbacska, vagy megle-
hetdsbb vagy legaldbb kizépszerii, sét még a leghalvanyabb szerzénél is kivdlt
egy ily eljdrt terdlt tdrgyban, nagyon sziikséges az ugyan szemes vizsga, mi-elott
az ember botlasztand, s legeldbb legjobb ha az ember dnmagdnak nem hiszen,
mert a sok rossz s idotlen kézott mondanak csakugyan sok jot, s ligyost, derekat,
talpra-esettet is. De megszitnim, mert igy levélen el-nem-végzem, s az efféle, be-
ldt6 elén, gy is, mind onként bizonyos. Csak azt jegyzen meg erre nézve még,
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hogy furcsa, hogy vdrakozdsom ellen, minden elvétése mellett a szdamitdsnak az

yézx +(a—x)oy=0,

per se csak torténetesen, jol vagy helyesen j& ki, mind a mellett, hogy még mds
hiba is esitszik be, tudni illik az ot
20(a — x)w

Gl e e il

az otti modon is, vagyis az alképzéskor, csak 0-t nézve is valtozonak, nem
) 2(a —x)w
O X="T—,
T
hanem
—2(a —x)
) 2(a —x)w
0 Xz ———
-

kovetkeznék: de mikor aztdan az emlitett mdsodrendii & egyenlet per se nem jé-
ne ki. — Egyiittal Makot is ugyvan még az estve nézegettem: jeles, iigyos, érde-
mes, derék s becsiiletes szép jellemii ember (munkdjdt ezennel kdszonettel kiildvén
vissza): de egyéb siirgisbb vagy szorgosbb és nagyobbszerii dolgaim miatt most
annyival kevésbbé érkezem, hogy bévibbin egyébbe elegyedni, hogy a Géttingai
s Oxfordi s tobb efféle millionair. kinyvtdrakban s a tébbiben még van témér-
dek még derekabb dolog, s végre és fileg az egész Mindenség! oo és oo folséges

konyve is tdarva dll az ember elét és orikas dolgot ad. — A f O-nak a cb=c-bol
a b=1-nek nem dltaldnos kivetkeztethetéséveli hasonlatjdat sem foghatom meg:
gy az f—mn leomolnék, mely pedig minden még abban is leenddk mellent, di-

esohil dll és szildrdabban a Sion hegyénél. Azt sem foghatom meg, hogy miképp
ne lenne a tandszok elot érdekes a (O I O ra dolga, sét mi foladat volna még
win az egész tan mezején ennél érdekesbb, szebb és némileg inkdbb tetépont-
Jat, korondjdt tevdje a tannak: mint ez: middn nyilvdn ldtszik, hogy hajhdssza
untalanul az egész tandsz-Vildg, és sok iddtlen-sziildtt mellett mily gondosan ku-
porgatjdk, ha mi szépet taldlnak evvel érintkezésbe lévét. En Isten kegyelmébdl
nem elme-vakon s a priori foltetr szandokkal dolgozom: hanem okszeriileg s a
hol mi jora iij utat veszek észrenyilni, per se lehetéleg eljdrom, mint irdm semmi
tekintély s nehézség dltal vissza-nem-rettenvén ezt senki sem teszi: semmi iij jo
nem sziiletik soha és a Mindenség ~ lesz egy oo halotthoz. Lenne csak meg! de
csindlna dm akkora ldrmdt éppen az, az egész mathem-Vildgban! minél tdan na-
gyobb sem volt, hozzd-jdrulvdn a jo bérds pecsenye s megfeleld vagy ahhoz jo
kortyok sem hidanyozvdn. — Még egyet! Az igazsdg is per se nem mind mélté a
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Jolvételre; mert kiilinbén akkora tan-halmaz kerekednék, hogy a rendezés, idézis
és fol-keresés tibb bajba kerlilne az on-eréni kigondoldsndl: mily eset van mar
is sok kinnyeknél, hol az dthatolds, tisztdlt és érletiség hidnyja miatt gyakran
unalmasb a kicsindldsndl. Igy, hogy az alg. gorbére bdarhonnan L van, arrol s
bizonyithatdsdrol meg vagyok gyézodve, mint a

(f k)’
52
dllandosdgdra nézve is, ha csakugyan igaz: de most fontosbh és 1j vagy ere-
dei tdrgyaként ezt nem sziikség vitatnom vagy belé-ereszkednem. Afféle viszony
szamralan van. A hol pedig jarni méltonak taldlok: ott minden szégletet szeretek
eljdrni.

Analizist tartalmazoé levél (1323/1, 17, 2Y, 2). Nines keltezés rajta.

A levélben BOLYAI MAKO PAL (1724-1793) Compendiaria physica institutio
..., Partes duo, 1762-63 konyvének nézegetésére utal, amely BOLYAI FARKAS
tulajdondban volt [36, 45].
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7.6. Bolyai Janos levele apjahoz

Addig is mig magam oda mennék a szoban forgé kétely vagy fGlhi lehetd
eloszlatdsdra s kézmegnyugtatdsunkra csoddmban egy rovid szot kivantam k-
zdlni; bavebbon ezen magdban per se egyik féfontossdagii s érdekii tdrgyba je-
lenleg azon okbol nem konnyin ereszkedhetvén, hogy a mdr ottlétemkor emlitet-
ten kiviil is kozelebbrél még néhdny egészen ij s ugvancsak legfobb siilyi targy
dathatdsa kisérletjére érzem magamat ugyan szorgosan folhiva vagy dsztonozve
és kotelesnek, gyonyorid iij mezdk nyilvdn s dolgok advdn elé magukat, a kiz-
ponti mozgdstan, mint a gyakorlat vagy haszndlatnak az elméletteli megegyezeé-

- se Is arra mutat vagy int kiilénbén is alkalma-

, 14 . b5 R g e ;
WM / sint eljdrt dolog lévén bdr is teendd per se még
§_. -, csaknem mindeniitt van, mint emlitém, még az

C C oly trividlis mdsodran git egyenlet tanban is, s

L természetemben lévén, hogy semmit se szeres-

: - A sek félig csindlni vagyis a tokély eldtt megelé-
{ = F . a0 % “ .

gedni hol respecteivel minimum a summit dis-

N "\ s cedere. Egyébardnt pedig per se, mihelyr egy
,.‘&\ kis résem lesz kozelebbi vagy elottom allo [&

R dolgaimat kissé végezvén, minden olyas, kivalt
N 2 ' Apdmtol, vagyon és fdleg érdekel.

A mindnydjunk dltal elfogadott vagy kozmegjegyzés szerinti al-kép- egyenlet
t lid fovaltozora nézve, tehdt az Apam jegyeivel

o 2
yd“x+(a—x)d~y=0
melynek bal feloli tagja kézvetleniil az az x és 'y kdzoni viszonyidl fiiggetleniil
/ -ezhetd és igy

ydx+(a—x)d __v:]O:mnsr.,

mivel mint Apdm is irja, ennek al-képe amaz, vagy pedig egyenesen

] yvd A 4 [(a —x)d 2_\’ =const.;

fd?r:_ux—fdy-u.

/.(a —.x)cizyz(a —.r)-Iy—f{—dxaly)z(a—x)-I_\-'-i-fclxd_vz

de
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melyet az elébbivel dszizve, ki jo az emlitett és ugyancsak senki dltal el-nem —
vitdzott s nem is ostromolt vagy megtdmadotr elsérendii al-kép — egyenlet, integ-
rdl egyenletiil: hol d x, d y irdnylag vagy respective az x irdnnyal || bn, és ami
L db irdnybani sobik vagyis sebességek.

Es itt mdr nem tudom vagy értem mi okbdl és joggal lehetne tenni d y helyébe
(¢ — d ¥)-1, valamint azon dllitmdnyt is hihetéleg csak valami errorboli vétségnek
taldlom, hogy yd x +(a—x)d y=0, az x-nek barmely becsére nézve.

Hanem a dolgot szabdlyszerii rend szerint én is igy gondolom bevégezni, hogy
a mdr taldlt [ -egyenletben legelébb is a const. lehetd meghatdrzdsdhoz ldtunk
vagy fogunk .vag_\' kezdiink, vagy azt ligyeksziink teljesiteni vagy megtenni vagy
véghez vinni vagy hajtani vagy megkisérteni s a t.

Medr pedig erre nézve a mozgds kezdetén vagyis a-ban, ha eldszor b vagyis
Aac nem > R (ecto); tigy x=0, y=0, dy pedig c-nek illé decompositioja dl-
tal konnyon ldathatolag =c sinb, dx pedig =c cosb, mi becseket a folobbi f
egyenletben helyettesitve, lesz

0-¢ cosb+(a—0)csinb=const.
és igy jelen kiilonos esetben vagy adatok szerint vagy ahhoz képest, const =
=ac sinb és tehdt
vdx+(a—x)dy=ac sinb
hatdrozottan vagy kifogds nélkiil.
Ezen egyenler balfeloli tagja mdr ugyan tibbé nem az x és y kézdtti viszony-

1ol fiiggotleniil f ezhetd, azonban mindkér tagot, jelesen az elsdnek madsodik izét

ezen Isméskép szerint / udv=uv— [ vdu, f -ezni kezdve, kijé

U.l. Ha bA > R iigy lehet, hogy valamely a cg -hez magdhoz asymtotailag
kiizel(td gdrbére nézve is az elsepert terj {fellilet] — oo {tart végtelenhez). Egyé-
bardnt ezen esetre is kiterjesztherni, ha a testet iitja bdarmely pontjdabdl ugyanazon
t sébbel siirgetve gondoljuk; de mit itt most nem folytathatok.

Analizis targyu levél (734/1, 17, 2, 2¥). Keltezés nélkiil.
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7.7. Bolyai Janos levele apjahoz

Sziivdson készonve a herpesre nézti tudakozoddst és holnaprai invitdtiot, hol-
nap délutdan oda 1s tigydkszom.

Az pedig, hogy ha p prim s g =1, de < g gy p-vel osziva q2 a pot

{maradék} nem I, nem dall. Ugyanis nem csak ha prim, hanem bdrmely redlis

{egész} szdm legyen p, a*—1=(a+1)a—1) nyilvin oszlik p-vel, mihelyt vagy

a+1, vagy a — 1 oszlik p-vel, azaz: mihelyt a vagy kp — 1, vagy kp + 1 idomu. Es
&

aztdan a Disq. Ar. §4-je szerint éppen mindig lesz oly g < g is, hogy egész

legyen; tudni illik a-t p-vel osztva a leg < kér féle (iigy mint + és -) maradvdnyok
{maradékok} < bbikér véve g-nak.

Mit is kivanatra ezennel kivdantam kézolni, hivén, hogy kis kizelebbi megte-
kintés utdn nem is lesz vala erre sziikség.

Egyébardnt én is nagyon kotve hiszek magamnak tigy, hogy lehetd minden bi-
rdaim dszvosen sem birdlhatnak keményebb és kiméletlenebb szigorral meg, mint
dgnmagam de azért amit lehet dszton — {a levélbol egy rész ki van szakadva} ség
szerint csak megtesziink.

A gyomor fdajdalmon tudvdan azt, hogy minden tandtsom filosleges csak saj-
ndalhatom, fdjlalhatom azt: csakugyan kis fodorminta szeszt iddogadlni nem volna-
ejo? -

Rovid levél (746/1). A keltezés tekintetében tandcstalanok vagyunk. Tartal-
ma alapjin feltételezhetjiik, hogy az 1850-es években irédott.

g*—1 241
2 helyett d
P

Egy elirds van benne. A -t kell olvasni (I. (7.11.§)

Dem.3).
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7.8. Bolyai Farkas levele fidhoz, Janoshoz

Szdasz Kdrolynak el is kiildottem a vélaszt: csoddlkozom, hogy az ezer teen-
ddk kozt igy elfelejtettem: hogy confirmdlni {igazolni} is lehet oly hamar, melyet
tobbként lehet két quadratra osztani, 4n + 1 kép alatti primet lehet, de csak unica
médon {bizonyos természetes szdmokat tébbféleképp dllithatunk el§ két négyzet

o5 } 2 5
osszegeként (pl. 1105=33"+4 =32 +9%=...), a4n+1 alaki primek esetén ez
a felirds egyértelmd (4.5.8)}.
Megvéniilt az ember.
Jakab Jdnos haza jott a borvizr6l kérdezte a Paganinit: kérlek préobdld el.

Az a fehérnép éppen akkor vitte a holmijat el tsszevesziek.

Egy kis céduldra (1194/1) irt rovid levél. Mivel SzAsz KAROLY (1798-1853)
1848 és 1853 kozott tartézkodott Marosvasdrhelyen, a levél valészintileg ebben
az idGben keletkezett. A 4n+ 1, alaki primekre vonatkozé megjegyzés alapjan
keletkezését inkdbb a fenti idészak végére tehetjiik.

Maisrészt a Paganinire valé utalds gondolatainkat arra a hangversenyre ira-
nyitja, amelyen BOLYAIJANOS is fellépett, s ott Paganini m(iveibdl adott el6 rész-
leteket. A jotékony céld hangversenyt 1843. mdjus 4-én tartottik [12, K.25/6],
fgy azt is feltételezhetnénk, hogy BOLYAI FARKAS levelét Janoshoz kordbban irta.
Jdnos 1856. majus 31-én VOROSMARTY MIHALY dzvegye és drvdi folsegitésére
az Apollo- teremben rendezett hangversenyen ismét eljitszott néhdny hegedi-
szdmot, tébbek kozott Paganinit is (244/1), de ekkor SZASZ KAROLY mdr nem
élt.
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MAROSY ASARHELYT
Csiitortokon. Majus 4-kén 1843-ban

a’ helybeli Luther] Ssemtegyhax’ segillésire
AZ APOLLO-TEREMBEN

Mi-kedvellbk adlital
adddik

HANG VERSENT

KET OSZTALYBAN.

ELSO 08zTALY!
4. Nyitény: bivis vadaszbil, Wéber C. M. 5l
Kettés-dal Paccinitil, ,,La Sposa fedele nevii dal-jatékbél
Nagy Kuroly és Szathmiri Liszlo dlral.
3. Polonoise Maysedertdl; azutin Paganini’ Caprices-eibdl én Sona-
thibdl: Maestoso, Adagio con dolcezza, Presto, Innocentemente,
s, k. kapitdny Bolyai Janos dltal, *
4. Maginy-dal Zimpahol, Héroldwl , Szathméri Lisald ital.
5. Kar-ének az ,Egy ora* nevii melodramébol.
MASODIK OBZTALY:
1. Nyitdny Oberonbdl, Wébertdl,
2. Maginydal Varas Bipbol, Mozirttél, Nagy Kiroly &ltal,
3. Paganinil Caprices-ibil és Sonataibél: Agitato, két Amaorosu,
Corrente, Presto; cs. ke kapitany Bolyai Jénos dltal
4. Quartette Oberonbyl, Weébertol,
5. Kar-ének, Edinburgi témliczbdl, Caraffitol.

Szeat cxélra nemes indulachil vallalhoztak Leresttény részvétre
ssimiitnak azon remennyel: hogy azon eldeleten kivil, mellyel o’
kozepszerden s jidzott remek darabok tapluljak o’ lelket, ezen ze-
net ax is szepiti, hogy ugy jefemk meg, mint anyja a' Kiz-atys
tiszteletére =szélando ij hangoknak; ha midin a' haloui lepedd alol
feltimadort termeszet, mint egy fel-virigzout 's gyongydzrott matks
a' réa mosolygo nap' elibe lepik a' megzenddls kiz-templomba,
ezeu nagy hirmoniahoz, a' Luwtheri keresutények’ ezen varosbell
kis templomabol is egy j kis orgona’ hanzja | jarulhat,

Bfow i \ij: elsohcly 50 xr. nusodikhely 25 nr kurzat 15 xr.v. &
Kezdete poatban 7 drakor,

Belépti jegveket lehet salcani &° szinhaz' kilteremében.
T A ik masok kibanraguhea ccchnek cloadaoat vallalt jidzd megelég-
szik | ha azon eolussalis muveszoek, it mez csaknem egessen ismeretlen,
maguk nemakben exvetfon nazyseeni, de dpen ofy rendkivif is nehez €s
magan Pazammin kvl pas wliad aliz hosed  hasonlolag wtanzott ‘s elda-
dasra valasatatni wem is seohoit penckei merenyevel 3’ tisetele kozensegnek
bar nomi bis fosalingt leer bepes ater: aanyival kibl, hozy mas readelte-
rerer pete, 2 hiede Lot mandic = kueclebbrol reézeita — mellégte

A hangverseny szinlapja (244/1)
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7.9. Bolyai Farkas levele fiahoz, Janoshoz

a% +b*

5
s

rat summaja {két egész szdm négyzetének Osszege}, vagy egész quadrit {teljes
négyzet}.

Ha a, b, ¢ egész sziamok és egeész szdm ez vagy két egész quad-

at b2, a2 a 2 b b 2
Mert —=r~, § — =57, ugyanitt —=|(—=r|) . s —=|—=s] . Tehit
o e c- (2 e c

Ekkor r vagy egész, vagy (rational akkor is ment.) tort: ha egész gy s is
egész midén « egész s ha r (ort, s i\' Lort.

Ha r, s egészek; gy a = r? 457 két egész quadrit summdja.

Ha r, s tortek tigy o quadrat.

Most gondoltassék oly rectang {derékszégli} A, melyben az édtfogé o s
egyik végéni szog v, s az azzal szembeills befogé r =sinv - o

Hogy r rational legyen sin v-nek olyan Vk-nak kell lennie, hogy Vka ratio-

F [ - ] - s
ndl legyen. sinv=y/1—cos? v, tehdt k=1 — cos? v mely rationdl mert =sin~ v s

cos?v+sin®u=1.
(N.B. Minden sinus nélkiil lehet r=+vka, s k <1 s hogy \/kozzn—I legyen,
n

2

m J
k-nak = —-«a kell, tehdt .. .=
n=

Il
Z.

n
Azonban k <1 s Vak csak akkor lehet rationdl tért — ha v olyan, hogy

n
m2 !am .fm _m
k= 3 amikor is va
an wn? n2

Minthogy k tort edj {egy} m* < n*a: legyen mzzqozkanz hol ¢ t6rt edj. S

t
legyen ¢ = ————— legkisebb kifejezésben s i, [ legyenek primek.
i

Hogy TR egész szdm legyen =m?; le kell rontattni (i -1 ...)* nek: 12-
i, 2

. i as . . . - wiin o w ’ 7
bél 1./ ... kozil semmi se rontatik le és legkisebb kifejezésének n~-nek vagy
factora (i -/...)> egészen vagy csak egy része, vagy egyik sem: az els§ eset-
; ; v B > g
ben ha marad n*-b&l valami, az quadrit, legyen pz, tehat m“zf"’pza, és igy o
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quadrait; ha semmi sem marad, Ugy m?*=r*a, tehdt o quadrdt. A mdsodik eset-
. D 2 . » ' 5
ben maradjon n=-bdl 2%, a tibbinek a-bél kell lebontattni; maradjon «-bél u lesz
3 )
m>=1>z"u, tehdt u quadrit és igy o is.
Szinttigy van ha n”-b6l semmi se rontatthatott le, s ismét o bol rontattyén le
=) 4
y maradt, m~ =r"'r:3‘\=, tehdt y quadrdt és igy o is.
Innen két tortek quadrdtai summdja csak dgy lehet egész szam, ha ez vagy
két egész quadrit summdja, vagy egész quadrit.
Ha pedig két quadrdtoknak (akdr egészek, akdr tort ... ) summdja egész: dgy
ez szamtalanképpen kifejezhetd két torttek quadrétja summdjdval.
Ugyanis legyen [ az adjik {egyik} s a mdsik o. f > 0; s legyenek f—z s
vz —p azon két quadratok oldaldn, melyeknek summija _}"2 +Q2 legyen.

Hogy
(f—2?+(yz—0)=f*+¢°
s ebbdl
__2f+20y
s y helyébe kell csak szamot tenni.
2 )
Példaul (i)~+(§)h=12=]
5 5
) 7 . 2E+34L 4 7 3 4
Ha yv=1: dgy :=§ {ges == 5 } s _f—:=§—§=——: S _\':—gzg. s

"

3\° . pay 4
(-——) +(§) =]l.Hay=2; Iesz::g,tchét _f’—z:(}.s‘vz—g=l,s{)2+]2=

13 - 7 24 7\% (2452
=1. Ha y=3; lesz z=£. tehdt f —:=ﬁ. _v-:—g=g, s (E) +(2_S) =
625 68 336 377 336\ 2
=E=l. Ha y=10; lesz zzs—g s f-—z=ﬁ. _\-‘:-—Q=ﬁ. S (%) +
377\% 112896+ 142129 255025 _ :
+(ﬁ) N 5052 T 255025

Az aequinoctiummal {napéjegyenloséggel} viltozdsaim vannak — s minden
reggel egy darabig kell harcolnom, hogy a biit egy napra legy6zzem — : sem itt
nem tudok maradni, sem elmenni; — csak a haldl righatja ketté¢ a mar oldhatlan
bogot.

Ennyi minden bud feledés kozt is egy szomord jelentést kelle irnom B. Ke-

mény Pdlné kérésére s megint olyan kérésre melyre nemet nem mondhatok, ke-
mencézni kell mennem.
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{A levél elsS lapjanak felsd részén (1117/1)}): Cserébe a 4m + 1 alakid primek
leg-adjszeriibb {legegyszer(ibb} demonstritiéjat varom.

{A mondat utin Jinos megjegyzése}: Conversa is igaz igy: bdrmely pozitiv
pdratlan primnek csak egyként két egymdshoz prim C-ra oszlo szdam prim.

[A levél iiresen maradt részein, néha a sorok kozott is olvashatjuk Bolyai
Jénos bejegyzéseit. Példdul (1117/1Y)): fgy is helyes iit: ha a pozitiv a nem 2 O

PR " - L SRl 7
szam dszvege gy 2 pozitiv N-te sem. Mert ha a=(— | +(— | , gy ar"=
r r

a4 4 {(me+n)m-n) L ) L
=m*+¥r", r-=———, tehdt mivel a al(ut) primszdm (§) vagy m 4+ n, vagy
a
. o oy o . . " 2 2 2 " 2
m-en oszlik a-val, sét nyilvdin akkor mindenik, tehdt r==a(s™+17); tehdr s° +

2 7] 2
#1e =l =,

A levelet (1117/1, 1Y, 2) BOLYAI FARKAS roviddel baré KEMENY PAL ma-
lomfalvi féldbirtokos 1854. dprilis 15-én bekovetkezett haldla utdn irta. Erre a
B. KEMENY PALNE kérésére val6 utaldsbél kovetkeztethetiink.

Irdsdban BOLYAI FARKAS egy szamelméleti tétel bizonyitdsat kozli fidval, s
ugyanakkor javasolja Jdnosnak, hogy készitse el a legegyszeriibb bizonyitdsat
a 4m+1 alakd primszamok két négyzet dsszege alakjdban val6 elGallitdsanak
(,,Cserébe a dm + 1 alakd primek ..."). Ldthatjuk, hogy Farkasnak ez a felszo-
litdsa Jdnos felé nem az 1840-es években tortént, amint azt STACKEL BEDOHAZI
JANOS nyomdn dllitja [106, 1:96].

BOLYAI JANOS vilaszdt a (4.5.§)-ban ismertettiik.
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7.10. Bolyai Janos levele apjihoz

Az abbéli nyughatatlansdg elenyésztésére kivinom ezennel a még tegnap est-
ve, néhdny perc alatt gondolt két reménylem nem inelegdnsnak taldlandé s dltal-
Jaban megkedvelendd okadator {bizonyitdst} némi eldizletiil, és a még ennél is,
bdr is ez is nagyon fontos és szép, ezerszer, s0t, a mennyiben bizonvos mdr az
egész szamtant is dthato és kimeritd kulcesal vagy eszkézzel birok, mondhatni oo
szer > bakra nézve 10bb hitel nyerésre, kazdlni. Azon a szamtanban mindenhato
kules pedig abban dll, hogy middn mdr a mdsod rangii szdmi csak két ismeret-
lenii egyenletet is, csak egy La-Grange volt képes és Gauss fololdani (nem kevés
bajjal), s az utobbi még a 3 ismeretleniit is, ha homogénea szerencsés és dicso-
ségesen fololdotta: de ott belé is faradva gy is el-dall, hogy kénytelennek ldtja
magdt minden tovdbbi [épést a tandszok kiilonds figyelmébe ajdnlani, s az arra
nézte ipart sziiviikre kéni: de a mely delog természete szerint in oo bonyolddott
s amennyiben neheziilo iiton alig léphetend ember legaldbb sokkal tovdabb és me-
lyet én meg se kisértek: nekem, miutdn magam is némi gondolkozds utdn szinte
desperdlék {elvesztettem a reményemet}, azaz erre nézve reményvesztetien csen-

desen le akarék mondani réla, vagyis annyiban hagyni, egyébher latandé, Isten
kegyelmébdl, hdla érte! sikeriile bdarmily mind algebrai, mind transzcendens szd-
mi egyenletek teljesen, mégpedig akdr csak N azaz rational becsek, akdr éppen
szdmok kivdntassanak resolvdlni. Ud-tani vagy (még) folsébb kérdés aztdn, N,
al-uri, sot bdrmint szabdlyzott exponens vagy egyéb foltéreket is odabocsdtani
és iidi vagyis nem szdmi (vagy szdmtalan?) tébb vdltozojii egyenleteket is (N.B.
dltaldnos adva — 1 — idomii becs nyilvdan esak az egyenlerek szdmdt szaporitja
oly becsekkel fololdani: melyek bdrmely adva 1, N, vagy szdmok, legdltaldnosb.
Példaul imag. primek, dm+ 1 idonui primek, ... Es ez, mint mdr bdrmely 0o szer

. eldonteni). Es még sok efféle. De torrens {zuhatag} mddjdra omolvdn a leg-
derekabb eszmék, mieléitt érkezném egyebeket is, tiszidra (rva kozélni, ezt sietve
elkiildim.

N.B. Es a mdr Euklid dltal vizsgdlt tokély szdmok fogalma s tudja, azon, mdr
sem a Régiek, sem tudtomra az iijabbak dltal nem érintett, hogy minden oly szdm
megadodjék (+ is {komplex is}) anndl nevezetesh, hogy a szdmtan tetdpontja.
{Ezek a sorok olvashaték, jobb megfogalmazdsban a 800/1" oldal aljan, 1. 7.12.
levéll

Azt sejtjiik, hogy ez a levél (495/1), vagy inkdbb fogalmazviny is az 1854~
55-6s években irodott.



7.11. BOLYAI JANOS LEVELE APJAHOZ 169

7.11. Bolyai Janos levele apjahoz

Jelentsen itt a theor.-ban kijelelt kivétellel bdarmely algebrailag haszndlt betit
0-161 kiilénbdzd pozitiv szdmot. Teljesitem még pedig mindkét egymdssal némileg
rokon okadatot {bizonyilast}. mit elso rekintetre nem hivék, hogy lehessen, a 4m +
+ 1 nélkiil.

Theor. ha a nem dszvegje két O-szamnak, vagyis mi evvel mindegy (egyettevd),
a-nak nincs elegy (imagindrius) {olyan m+ni alaki komplex szdm ahol m =0,

n#0} osztdja; azonban
P\ fd\? DbE+d?
a=(-) +(=) =—
c c e
gy a C-szan.

b%+d*
Vagyis: Ha a = ———, iigy a vagy U-szdm, vagy két Ol-szdm dsszvegje.
(_’-D
Vagyis a kovetkezd idomjdanak a theorémdnak a 0-t is befoglalva a szdmok
kéizé, ha a nem ésszvegje két O szamnak gy két N {raciondlis} O nak sem éssz-
vegje {[102, 352 old.] Corollary}.

Vagyis: Ha a osszvegje két NO szdmnak: gy dsszvegje kér O szamnak is.

3 o ; 5 " onin s O
Dem.l. Ha a=er~ és r > |, vagyis a az 1-nél > 0O szammal oszlik: tigy — =
e

2 ) 2 2
b=+d~ EN* [dY\* . @ 2 2 y a 5
=———==|—) +|— ] é — sem =s"+1", azaz kér O szdm Osszvegjé-
. . - 2
[ contley 7 cr &F /i
2

hez: mivel kiilonbén foltér ellen a =r=(s~ +12)=(r‘ .s‘)2 +(r r)z, tehdt a = két szam
e s e, (8 Aoy . s
Ojdhoz. Ha pedig — O szam: gy — r” is az. Tehdt elég mdr a theo. csak oly D
4 r
szdm osztoktol ment a-krol dem. {Ezt a részt Bolyai igen apré betiikkel két sor

kozé és a levél oldaljegyzetébe iktatja}.
A foltétbél 1) a ¢* =b* +d?,

5 (bed)bed) y  (b+di)b—di)
= (=
a a

Madr sziikséges és tudom is azon theorémdt az imagindrokra is kiterjesz-
teni, miszerint ha egy szam a két szam factumdt {szorzatit} osztja mint itt a
(b4d)(b=d)-t, tigy dll a oly két factora {tényezdje} e, [ melyek kéziil az egyik
az eldbbi két factor egyikét, a mdsik a mdsikat osztja. (Ha a maga oszsza vala-
melyiket: gy a mértdrs {a masik oszté} =1.).
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Legyen tehdt a=ef, és
b+d bed
e ' f
egész. Mivel a-nak foltétel szerint nincs elegy osztoja: mind e, mind [ tiszta {(m +
+ni alakd komplex szdm, ahol m =0, vagy n =0} lesz, még pedig legyen a legelsé

foltét szerint mindenik pozitiv. Ha | a leg->kéz-osztoja e, f-nek és e=Im, f =
bed

=[n: iigy mivel -t m is, n is osztja, a primek kiterjesztett theoridjdbaol (m, n

bed

2
-t, tehdt Imn a b-ed-1.

pedig primek egymdshoz) mn is oszsza

Mi okoskodmdnyt folytatva, vildgos, hogy ha mind ily eset jdne elé: tigy, mi-
vel a-nak nem lehet oo sok, 1-nél > osztdja, egykor a mind O-szdm osztok fac-
tuma, tehdt maga is O-szdmul tiinik fol.

Dem.2. Ha m az n-hez prim: gy a primtanbol, Imn is oszsza b, d, b+d,
b+d b+d
lg

; 2, 53 ; i 9. 29 . ;
=glhek)h=ky=g(h-+k); tehar (1)-bol ¢~ =g(h~+k*). Az elobbi eset szerint,
szabad a g-t is, mivel a-t oszsza, minden 1-nél = [-szdm osztotol mentnek ten-

b d
b=d-t; és ha rovidségért g=mn, h= e k :f_' gy nyilvdn lesz
& g

§ i 4 " g E 2 = 9 o g % i3l 3
ni fol, miszerint nyilvan — = W+ k* = g8~ tehdat g=s =t"=h"+k". (Ez egész
8
demonstrdtiokat lehet s kell szép logikai renddel a kiilonbézd osztdly- s alosztd-

Iyokkal eldadni; mire most nem érkezem).

Mdr mivel a az 1-nél > O szdmmal nem oszlik (foltér szerint) nyilvéin =1,
. i b d
mivel ekkor az a-nak osztdji primek egymdshoz, tehdt g=a; de h=—.k=—. Es
a a

igya s2=h? + k2 mely az (1 )hez hasonld egyenlet, csakhogy b, d. ¢ helyert h. k. s
kisebb szamok {utébbi két szo6 kihizva} dlinak. Az elobbi médot tehdt ez utdbbi
§ bdrmely igy nyerendd egyenletre is alkalmazhatni: mi dltal h, k is folytonoson
bdrhdnyszor osztodhatnak a-val, azaz a-nak bdarmely szdm exponentii potencidjd-
val: mi pedig nyilvdan csak iigy lehet, ha a=1. Miszerint meg van mutatva, hogy
ha a nem oszlik 1-nél > O szdmmal, s nem két O szam dszvegje, de észvegje két
N tdrdtnek: gy a =1, mibdl folébbi szerint a theoréma igazolva van.

Janos ebben (495/1Y, 2, 2Y) az irasdban apjdnak a (7.9.§)-ban vizsgilt téte-
lével foglalkozik. Bizonyitdsa ,.derék szolgdlatot tesz” majd a kovetkezd, 7.12.
levélben, amelyet mdsnap irt.
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Nem tudjuk, hogy ez a levél pontosan mikor frédott. Csak annyi bizonyos,
hogy 1854. dprilis 15. utdn és 1855. majusdnak vége el6tt (1. a 7.12. levélhez
flizott megjegyzést).

A 495/1%, 2 oldalak kihizdsokkal, betolddsokkal vannak tele, sok utélagos
bejegyzés olvashaté a sorok kozott a régi sorokra rdfrva. A késbbi bejegyzé-
seknél a sajat maga éltal szerkesztett bettiket haszndlja Jdnos, ezért arra gondol-
hatunk, hogy miutdn apjatél visszakapta sokat javitott elsé fogalmazdsén. Meg-
értjiik a levélben tett megjegyzését: £z egész demonstrdtiokat lehet s kell szép
logikai renddel . .. elbadni ...”

Ugyanezekkel a gondolatokkal még a német nyelvli 745/4, eléggé ossze-
vissza firkalt oldalon is taldlkozunk.
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7.12. Bolyai Janos levele apjahoz

A tegnapi elséd theoréma demonstrdcidjat per se {persze} a (dm+1)-gyel is
kéinnydn véghezvihetni. Azon kiviil és foiil {folil}) van még mds hatalmasb és
eldre tudhatva, sikeres vagy sikeriild generdlis modom, mint mindjdrt megirom,
bdrmely szdmtani foladat megfejtésére. Ezennel bevégzem a' 2dikét is, levelei-
met, miutdn nem lesz 10bb sziikség rdjuk, mivel nem érkezem most ijra leirni,
visszavero.

Ha ezen speciale theorémdk demonstrdcicji reménylett jol fogadtatnak: ro-
vid iddn késziilok, mi mdr még sajdr rengeteg vdrakozdsomat is messze foliil-
miilja, és elsd tekintetre hiszem (hogy) képtelen vagy igen merésznek tetszik, az
egész o0 szdmtant dthatd, vagyis arra nézve éppen mindenhaté vagy dltalanos
kulcesal szolgdlni: mi per se azt nem teheti, hogy minden speciale theorémdba
viszony vagy tulajdondba a szdmoknak belé- és leereszkedjék s azt meritsem ki:
hanem abban dll, hogy néhdny kevés oly methodust adok a Vildg kezébe, mely
altal éppen iigy képes bdarmely foladatot, a szdmokat illetden, széles e Vildgon
megfejteni mint generdlis formuldkat killonds esetekre alkalmazni. Még pedig
kovetkezoleg. Midon mdr a mdsodrangii szami, csak két ismeretlen- egyenleteket
is La Grange utdn, csak egy Gauss volt képes szamok s az utébbi N {raciondlis}
quantitjuk {értékiik} dltal is, még pedig (azon tény egy lévén az emberi elme
legszebb vagy gyonydriibb és nagyobb vagy mélyebb és nehezebb, dszvebonyo-
lodott vagy dsszerakodott, legtobbdl dllobb miivei koziil) nem kevés bajjal, ké-
sziilettel, dicsbségesen fololdotta ugyan, (Disquisitiones arithmeticae 216,300.§)
de ot belé is fdaradva (mint ldthatni §266-bol, mi wtébbit legaldbb jo és konnyit
lesz megolvasni), digyis eldll, hogy kényrelennek Idtja magdt, minden tovdbbi lé-
pést a tandszok kiilénds figyelmébe ajdnlani, s mint 16bb helyt teszen, arra nézti
iparjukat sziiviikre hatélag kimi: de amely a dolog mod természete szerint in
oo bonvolultabb, minden 1-gyeli szaporoddsdval hatdrzatlan- vagy isméslenek
{ismeretlenek} szdmdnak mint a functio rang- vagy gradusdnak is, egy egészen
i vagy kiilonds methodust és theoria teremtését igényli és mdr Gaussndl elég ne-
héz minden lépttel annyira neheziil, hogy oly modon bajosan hiszem, hogy ember,
legaldbb sokkal tovabb mehessen és milyet azon iiton én meg se kisértek mddom
szerint mindentitt célt érthetvén (az iigy haladdst mdr jovd életekre halasztva);
s végre bdarmeddig menve is azon az ton, a o0 csakugyan ki- nem — meritéd-
hetnék: nekem, miutdn magam is némi gondolkozds utdn, az dltalam kitiizott cél
elérésére nézve, szinte reményveszietten a Gaussndl is ebben egy lépést is tovdabb
tehetésre nézve csendesen le akarék mondani azon vizsgdrol vagy is azt annyi-
ban hagyni, mdsokra bizva, egyébhez ldtando: Isten kegyébdl, hila érte! sike-
riile, bdrmily és bdrhdny mind algebrai, mind transzcendens szdmi egyenleteket
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(mi utobbi nemiiokre mdr egy Gauss maga még csak fol se mer nézni s alig
fordult meg esze dgdban is, sot az algebraiakndl is csak a homogeneakat emliti
(§260)) teljesen még pedig minden félét akdr szamokkal (még pedig a mint tetszik
az exponenseket s még bizonyos valamit, melyeket itt mindig realisoknak teszek
[0l kivéve az imagindrokat is befoglalva, mirél mdr Gauss megint még csak nem
is sz0l, akdr mds bdrmely foltétek alatt), akdr csak N quantitas dltal (ha expo-
nensben jinnek is elé) rezolvdalhatni, azaz arra biztosan vezetd dltaldnos metho-
dust megadni. A primek kirekesztd formuldjdnak is mdr nincs kételyem, hogy,
még pedig rovid idén sikeriilnije kell, még pedig bdarmi idomuak legyenek. Uti-
nam Gauss superstes esser! {Barcsak Gauss még élne!} erre és még sok mds ~
lokra eléggé és legtekintélyesebb méltanyolhatdsdra nézve is.

De torrens {zuhatag} mddjdra omolvdn (mint ruit {rohan} profundo Pindarus
ore {dis Pindarus szavi}, bdr is én itt semmit se jdrok correct conceptus
(rendszerezd dsszefoglalds) utdn, nyakra fére sietve) a legderekabb és, a tan-
ban, hatalmasb eszmék, csak az elfeledés elleni hirtelen papirra vetésre is
idé kell, igy, hogy alig gyozom ezt még mind eddig is. Azonban kizelit
azon hatdridd, mikor mdr elérve a kitiizott célt, a meglévd anyagor kezdem
kireszelve, simitva, fénvesitve (mi utobbi azonban nem a szemnek, csak a tanban
Jo) egyszoval kimiivilve, tikélyesitve tisztdra és kitethetd jol és kellemesen olvas-
hatdlag trni. A folobbi vala az értelme azon képtelennek tetszd dllitmdnyomnak,
hogy az egész szamtant, per se nagyjdaban a leg=szerlileg, dthatottam és midon
az dltal (a késziilé prim-tannal) bdrmely, tehdr a Disq. Ar.-nak is bdrmely theo-
rémdjdt procerto {bizonyosan} megmutathatni, problémdjdt rezolvdlhami és igy,
erre nézve, az egész Disq. Ar.-1. zsebbe tehetni ugyan: noha mdsfeldl, azon ABC-
je az & modjdnak, sajdtsdagos és sokkal nehezebb volta miatt mind az enyim mel-
lett is, drok megtartdast és >ra becsiilést, respective bamulatot érdemel. E szerint

a 22" +1, anndl ezerszer cifrabb, bdarmily egybe rakottak tdrgya is per se dt van
hatva, noha, mint nem csoda, azon specidlis esetre alkalmazni még nem érkezem.
Es nevezetes, hogy a mdr Euklid dltal vizsgdlt tokély-szdmok, a tan gyermekko-
rdaban azon (tudtomra ugyan sem a Régiek, sem ag djabbak még csak nem is
tetr) hozzdtétellel, hogy minden oly szam megadodjék, oly egyenletre vezet mely
a szdmtan teté-pontja elérését igényli. Ugyvanis arra még az sem elég, az illeté
transzcendens egyenletet szdmokkal solvdlni {megoldani}, hanem a radixoknak

expresse primeknek kell lenniiik.

— Végre, hogy neldttasson képtelenséget dllitni: a tiszta matematika kimerit-
hetésére nézve még egy szot. A szdmtanra nézve ott dll a dolog, hol
irdam. Az (idétleniil rosszil iigy nevezett) Analisisben pedig bdrmely kérdést
legaldabb végetlen sor dltal bizonvosan megfejthetni s tehdt rtovabbi kérdés csak
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ezeknek megadott egyszerii alakbani dsszizhetését illetheti. Itt is mdr ugyan ti-
mérdeket tettem: de bdrmely sorra nézve csak elddnteni is, hogy lehet e példdul
algebrailag kitenni vagy nem {Tintdval athizott mondat: mdr til vagy kiviil esék
Jelen hatdsomon s hatdrkorén iigy hiszem bdarmely véges okos lénynek itt is te-
hdt co sok foladat marad in oo, az ez utdni életekben solvialands ldt) még nem
tudom mddjdt. Csak-ugyan itt is jot reménylek. Az iir-tan pedig dt-van hatva. Az
erd-tan is, kivdlt a kemény testekroli nagyban, mint a szdmtan s a tobbi.

Most a jelen dologra.
A tegnapi kezdet szerint, Dem.l.-ben (hol a leg-> koz-oszto el-hagyandd)
x?+1 _x+1)xel) (x+1)x~1) [ (x+i)x—1)  (x+i)x=i)

p B (a+b)c+d) i (aeb)ced) |(a+ib)c+id) - (a—ib)c—id) | et

¢ = {Két sor kozott apré beirds ceruzdval: Mdasképp L, tehdt %
a+b a+b a=+b-
P 4 : o, SR R
—————= egész tehdt, ..., p=a“+b =c"+d".}
c2+d? g 4

ap bp
e 7 3 5
a“+b* a-+b-
; gy S _ ; o 2

két sem oszthatja; és igy az a”+b~ valamely 1-nél > mérdje {tényez6je} a p-t

oszsza, vagyis lennie kell a p-nek az (@ +b?)-tel valamely, I-nél> kizosztdjd-

nak. De p pozitiv prim lévén, mds pozitiv szammal, sajdt tobbésin (multiplum)
kiviil, ily osztoval nem bir. Teht

egész: de a is, b Is, < a® +b%: tehdt ez amazok egyi-

&
a“+b2=c'p.
i A Rp— ,
és igy —. — is egész, azaz ¢ kozosztoja a, b-nek. De ¢ nem lehet > 1, mivel
g €

s P o R :
kiilonben — egész, s p prim lévén, ¢= p s tehdt
¢

P 1

4 ol . a,b
plEaE) 45
egész volna: mi (a divisio-tanbol) lehetlen. Tehdt ¢ =1, és igy, mivel vala cp=
2 13 £ £ ape - a5 ; "
=a’+b*, lesz p=a2+b‘. Es fgy reped, hasad, nyilik a p és sziiletik iker O-
szdm p maga is éppen azzd dtalakulvdn.

Es hiszem, s6t fogadni mernék, hogy Euler is igy hozta ki, azonban az imagi-
ndrius primtan rigorosa tiszta fogalma és szigorii dem ja tuddsa nélkiil; s azért
csoddlom is, hogy ismerhette egy Gauss; Disq.Ar. pag.218 féiil, dem nak el. Hi-
hetéleg & sem lévén, kivdlt akkor, az imagindrokra nézve, tisztaban, csak dbran-
dozva vette magdnak azon merészséget, az imagin, -okra ott is, mint egyebiitt
szoktdk, kiterjeszteni a redlokrél igazakait.
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Ha pedig még mdsképp is volna p=x*+y2=(x +y)(x « y)=(a+b)a=b)
tigy a primtanbdl (itt az x nem a folobbi értelemben haszndlodvdn), x +y=
=(u+v)(t+2z), gy hogy

a+b a-<b
U+v' 14z
egészek legyenek, De akkor nyilvdn x = y=(u = v)(t = z7), tehdt

p=(x+ Y)(x o V)= U+ 0)(t +2)u o v)(7 0 2) = (W + 022 + 22).

- P . v 3 5
De p prim lévén, u+v nem lehet tiszta: tehdt u* +v> > 1 s ~-lag 1> +z2 > 1, és
p nem volna prim.

oo ASB . AB
1 nar ROPST, HEY , Tenar
G e RS g

-

(A+B) A+-B A?+B?
(C+D) C+B C2+D2

is egész, tehdr A+ B-nek elegy-oszidja {komplex-osztéja} esak az A%+ B? redl
C? + D* idomu osztojanak (s ha C. D nem= 0) decompozitidjdabol eredhet: mi az
elébbi szerint primnek csak egyként eshetvén, vildgos, hogy az imagindrokat ad-
mittdalva {elfogadva} és bdrmely szdmnak csak véges szdmii mérdje {tényezdje)
leher. Ily dem. nélkiil nem lehetne tudni, nem lehetne-e oo sok elegy-mérdje
{komplex tényezdje} egy szdmnak. Es tehdt igy is bdarmely szdmot, a rendre nem
tekintve, csak egyként vagyis ugyan-azon primekre szaggathatni {felbontani}. Es
a leg=> kiz-oszto (lehet mds nevet is adni a >, < nek az elegyeseknél {komplex
szdmokndl} per se nem lévén értelme) bdarmely, tehdr elegy-szamnak is megtaldl-
tatik primekre szaggardsa dltal. Az elébbit igy is lehet dem. -hatni:

a+b ac+bd bec—ad .. ac+bd be—ad .
Mivel =——3 = lehdt it ———, ———-, tehdt O jaik dsz-
cvd et +ds e +d-F ce+d= cc+d-
2
o / a2 +b? )
vegje is mely = ——— egész.
2 +d?

{Két sor kozé igen apré bettikkel: lgy is: mivel ... p=laeb)c+d)=
2 3 4 2
=(a=b)(ced), tehdt pz =(a~+b )~ +d7); és a? +b2‘ 2 +d*>1 és p2 csak
= pp, gy, hogy > 1 legyen sziikségképp p =a+b%=c2 +a‘2.}.
Dem.2. Mivel

P
a+b

egész: nyilvan is az. Mdr az a+b,a=b leg > kiz-osztdja (a folibbi érte-
a=b

lemben) nem lehet elegyes = x + v, mivel kiilénbén hason joggal = x =y is volna;
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de mivel p prim, mds tiszta osztéjuk sem lehet ~1-en kiviil: tehdt a+b.a b

primek egymdshoz; és igy a prim-tanbél, egymértjiik {szorzatuk}, azaz a* +b* is
. - X 2 2 - -

osztja p-t: tehdr mivel a”+b” > 1 és p prim, p =a” +b%,

Dem. 3. {ElGszor tobb sor dthizva) S igy még t6bb varidcidja is van e dem. -nak.

De menyek lényegesen kiilonbozak?

; ; . | ;
Dem.3. Van oly x (Disq.Ar. §2, 4, 9, 108) nem > 5P hogy egész legyen:

2
L+l p
= i +—, mely, ha p=4m+1, még azon esetben is, ha

P

hol tehdt g nem > -
pleg <, azaz=1 (pro m=0), nem > m+ 1, azon tiil pedig minden mdskor (ha t.i.
p=1) nem >m. Mdr, mivel xZ2 41 =(x+ 1)(x=1) és két factor egyikét is 4n +
+3 idomii {alaka} prim-szdm (melyet nagyon konnyii dem-ni, hogy kér O-szdm
oszvegje soha nem lehet, és tehdt imag. osztdja sincs) nem oszija: a prim-tan
szerint ily prim az (x2+1)-1 sem oszthatja: tehdt q is 4n+ 1 idomi. Ezt -+ nélkiil
is megmutattam s ide valo. Ha mdr megmutathatjuk, hogy ha dll a theoréma
bdarmely, a p-nél <4n + 1 idomii primrél: tigy p-rél is dll: gy mivel 52=124+22
1ol igaz, bizonyosan in oo igaz. Mdrpedig, mihelyt p nem < 5: az elébbi szerint

g nem >m= ! és 4m+1 idomii primek egymértje melyek mindenike feltérel
szerint 2 01 vagyis 2 elegy-factor eg‘\'mérrje, rehcir nyilvdn q is, és ha g =r" +52,
) ,1.'2+l +b? a+b)(a°b) a+b a-b
gy lesz p= . Mdr pedig, ahui;aban S = . =
r2 ct+d- (C‘+{f}(t‘+d) c+d c+b

.

(uc+bd bc"-l—aa’) {_ ) (ac‘+ba’)‘ (bc—a:a’)2 (mi -

= + ) e e — + mit ﬂp()SF{‘.'H()”.
A+d?  2+d? 2 +d? 2 +d?

imagincdrok nélkiil is kénnyi a reductis dltal megmutatni, lévén az urébbi kér 0 =

+b_!2+‘;._.!2 aZ
= b R ok ) 20 ——,?J tehdt p= két NO {raciondlis négyzet}

c?+d? 2442
dsszegéhez, és gy a tegnapi theoréma erejénél fogva, mely itt nagyon folséges,

derék szolgdlator tesz, van kér oly O szdm is, melyek dszvegje = p. Csakugyan
filséges, remek, fdfontossdgii és hasznii egy pdr theoréma bdr-is a nélkiil per se
leher zsiros vagy hdj-falatot enni.

De van még egy 4-dik dem., a szdmtanra mindeniitt dthaté vagy generdlis
vagy mindenhato kulcsom dltal: mely azonban 1dbbdl dll, minthogy itt most egy
levélben megirhatndam.

Ez a nagy félidns fvekre (800/1, 1%, 2, 1333/1%, 1) irt hosszd levél Fermat ka-
racsonyi tételének (4.5.§) hdrom bizonyitdsdt tartalmazza. A sorok kozott elrejtve
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a Dem 2. el6tt egy nyilvdnvaléan utélagos bejegyzés kibetiizése utdn még felfe-
dezhetiink egy rovid, negyedik bizonyitdst is. BOLYAI bizonyitasaiban a komplex
egészekre vonatkozd sajdt elméletét, a primtant alkalmazza. Ezt mindegyikben
vilagosan kijelenti. Ezért meggondolkoztatd lehet a levél harmadik bekezdésé-
nek egyik zdrgjelébe tett megjegyzése a késziild primtanrél. BOLYAI elméletét
mar rég kidolgozta (5.3.§), csak eredményeit nem foglalta egységes rendszerbe.
Itt bizonydra arra utal, hogy ezt is tervbe vette, s amint levelének folytatdsibol
kideriil szandékaban dllt a Disquisitiones ,,bdrmely theorémdjdt” a komplex egé-
szekre is dltaldnositani.

BOLYAIJANOS ebben a levélben vdlaszol édesapja felszolitdsdra (7.9.§). Ezért
keletkezését 1854. dprilis 15. utdnra, s figyelembe véve a (7.17.8) utolsé sorit,
1855 mdjusdnak vége elé tehetjiik, akdr az egy nappal kordbban irt el6z6, 7.11.
levélét,
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7.13. Bolyai Janos levele apjihoz

Hogy bdrmely, 4m + 1 idomu prim-szam p két O-szdm dszvegje; és csak egy-
ként. {Bdrmely pozitiv 4m + 1 alakd primszdm egyértelmiien felirhaté két egész
szdm négyzetének tsszegeként.}

241

Dem.1! Isméskép {ismeretes} van oly x redlis {egész) szdm: hogy

€gész

legyen. De 41 =(x 4 1)(x e 1) rehdt, az imagindriusokra is (per se szigori
dem-ok mellett) kiterjesztett primtanbdl, lennie kell oly méddal p =ef-nek, hogy
X+l x+1

egészek legyenek: Sem e, sem f tiszta nem lehet, mert ha egyik tisz-

()
ta: dgy a mdsik is nyilvdan az; de akkor a folsékbeni 1 —t mindeniknek osztania
2 B e s . 4 . B sl
kellvén, nyilvdan mindenik csak C V1{£1, i} lehetne: mily két szam egymértje
{szorzata} pedig soha sem lehet = p. Tehdt e is, [ is elegy. Legyen az a, b, ¢, d
redlis szamokat jelentvén, e=a+b, f=c+d: tehdt

p _ ap bp
a+b a2+b2 ag2+h?

egész, de a is, b is, < a* +b*: tehdt ez, amazok egyikét is, mivel egyik sem lehet =
0, nem oszthatja; lennie kell tehdt az a* +b*-nak valamely az 1-nél > mérdjének
{tényezGjének}, mely a p-t ossza, vagyis p-nek az a* +b*-tal valamely 1-nél >
koz-osztdjdanak. De p prim lévén, mds szdmmal, sajdt tobbosin (multipla) kiviil,
ily osztoval nem bir. Vagy, rovidebben: az emlitett mérdje az a® + b2 -nek p-t
osztvan, az, mivel p prim, sziikségképp = p magdhoz. Osztja tehdt p az Tl
és ha a* +b* =cp: gy
ap bp
a?+b? a?+b?

. & fI ) i I s #1
egész lévén, nyilvan —, — is egészek, azaz c kiz-oszidja a, b-nek. De ¢ nem lehet
o

> 1 mivel, kiiloénbén
2 . P
a+h (9, + 2)

¢ [

) P » - - -
egész lévén, P is az, tehdt p prim lévén, c= p, s tehdt
g

1 a b
= [ .~ P
«a b~ 2 2 2 2
= a b a b
PP (ﬁ) +(ﬁ) (F) *(ﬁ)
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is egész volna: mi pedig, mindenik folsd az alsonak < lévén, lehetlen. Tehdt ¢ =1,
v— 4 il
és gy, mivel vala cp =a’+b° lesz p=a“+ b2,
Es (gy reped(ez), hasad, nyilik a p, és sziiletik gyonyorii iker O-szdm, az anya
p maga is éppen azzd vdltozvdn.
Ha pedig még mdsképp is volna p= 22+ },2 =(z4yv)(z=y)=(a+b)a=b);
ligy, az emlitett prim-tanbol z + y=(u+ v)(1 +q), gy, hogy
a+h a+b
U+v t+gq

egészek legyenek. De akkor nyilvin zey=(u=v)(t = q) tehdt p=(z+y)(zey)=

i A S T , o 9 ) 2 )
=(Uu=+v)t~+q7) és fgy, p prim lévén yvagy u=+v=, vagy t~+q- =1, tehdt, az
elsd esetben vagy u, vagy v=0s a mdsik ==x1, hasonldlag a 2-dik esetben vagy
1, vagy g =0; tehdt

a+b _a+bh
(+v)1+q) r Iy
minden esetben egész, és ha ez =r +s, gy -(f*—i nyilvan =r = s, tehdt nyilvdn
r?+st=1, s igy egyik r, s koziil =0, a mdsik £1. Mibdl vildgos, hogy z+y=
=(a+ b)iﬁ, § tehdt ugyanazon iker O-tor szili.
g+h . geh I Sk S .
Ha mar Tl egésc: Ugy T tehdt 212 is egész: tehdt g + h-nak elegy

osztoja nyilvdn csak a g:'3 +h? real k* +1% idomii osztojdnak (hol k, I egyik sem =
0) decompozitiojabol eredhet, minek modjai szdamdt is meghatdrozhatni a K412
nak 4m+ 1. 4m +3 idomii mérdi szamabol (kiilén-kiilon); és igy az imagindrokat
bebocsdtva (admittdlva) is

A 16bbi mds papiron van.

Fermat kardcsonyi tételének szépen letisztizott bizonyftdsa. A kéziratos ha-
gyaték taldn legszebb oldalai (1332/1, 17, 2) (ldsd 7. dbra, 90. old.).

Val6szintileg 1855-ben frédott. Ebben az idében foglalkozott BOLYAI Fermat
tételével. Az el6z6 levelek tobb mondatdt felismerjiik ebben az friasban is.

Biztosan volt folytatdsa is. Erre utal a ceruzdval irt utolsé mondat: , A t6bbi
mds papiron van’.
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7.14. Bolyai Janos levele apjahoz

Janudr 20-dn 1855-ben. Kétszer egy napon sem feredém, de mosoddam tibh-
szdr is: mire D. is rdtért. Ezek tébbnyire odivsumok valdnak: mdr menyek lega-
labb részint, kellemesb tdrgyakra.

A kiilddrtt penndakar ugyan koszonom, az ilyekkel tan megélhetni.

Gerling nem kérlem, hogy divar szerinti tudos ember, s tdn némi Sinn-nel
{(érzékkel} is bir a mi szellemiink szerinti dolgokhoz (minek azonban levelében
csaknem semmi jelét sem ldthatom): minden esetre becsiilom a jora mdr csak
a képesség szerinti becesiiletes torekvést is, s drvendem ha munkdnkbol bdr egy
szikra pattant lelkében s dltaljaban mint becsiiletes embert érdeme szerint be-
esiilom. Ettingshausent is becsiilom mint sok-érdemii és distingvdlt embert, bdr
is minket tan nem méltdanyolni elég boldogtalan vak elfogult.

Szdsz Kdroly miért ellenezte a német kiaddsdat? Tan a Lobatsewski és Ap-
pendix kdzarti pdrvonalért? De fdlhiva érzem magamat azon dllitmdnyjdara: , azt
ketten csindltuk volt mdr régen ki” haldla utdn is ismégelni azt, mit életében is
régen kimondottam: hogy az egy szemtelen gyaldzatos hazugsdg: mert én téle
semmit sem tanultam; igaz ugyan, hogy beszéltiink (tulajdonkép én mondvdn azt
is legellébb) hogy ha a XI. Axioma nem igaz: gy a korhardr, vagy ha tetzik
circulus rad. oo egy gorbe unif. vonal in plano, vagyvis, hogy ha annak egye-
nességét meg lehetne mutaini, gy a XI-Axioma meg volna mutatva. De mindezi
sem vitattuk tovdbh vagy vettitk aprora s bizonyitottuk meg egyiitt s ennél to-
vabb, tébbre nem is mentiink, mi onnan is kivilaglik, hogy én azgtan magamra
mindent kidolgozva, az & (mint akkor mindjdrt irtam) Tompa Professorral s egy
Envedi Dedkkal Aradon ndlam jdartakor én mint merdben iij dolgokat nagy ze-
lus enthusiasmussal {lelkesedéssel), hasonlo fogadtardst vdrva kozoltem vele az
eredményeket miknek is azonban & becsiikor és hatdsukar teljességgel nem volt
még csak képes is dildini, mind csak azt erdsitvén: hisz a nem formula! biz a nem
Sformula, nyilvdnos jeléiil annak, hogy mind azt nem egyiitt csindltuk.

Tovdbbd az Appendix kijitte utdan Enyeden dtjottemkor a Vdradi Dr. és Vajda
jelenlétében (ki tehdt ma is elsd tanii lehet) kérdeztem Szdsztol sz6 keriilve az Ap-
pendixre, hogy hdt olvasta-e? Felelé: El. Kérdem: ,egészen?" Felelé: egészen.
De hogy legkisebb része lett volna benne arrdl altissimum silentium {legmélyebb
hallgatas} volt. Pedig ott jo rés {alkalom} lett volna most alacsonul hédt-megett
ellopott részéhezi jogdr megemlitni. Es ha ittléte alart magdt hozzdm lealdzta vol-
na, mindenkor kész voltam teljes folvildgositdst és kielégitést adni, s gy tudom
ez az igazsdg litja nyiltan értekezni és mindkét felet kihallgatni, nem pedig (hal-
latlanul) hat megett bitorolni szerzdji czimet, mintha azért, hogy folteszem G.vel
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{Gaussal} egyszer, kétszer vagy bdrhdnyszor is beszéltem, azt dllitni, hogy ket-
ten irtuk a Disq.Ar-t. S G.-nél is hidban locsogott olyasmit, mert okos ember az
affélét nem hiszi, sot megitéli az oly kérkedd szemtelenségét.

Gerling ha a fondkoson = lapok dltal bezdrt lirék = ségét bdar a 3 oldali
pyramisokndl megbizonyitotia, becses: elsd levelemben kétkép {két médon) is
megvan. De mint megirtam, nincs miért 16bbét rontani vele a szemet, vagy két f&
dolog megvdltoztatando is lévén. Ha még megérem, hogy oda mehessek s tetzend
meghallgatni elolvashatom.

A sphaeroidroli kérdést pedig a nekem irt 2 magyardzat utan sem értem és,
hogy értsem szitkséges 1) értelmezni, mi legyen sphaerois? tan ellipsoist ért alat-
ta; 2) az iigy eredo ellipticum A-ra nézve miféle excessus értetik; s dltaljdban az
egész kérdésnek aprora szigorral tisztani foltétele s ekkor eldre merem igérni a
megfejteni képességemet; s gondolhatnék magam is ebbéli kérdéseket, de érdek-
telen és hasztalannak ldatom.

A Crelle Journal der Math. und Physikbol vagy kér Heftet {fiizetet} Zitta
akkori Major {6rnagy}, mest Feldmarschall-Lieutenanttol darab ideig birhatvin
sok jot taldltam benne, bdr volna még itt olyasmi, Grunert ..., de e Krih —
Winkel viros {kis varos) és orszdgban elég egy pdr djtatos imddsdgos kinyv.

Reménylem csak némi egészségre tehessek szert, nyitok én kaput magamnak
egvéb > és lényegeshekkel; szégyelném is avval most eldbb follépni.

N.B. La Grange-nak Crelle dltal sok jegyzetekkel kiadott Theor. des fonct.-jdt
is nézegettem.

Mcdr

A Pyramis telyérol

Mint sok egvebet azon levélben, tigy ezt is ugyan mdr rég Ildttam volt az itt
mindjdart megivando modon: de mind véges darabi = ségre nézve akarvan tisz-
tdba jinni, mint erre nézve senumit szdamba sem vettem. Azon levelem irdsakor
azonban figyelmem egészen egyébbel (a véges =séggel) levén elfoglalva, igaz,
hogy jol ugyan, de H. F.-ként ok nélkiil keriildleg hoztam ki a pyramis telyét
{kobtartalmat}.

Hogy pedig a dolog erét éppen ndlomndl senki inkdbb nem keresi s el sem
igen taldlja a Faldon, és hogy a levelem megirdsa utdn magam régtén észreve-
vém a rovidebb drat és azt csak azért hagytam el, hogy részint untam mdr még
tobbot irni, részint nem akartam levelemer még rendetlenebbé tenni: kivildaglik
Jelen esetben azon otti hozzdtételbdl, hogy arra még oo sok it van.

Azon levelem irdsakor fdleg a véges darabi =séggel bajlodvdn esak torténe-
tesen mentem utkdzben az otti demonstraciora a fondkos pyramisok dltal, mert
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mint azon levelem dtfutdsakor rogion magam is észrevettem, per se hogy az fol-
osleges és még sokkal rividebben, egyszeriiobbin lehet, a nekem megirott médon
a legegyszeriibbén s csinosban pedig a kivetkezdleg.

Euklid XII. 3-szerint, ha az egész pyramis = A a tetonéli vagy leszelt mindenik
= a § mindenik prisma = P:iigy A=2a+2P. Mdr pedig (a mindjdrti §szerint

2,

A=8a: tehdt a=2P;a= 3

Kivdnat szerint németiil irom.

Lehrsatz. Ahnliche Kérper verhalten sich, wie die Wiirfel ihrer gleichstelligen
oder = namigen (homologen) Linien.

Beweis. Léiszt sich der Karper A vom Wiirfel B, wenn auch nur stiickweise,
hichtens m Mal wegnehmen: so ist es klar, dasz (wenn die Seiten der Wiirfel B,
b sich verhalten, wie die homologen Linien der ~chen Kirper A, a) auch a, auf
~che Art zerstiickelt, sich von b m Mal, und nicht dfter, wegnehmen lasse, und
das iiberhaupt nach Art der Suchung des groszten gemeinen Theilers A ebenso
durch B, wie a durch b gemessen werde, oder A: B=a: b, folglich auch A:a=
=B :b sei. Etz

Ennek hosszabb dem.-ja, mint egyszerd, egyenes, helyes és jo az eszméje,
bar is ez még leg < dolgaim kozoli. Csakugyan még van becse (bdr is mind a
véges-ség lévén szemem eldtt, ezt eldbb kicsibe vettem, alig tigydlve rd) és Euklid
dta Uj; és elég csoddlatos, hogy ezen Faldi Vildg Tanitdja dta egy kivetdje is
(melyeknek szama nem csak 1, 2; midén Euklid még China s Japdnban is aligha
nem otthonos) ezt észre nem vette s az Euklid madja utdan csak a be- s kiviil- irott
prismdk dital, a gorbék modjdra igy hozidk ki a pyramis telyér a Tentamen ij,
elmés és szép madjdig. De megirtam volt, hogy egy-pdri {mértani} sorra is rég
vittem a legrovidebben ugyan az Euklid elobbi prop.-ja szerint.

Most pedig megirom a dolog dltaldnos erét és a oo sok utat (minek elébbi
levelembeni emlitésébol eléggé ldtszik, hogy mdr akkor is tudtam a legrévidebb
madot). A pyramis basissdval bdrhdny és barmely tavokban egymdstél vonvdn
pdrhuzamos lapokat, s a legfolsd pyvramison aluli stratumokbdl Euklidileg egy-
egy pyramist elvagva a maradvdny mindeniitt ugyan Euklidileg 2, ha nem is =
prismdra darabolhatd, miutdn az elébbi német §erejénél fogva kénnyii a kis pyra-
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misokat a naggyal kitenni, a nagy pyramisok és prismak kézétt egyenletet taldlni
és ebbdl a pyramis telyér kiszdmitani.

Mds mdd (de hosszabb). Ha az eldbbi stratumok magjai a Tentamen szerint
egykoziileg kettélodnek, ligy a Tent-beli modon is lehet a corpus 5. laterum dlial
pyramist és prismakat csindlni és célt érni, de megjegyzendd, hogy a fondkos
corpus 5 laterumok = sége iigy is foltétetik.

A német §-rol elébbi levelemben is érintettem volt annyit, mennyit figyelte-
tésre elégnek gondoltam. Az itti kifejtés reménylem elég lesz, bar is itt kireszelés,
simitds, fényesités, csinositds, sot még bdrdoldsrol is sz0 sincs és mostani dlla-
potomban nem s lehet.

Az oo természet szerint benne rijlik, mihelyt a pyramis a kockdval |J
{irraciondlis}; ha pedig N {raciondlis} vagy commensurabilis: iigy nem is jé
egyebként oo be, csak a netdni végetlenségébe a # nek. Tehdr csakugyan (bdr
is mind a 1obbi, per se a Tentamenbelivel egyiitt megtartdst érdemlék) van ennek
egyszeriiség, rovidseg, csinra nézve sajdt becse és elonyje.

A német §-t pedig semmi kételyem nincs, hogy ~ lag ne vegye dt, nem is lehet
mds eszme szerint. Gerlinget, ki a Le Gendreével megelégszik, ez is kétely nélkiil
kielégiti merégben & nem keresvén -1.

A levelet (742/1, 2, 2V, 3, 3%, 4, 4Y) 1855. janudr 20-dn frta BOLYAI JANOS.
Elsé része (a masodiktél a hatodik bekezdésig és a hetedik bekezdés mondatdnak
fele) mar ismert [17. 408-409 old.], s6t STACKEL is idéz beldle [106, 1:78 és
216]. Most azért kozoljiik teljes terjedelmében, mert a nem szakember kozreadé
éppen a sok matematikai szoveget tartalmazé mésodik részt nem publikdlta. A
levél kiilonben gy kezdddik, ahogy most olvashaté és nem csonka. A [17, 408
old.] oldalon 1évé els6 bekezdés nem tartozik a levélhez, az a 742/1Y kéziratlap
egy onkényesen kiragadott része.

A BoLYATI dltal németiil irt tétel magyar forditdsa a kovetkezdképpen hang-
zik:

Tétel. Hasonl6 testek dgy ardnylanak egyméshoz, mint a kockdk ugyanolyan
helyzeti vagy egynevii (homol6g) vonalai.

Bizonyitds. Tavolitsuk el az A testet a B kockdbdl, ha darabonként is, legfen-
nebb m-szer: igy vildgos, hogy (mikor a B €s b kockak oldalai dgy ardanylanak
egymidshoz, mint az A és a hasonlé testek homolég vonalai) a is eléallithaté
h-b6l hasonlé médon m-szeri és nem tébbszori eltdvolitdssal és ez voltaképpen
A-nak B-dltali legnagyobb kozos osztéjanak megkeresése szerint (torténik), mi-
képp a a b dltal méretik, vagy A:B=a:b, és kiovetkezésképpen A:a=B:b
lenne. Stb.
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7.15. Bolyai Farkas levele fidhoz, Janoshoz

A templomban hosszu prédikatcio alatt hajadonfén Grippet kaptam. A pin-
cébe hirtelen gbres miatt a gyertyét kiejtve falhoz 1dmaszkodtam, mig elmult —
csengetés a kortina {szinpadi fiiggony} lebocsitds elott.

Ha a tenta megért, adj a kiildott kis iivegbe, probdra. A gallest {gubacsot}
kevesellem a vas gdliczhoz, a vas igen mezitlen a léghez oxiddlédnék s az irds
sdrgulna, ha a gumi nem 6évnd. A Funke tentdja 8 16t fdin galles, s 2 16t gélicz
(oda teszi: gar kein Gummi) de serrel 2 kupdt ad; igen j6 csak a seriink miatt
fényes.

A Vajdaé éppen az amit irtdl, hanem ecet is j6 hozzd s mds manipuldcio
{eljards}.

A hegediilésre ocular kell, mds mint az olvasdsra; taldn hoz Trityi most.

¢ ezl
Lattad-e valahol: hogy ha p primszdm, s a-nak p nem factora: gy @ 2 az

7— |

mp £ 1 kép ald jon (m szdmot téve) {a 2 ==xl(mod p)}. Csak annyit izenj,
hogy lattad-e, vagy nem? de ne hagyd semmi dolgod félbe.

A levél (1358/1) keltezése: 1855. majus 2, s teljes terjedelmében megtaldlha-
t6 a [17, 413 old.]-on. Mégis djra kézreadjuk, mert amint mar megjegyeztiik, az
elsd kozlésben el6fordulé hibdk miatt a matematikai szévegrész €rthetetlen volt.
Ez egy fontos levél. Farkasnak a benne felmeriil§ kérdésére irja meg neki Janos,
hogy a kis Fermat-tétel forditottja dltaldban nem érvényes (4.3.8).

A levél hatlapjan (1358/1Y) BOLYAT JANOS kdvetkezd rovid jegyzetét olvas-
hatjuk: Ha p=2m+ 1 primszdam, tigy a Fermat-theoréma szerint (egyszeriibbin
mint Gauss 106.8-ban), ha o nem tébbdse p, de p prim ® =1(mod p=2m+1),
vagyis

ﬂzm ot (am +1)(@™-1)

P P

P | a —1

, vagy

tehdr vagy is szdm {egész), azaz ™ =1 vagy —1(mod p).
8. g P

Tovdbba, bar-is Gauss a 106.§-a egyszerii és széptant gyakorlatra 16bbnyire
merdben hasztalannak dllitja hibdzik, nem gy van: mert éppen nagyon kényel-
mes {1t megszakad},

BoOLYAInak ezt a gondolatdt még mashol is (193/3) megtaldljuk.
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7.16. Bolyai Janos levele apjahoz

i

A tegnapelotr igért 2 L?_] -re nézve ugyan ezelotti vizsgdimat hirtelen nem kap-
hatvdn elé, vagyis inkdbb akarvdn 1ijbol gondolkozni rajta, még regnap tiszidba
Jottem: mire nézve, itt rovidségért bovebb tdrgyaldst mellozve, a fo-dolog irdnti
kétely és nyughatlansdg teljes eloszlatdsdra elég mdr a kovetkezoket is kozolni:
bizonyos az, hogy ha m nem prim: tigy

m—1
1) nem bdarmely az m-hez prim a oly, hogy a 2 = vagy I, vagy —1 legyen

(modmn);

2) hogy csakugyan mindig van oly a . ..

3) hogy az oly a az m-heg csak prim lehet; mi pedig a legkizelebbi és tulaj-
donképi fokérdés:

4) hogy éppen

m—1
277 is leher =1 (mod m),

bar-is m nem prim: minek megmutarasara per se elég egyetlen példa is, mint
a kovetkezd: melyre ugyan csak torténetesen de még sem vaktaban, hanem elmé-
let utcdn mentem.

£

2380 1 ogzlik (341 =11 31)-gyel, mint oo kinnyon meggydzddhemni abbol,
hogy 2" =1024: melyet osztva 341-gyel marad 1; tehdt (Disq. Ar.§7)

341 e _ )
YT =2V0 2075 ek maradvanya is, valamint 22" ek is =1; gy,

hogy tehdt sem a Fermat theoréma sem a

m—1
22 —re

nézti szép sejtelem (mely ha a dolog természete szerint valosulhatott volna,
egy excelleng és nagvon kényelmes iij isme-jele (criterium) lesz a primeknek),
nem csak, hogy generaliter nem, hanem még azon kiilinds esetben sem dllnak,
ha a=2.

La Crois-t kiildém, a polinomiumrdél van lap. 43.-tol 51-ig bazdrolag na-
gvon hosszason. De meg van a kitétel modja a Disq. Ar.-ban is lap 47 a folsé
ot rendben: minek okadatja {bizonyitdsa} nem bajos. Az izek {tagok} szdmdra
nézt rdagondolva az elsé percben ldattam, hogy az a, b, ¢ ... szdma =n; ligy a
potentidjéi=1-2-3...(n+1)...

A La Crois Traité du Calcul . .. intégralt, ha most nem sziikséges szeretném
megnézegetni, mert sohasem ldttam.

Ezt a levelet (1018/1, 1Y) 1855 méjusdban irta BOLYAI JANOS, és részletesen
elemeztiik a (4.3.§)-ban (3. dbra, 80. old.).
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7.17. Bolyai Farkas levele fidhoz, Janoshoz

Az6ta mind olyan rosszil és fondkul vagyok, hogy frdsodat nem itélhetvén
meg kérésedre visszakiildom.

71— 1|

A 2L2_ nek conversdja jonak litszé demonstricidjat se merem dllitani, agy
elvesztettem magamra nézve is hitelemet — amid6én egy mds igen szép gondola-
tomat is félszegnek taldltam — A Gauss szamjat se tudom, Euler sok préba nélkiil
miként taldlta ki — Gauss meg tudnd mondani, mert § is taldlta, mutatja az a szava
primus invent {els6 feltaldlo).

Fermat consiliarius szorgalmas a hivataldban s egyenes pontos biré s ilyen
cimii munkdja is van Fermat poemata.

Néhdny éjszaka az ajto elébe jott kutydk larmdja miatt nem alhattam s nappal
ugatdsok s orditdsuk miatt nem dolgozhattam. Nappal szemem ldttira ... az
osvényen végig elé jott. A fiivet tobb helyt aratjdk. Basarézsdimat déltdl estig
leszaggattik.

Beteg vagyok s Gergelynek djabb vdsdara Sajéval {?} is levert. Neki vége
absolute meg nem €I, koldusbotra jut.

A 4n+1 csak a Petersburgi Actikban van (Gausson kiviil), hogy ldttam Euler
konnyii szemfi: de rigorra {szigorra} Gjra kell osztani. Péld. hogy két egész szam
quadrdtumainak summadja csak kér quadratumok summadjaval oszlik, belGle vett
idedbdl csindltam ki.

A 4dn+ 1 van a Comment. novi Petropolitan Toma V. détum 1754 s 1755.

A levélen (1521/1%, 1) ez dll (igaz, hogy dthizva): Piinkésd mdsodnapjdn
1855, vagyis Farkas 1855. majus 28-an irta, vagy késdbb.

Szovegébdl arra kivetkeztethetiink, hogy ez BOLYAI JANOS 7.16. levelére {rt
vilasz.

E levélnek és a 7.15. segitségével valt bizonyossd, hogy Janos a 7.16. levelét
1855 mdjusdban frta.

A levél elsé és utolsé sorai fontosak. Ezért kozepébdl néhdny sort kihagy-
wnk. Az utolsd eldtti bekezdés alapjdn ismét kiigazithatjuk STACKEL néhdny
téves mondatdt [106, 1:96]. Az utolsé mondatban arra figyelmezteteti fidt, hogy
Fermat kardcsonyi tételének bizonyitdsat a teleki Tékdban 1évE Petersburgi Ac-
taban taldlhatja meg. Erre azért volt sziikség, mert Jdnos azt hitte, hogy EULER
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is dgy bizonyitott mint 6. .,... fogadni mernék, hogy Euler is igy hozta ki ...”
irta Janos (7.12.§).

E rovid levél mdsodik mondatdnak egy részét ... .. gy elvesztettem magamra
nézve ..." BEDGHAZI nyoméan ALEXITS GYORGY is idézi [1, 88 old.], de hib4-
san. Szerinte a mondat utolsé szavai: ,,... igen szép gondolatomat is félszeg-
nek talaltad.” A ,taldltam” szonak a ,taldltad”-dal valé felcserélése ebben az
esetben a mondat értelmét teljesen megvaltoztatja, s igy a belGle lesziirhetd ko-
vetkeztetéseket is. Sajnos ALEXITS ezt a félreértett félmondatot elemezve, Jdnos
apjdval szemben tanusitott tapintatlansdgara, folényeskedésére tesz elmarasztalé
megjegyzéseket, ezzel tovabb rombolva a mar eléggé megtépdzott apa-fid vi-
szonyrdl kialakult képet.
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7.18. Bolyai Janos levele apjahoz

Az abbéli nyughatatlansdg elenyésztésére kivanom ezennel a még akkor es-
te (néhdny perc alatt) kigondolt egy pdr (csakugyan nagyon rokon és nem
annyira a lényegben, mint az idomban kiilonbizé) reménylem nem inelegdns-
nak talalando s megkedvelendd okadatot {pizonyitast), némi eldizletiil s az
ennél (bdr-is ez is nagvon fontos és szép) teljes bizonnyal birtokomban lévd
sok hasonlithatatlanul > bakra nézt tébb hitel-nyerésre, kozolni, még pedig mit
teljesitheini elsé tekintettre nem hivék a 4m+ 1Y nélkiil, csupdn a primek dlia-
lam régora az imagindriusokra is kiterjesztett elemi tulajdondabol. A q92 pedig
procerto {bizonyosan} hibds, és azon uton kdr volna.

Jelentsen itt a theorémdban kijelolt kivéttel, barmely, algebrailag haszndlt
betit 0-t61 kiilonbozé szdmot.

Theorema. Ha {A sor f6lé ceruzaval: d Vez-tanban} a nem dsszvegje két O szam-
nak {egész szam négyzetének}, vagyis mi evvel egyhatdsii vagy egyettevé a-nak
2
. - N2 rdxE: Wed* | , _
nincs elegy osztoja; azonban a=|—) +(—| =—=—: gy a O-szdm {teljes
¢ ¢ &2
négyzet}.
. br+d* ; . .

Vagyis ha a= _?2“_ ligy a vagy O-szdam vagy két Ol-szdm oszvegje.

Vagy pedig igy (a kivetkezd két idomjdaban a theorémdnak a 0-t is befoglalva
a pozitiv szamok kozé): Ha a nem dszvegje két O szdmnak: gy két MO nak
{raciondlis szam négyzetének} sem lehet dszvegje.

Még mdsképp: Ha a dszvegje kér NO nak: iigy oszvegje két O szdamnak is.

{Két sor kozé beiktatva}:

Az imagindrinsokra is ki kell lehetdleg terjesztent, az

2 _ %
f2rg’= 2fpa+8(p® —4°) + 2gpq + f(q* — p?) _

ban

pAg prrg?

{Folytatds a fels6 sorkézokben apré bettkkel}: az f, g. p. q helyett elébb F +¢,
... téve s az al-ut részt {képzetes részt} O-itve ha lehet, de 2, 4 rangiiakra vezet
s aztdn f6-utakrol mdr meg van mutatva. E fel6l is dénteni nagyszerii iij dolog.
Azonban d sejtelem (hozzdtevés) nem dll, mert mdr f2 —g?‘:‘f'2+{_.ig]2=(f+
+ ) f — g) = barmely 4m, vagy pdratlan szdmhoz: de nem bdarmely efféle szamok
200 dszvegje. ~ lag azon tan hogy 2 O szdm dsszege csak megint {olvashatatlan}
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csak O okral all: middn mdr fz - gz =(f+g)W[f — g) nyikra oszolhatik 4m +3
idomui primmel is. Es éppen gy szép és a baj . ..

; ; z 5 i a
Dem.]l. Ha a=er® és r> 1, vagyis a az 1-nél > 0O szammal oszlik: gy, — =
r
_b2+d3w(b

2 2
d a ' 5 .9
) + (—) egész; — pedig nem =s~+1°, azaz két O szdm dsz-
&r ) e

L'E'rlg t‘,"
. , e o R 2 2 2 P iopy 2
vegéhez: mivel kiildnben a=r=(s"+1")=(rs)"+(rt)"; tehdt, a foltét ellen a =

volna ket O szam dsszvegéhez: mivel kiilonben a=r2(52+r3)=(r.s)2+(r1)2; te-

# ) - - # s e - " P {I A
hdr a falter ellen a = volna kér O szdm osszvegéhez. Mdsfelél, ha e = ~—2-mz’ meg-
r
. - 2 A » # I -
bizonyosul, hogy O szdm =1-: ugy a nyilvan =(l )%, tehdt a theoréma meg lesz
bizonyitva. Mi dltal oda van a dolog vive, vagy redukdlva, hogy elég vagy szabad
a-t minden 1-nél nagyobb O szdam osztétol mentnek foltenni: mit ezennel meg is

b +d*  (b+d)(b=d)

- "

(Ezen ,, +

teszek. A foliételbol ¢’ = v e " jegyekkel mar

a a
szinte egy fertdly {negyed) évszdzad (1831 elsd fele) ota nagy kényelem- és gyo-
nydrrel élek és oly szép- vagy csinosak dltaldban célszerii- és tokélyeseknek ta-
lalom és nagyon remélem és erdsen hiszem, hogy megldtva az egész math. Vildg

azonnal megkedvelve mohon elfogadja, hogy még a jovd életekben sem hiszem
Jjobbak legyenek)

Mar a primtanbol (minek okdr itt rovidségérr el kell hagynom) bizonyos az,
hogy ha egy szdm a két szdm factumat {szorzatdt} osztja, ligy a valamiképp oly
b2+d2_(b+dx))
“a  a

a

o

két factor factuma, {két tényezd szorzata) (lgy is: ha gész:

: b+d
ligy a=ef, hogy —, ... egész legyen. Mdr e, tehdt f is tiszta nem leher mivel
e

itt b, d-t eredetiikbél nyilvan szabad egymdshoz primeknek tenni fol tehdt e, fleg
> kdz-osztaja ~ ul tehdt e is, fis elegy s b+d kér elegy factor factuma, s' tehdt
b? +d? csak 2 O dsszegével oszolhatik, még pedig O-t kirekesztve), melyeknek
egvike az elobbi két factor egyikét, a mdsik a mdsikat osztja, a jelen esetben,

: . b+d bed |
hogy van oly e, fhogy a=ef és 7 egész legyen.
e B

Mivel a-nak foltérel szerint nines elegy osztdja az e, f tiszidak és mivel a O

" . ’ - 3 LS b+d b d i
szam osztoval nem birv, primek egymdshoz, tehdt mivel —, tehdr —, —, tehdt
e e e
bed . bed | i i L b+d b-d . ) b
—— is, mint is, egész, a primtanbol —=—— is az és ha h=—. k=
e s ef a a

— -(i ligy nyilvan lesz 2 =ath+k)hk)=ah*+k*), hol h <b. k <d, azon egy
a
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i 2 . . » s
esetet, mikor a=1= 1~ kivéve, mikor azonban a theoréma nyilvdn dll. Itt mdr
2

T ; 4 4 g €
kinnyii ldtni, hogy mivel a az 1-nél nagyobb O szdmmal nem oszlik, — =h*+
a

+k%: mi szerint az eredeti egyenlethez ~ l6ra (hasonléra) érénk mellyel s minden
igy kijovdvel ~ log. bdanva, vildgos, hogy b, d az a-val bdrhdnyszor egymds utdn
oszolhatok. Es pedig b, d vdltozatlanok lévén nyilvén csak iigy lehetvén bizonyos,
hogy azon foltétel, miszerint a az 1-nél nagyobb O -tal nem oszlik és mégis >
> 1 ellenkezd vagyis ellenkezést foglal magdban. Mibél végre foly, hogy ha a az
1-nél > O szdmmal nem oszlik (mint fol is tevodort): gy a csak =1 lehet. Ha
a=1=12, tehdt csakugyan D-szdm.

: ; : ! bed bed
Dem.2. Ha madr itt a barmely pozitiv szdm, a=ef, s mint elébb —,
— e

egé-
szek; | leg> kozosztdja e, f-nek; e=Im, f =In: gy m, n primek egymd.s.-’-zbz. tehdt

; b+d : : g y b+
mivel - oszlik m-mel is, n-nel is: a primtanbdl oszlik mn-nel is, tehdt —

mnn
l bed
egész; és, ha, rividségért, g=mn.h= a k= é, gy nyilvan lesz ¢’ = il
bed 9 bl dl ;
' iT = o(h +k)(h = k)= g(h% +k2); hol, mivel gl= ? h=—<bk==<d. Es
g ' a

2
(s C2

igy -£T egész; és g nyilvdn =.fp2. ; =t'q2.' tehdt :'qz =h?+k>. Ha mdr itt i O-
szam, gy, mivel a =g:’2 =ip*1?, nyilvdn a is az. Ha pedig nem: igy az elséhdz ~
."qz =h?+k* egyvenletet nyeriink: mellyel s mindenik ez iiton kijovével, valamig
d bal-feldl elsé potencidji mértdrs {tényez8} nem O-szdm, ~ log bdnva, vildgos
z, hogy a h, k helyett mind < bbiilé szdmok lépnek, mdsfeldl pedig, hogy a’ b,
d' osztéinak szdma csak véges lehetvén, e miitétel végnélkiil nem mehet, hanem
valamikor sziikségeskép az emlitett mértdrs is O-szdm lesz: mi dltal a egyszerre
mind O-szdm osztokra lesz szaggatva, tehdt maga is C-szammal tinik fél.
N.B. Euler jo helyt tapogatddzott, a tapintata jo helyre vezette, de minden
alap nélkiili legfoliiletesh ebbéli eljdrdssal.
Egyiittal kivdanatra megirom réviden az erét azon theoréma demonstrdciojd-
nak, miszerint bdarmely 4m + 1 idomii prim két O-szdm summdja és csak egyként.
N.B. Ennek is van, mint a Fermat theorémdjdnak is helyes és kimeritd
moddali conversdja {forditottja}, r.i. Bdrmely pozitiv pdratlan szdm, mely csak

egvként dsszvegje két egymdshoz prim Ol-szamnak, prim.

Dem. 1. Kétkép is megvan a Disq. Ar.-ban is, mutatva azon egyszertion vagy nem
bajosan igazolhato tan vagy dllitmdny: miszerint —1 O-maradvdnya bdrmely
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x2—(=1) x*+1

4m + 1 idomi p primnek, azaz: van oly x2, hogy egész legyen.

24l (xal)xe1)
p P

De

; tehdt az itt is elorebocsdtando s itt foltett primtanbdl,

T x+1 x-1
mint az elobbi theoréma demonstrdcicjdban, van ligy p=ef: hogy —, 7
b
egészek legyenek.
De mivel 1t (a folsé imag. részben) mds tiszta szam (+, —, +, =) l-en

kiviil nem oszt, vildgos az, hogy itt mdr ¢, [ egyik is tiszta nem lehet, tehdt
elegves. Hamdr e=a+b. f=c+d ésaza, b, ¢, d redlis szamok {egész szamok}
a+b, (c+d)-nek leg> kiz-osztoja {a tovabbi szoveg dthizva).

N.B. A >, < (itt csak annyit)-t az alut-nyik-re {komplex szdmok} is jol ki-
terjeszthetd, alkalmazhami, ha a +b > c+d (a, b, ¢, d f6-nyi {valés} lévén) a* +
+b?>c? +d2). Igy legnagvobb(as) kéz-0szt6 . , .

A (800/3, 3", 4) levél az 1850-es évek kozepén keletkezett. Erre egyértelmdi-
en kovetkeztethetiink a .,... mdr szinte egy fertdly {negyed} évszdzad (1831 elsé
fele) ora ... félmondatbdl.

Ezeken az oldalokon ugyanazt a tételt vizsgalja BOLYAI mint a (7.11.§)-ban.
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7.19. Bolyai Janos levele apjahoz

Sziikségesnek taldlom megirni ezeket.
1. A kiildott demonstrdaciom bdr-is riitul irva, j6 s directe nem lehet egyszeriib-
bdn; kézelebb észrevéve, nem is tricds; egyébardnt nincs miért egy sz6t is irjak
rola 1ibbét, midén a Disq. Ar.§96 ja 8 elsd rendjében indirecte ugyan, de rovi-
den, jol és szépen van mdr dem.-va.
2. Wolfius abban is hibdazott, hogy nem mondja meg, hogy y és x primek legye-
nek: egyébardnt az ide kiildon kifejezettje x-nek el van hibdzva; ugyanis nem

VIR2y—1)—1

yi(y—=2)+1
hanem

:),r!-H =]

Yy —=2)+1

Hogy ez pro y > 2, nem lehet egész, és a foladatnak meg nem felelhet, nagyon
raviden kivildaglik onnan, hogy nyilvin =

\.-"" +1 v 2

- — = — =]+ 5
Yy —2) y—2 y—2

tehdr csak =1 lehet: mib6l v"(y —2)+1=y""' =1, tehdt v is =1 lenne; mi
repugndl {visszautasit}.

3. A numerus perfectus (tokéletes szim), valamint a 2% +1-re nézti elébbi dem.-
ém is egyébardnt jo és szép, csak annak dem-ja vagyis inkdbb eldéntése hidnyzik,
hogy marad-e az Erat(r)ostheneséhez (a primekre nézve) hasonlo rostdmban va-
lamely szdm, vagy nem?

4. Azt megmutatni, hogy bdrmely 2P —1 idomi szdm prim, mihelyt p prim,

ugvanakkor, mikor a (sz + 1)-gvel bajloddm, éppen magam is megkisértettem,
mert valoban, mint {rataim is muratjak, magam is azon sejtelemben valék, hogy
tigy 2P — 1 mindig prim, és igy egy historiai fontossdgii s nevezetességii eredeti
remek taldlmdnyja volna a legelsé oly functionak, mely mindig primet ad: azon-
ban az sem valosul, példdul 21— 1=2047=23.89; és éppen innen emlitém a
Kali(?) ottlétekor, hogy Wolfius hibdsan dllitia e

A levél (1014/1, 1Y) keletkezésének tekintetében biztos tdimpontunk BOLYAI-
nak a 4. pontban tett megjegyzése. Ugyanis egy 1855. jilius 11-én kelt okmany
(1509/1) iiresen maradt részein még azt irja — hibdsan — hogy ha p prim, akkor
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27 —1 is prim. Erre a tévedésre — amint frja — késébb rdjott, tehdt bizonyos, hogy
e levél 1855. jilius 11-e utdnrdl valé (4.4.8).

Sajnos nem sikeriilt a kéziratokban meglelni azt a ,jo és szép™ bizonyitdst,
amelyet a 3. pontban emlit.

A levél befejezése hidnyzik.
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Bolyai altal hasznalt miiszavak
és jelolések

BOLYAI JANOS foljegyzéseiben leginkdbb a maga dltal szerkesztett jeloléseket
¢s betiiket haszndlta. Sajitos modon alkotta meg az egyes fogalmak megneve-
z8sét is. Jeloléseinek bevezetését tobb esetben meg is indokolta s bizik abban,
hogy azokat az utékor ,mmohdn” elfogadja (2.7.§). Irds kozben gyakran hasz-
nialt matematikai jeleket. Szinte egyetlen alkalommal sem irja le betiikkel, hogy
»hagyobb”,  kisebb”, ,végtelen”,  hasonlé”. Ezeket a szavakat a >, <, oo, ~
szimbélumokkal helyettesiti szovegeiben.

Azzal, hogy sokszor eltért az 6 idejében mdr elfogadott és alkalmazott je-
lolések haszndlatatol s nyelvezetét sajat megnevezéseivel tiizdelte tele, alapo-
san megneheziti kéziratos hagyatékdnak olvasdsdt. Eppen ezért azok munkdja-
nak megkonnyitése érdekében, akik az elkdvetkez§ években is tanulmédnyozni
szeretnék BOLYAI irdsait, dsszegy(jtottiik miiszavainak és szimbélumainak nagy
részét, amelyeket az aldbbiakban ismertetiink.

Jegyzékiinkben minden dj fogalmat és jelet megszdamoztunk, megadjuk a ma
haszndlatos elnevezést €s jelolését s felttintetjiik a kézirathalmaz egy, esetenként
tobb olyan oldaldt, amelyen ez el6fordul. Ezek a jelek, illetve fogalmak termé-
szetesen szdmos mas oldalon is elébukkannak. BOLYAI JANOS az dltala hasz-
ndlt fogalmak és jelek koziil tébbet édesapja tankényveibdl vett dt. Megtorténik,
hogy néha maga BOLYAI ad zdr6jelben magyardzatot egy-egy Uj szé értelmének
megvilagitasdra. A szavakat nem szedtiik az dbécé sorrendjébe, inkdbb a rokon
értelmiicket probdltuk egy csoportba helyezni. Felsoroldsunkbél hidnyoznak az
Appendix jelolései, mert azok mdr régéta jol ismertek.

Ne lepddjiink meg, ha néha BOLYAI ugyanarra a fogalomra tobb elnevezést
haszndl (példaul 7, 8, 9, 10), vagy egy szimbdlummal kiilénbozd fogalmakat jeldl
(példaul 75, 76, 77, 78).
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8. BOLYAI ALTAL HASZNALT MUSZAVAK ES JELOLESEK

b

v

nyi-tan (816/1") {matematika},

nyidsz vagy nyitandsz (710/2", 547/4") {matematikus},
lirész vagy lir-tandsz (710/2") {geométer},

nyi (445/4) {mennyiség},

tevd nyi vagy tevd szdam (445/4") {pozitiv mennyiség},

vevd nyi (445/4") {negativ mennyiség},

. elegy nyi vagy elegyes szam (1333/1) {,vegyes” komplex szam, vagyis

olyan a+ib alaki komplex szdm, ahol sem a sem b nem nulla valés
szdmok},

8. al-ut-nyi (1389/1") {(komplex szdm},

10.

. tiszta szam (1332/1) {olyan a +ib alaki komplex szdm, ahol a =0 vagy b=

12,
13:

14.

15
16.
17

pontos- vagy mellék- vagy oldalas-nyi (445/4") {egy 1844-ben irt levélen
még igy nevezi a komplex szdmokat},

al-nyi (204/2) {komplex szamj},

=0},

[fd-ut-nyi (804/2) {valGs szdm},

fBszdm, eldszdam (538/1), sziikebb értelemben vett primszdm (143171, 1Y),

edi-szam (1015/1Y) {raciondlis egész primszdm},

p Haupt Zahl (40/2) {p raciondlis egész primszam, csak %1 és £p-vel
oszthato],

Haupt—Primzahl (1190/1) {a 4m + 1 alaki primszamok},

Reelle Zahl (762/5) {egész szam)},

16kélyes primszdamok (1446/10) {komplex primek, pontosan a 4m + 1 alaku
primszamok komplex tényez6i mint pl. 1+2i, 6 —i, ..., hasonl6képpen az
1+i, 1 =i, =1+i, —1 —i komplex primek},

. abszoliit vagy vegyes primek (1446/10, 10") {a 4m+3 alakd primszdmok,

vagyis azok a primszamok, amelyek Z-ben is és Z[i]-ben is primek: 3, 7,
[y Py

al (ut) prim (1117/1" oldaljegyzet,) al (lap) szdm (538/1) {komplex primek,
Z[i] primelemei, vagyis egy al(ut)prim lehet tokélyes vagy abszolit prim},

. sima-nyi vagy Glatte Zahl (1213/1,1"), (1468/1) {val6s szam},
. sima-nyi (1431/1, 17, 888/1", 1295/1) {ezeken az oldalakon valds egész sza-

mot jelent},

. sima- vagy egyenes szam (445/4") (valés szam},
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23,

redlis szdam (1332/1) vagy valo-szam (547/8") {Eléggé megtévesztd elneve-
z€s, ui. Bolyai redlis szimon vagy valé-szamon kévetkezetesen egész szd-
mot <ri},

méré (1021/2Y, 1332/1) {oszt6},

. mértdrs, factor (495/1") {a mésik oszté, tényezs},

egymért (1332/1), factum (495/1") {szorzat},

. mérzet, rang (1309/5) {hatvany},

28. rang-jel (1032/40") {hatvanykitevs},

. egymértezii (396/7) {szorozni},

. mércim (1391/4) {tokszam},

. idom (703/3") {alak},

. torony (1269/1") {tort, de azt is olvashatjuk, hogy pirony = torony = pira-

mis (1291/1)},

. okadat (495/1") {bizonyitas},

. diszony (1044/1, 1214/68) {kifejezés),

. iz (1018/1Y) {tag},

. Newton két iz-tana (575/10) {Newton binomidlis tétele},

. egyenlet szorzéi (1309/5") vagy egyenletbeli mértiek (663/2) {egyiitthaték},
. kdresere (396/6") {ciklikus permutécic},

. gyokmérdrei szaggatdssal (143/3) {gyodktényezbkre vald bontdssal},

40.

apré tornyokra szaggatdsa vagy hasogatdsa (1269/1") {résztortekre vald
bontds},

. primekre szaggards (1333/1") {primtényez8&kre val6 bontés},
. tely (742/3) {kdbtartalom},

. keritény (742/3, 1271/4) {keriilet},

. egy-pdoti sor (372/4, 697/1") {szdmtani sorozat},

. egy-pdri sar (372/4, 697/1") {mértani sorozat},

. zenel-sor (372/4) {harmonikus sorozat},

. tulegy pdri-sorozat (335/17") {hipergeometriai sorozat},

48,
49,
50,
31.

dszvéti sor (1522/1) {magasabb rendd szdmtani sorozat},

fiiggony (571/1Y) {fiiggvény},

egyld (536/20") {valtozd},
becs (396/7V) {gyok, érték},
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60.

61.
62.

64.
65.
66.

67

. geber (547/2) {algebra},
. lid-tan (547/2) {az algebrai egyenletek elmélete},

. lid-egyenletek (1288/2Y) {algebrai egyenletek},

. tiz-tan (1192/2") {a kikiiszobolés elmélete},

. dssz-szam (1094/26) {Gsszetett szam},

. primtan (1332/1) {a komplex egészek oszthatésiginak elmélete, ritkdbban
wimagindarius szamelmélet™},

. dsony (395/3) {integral},

. szorzok (T03/1, 547/9) {egyiitthatok algebrai egyenletekben},

kényleges (703/1, 1297/1) {bdrmely, tetszGleges (547/6"), mds helyen ezt

irja: kényleges vagy ismeretlen (547/10")},

tiszta egyenlet (547/1") {az x™ — 1 =0 binom egyenlet},

szér-becs (547/2Y) {széls6érték),

. kézonien (703/7") (altaldnosan, de azt is olvashatjuk: kozdnien, vagy hatdr-

zatlanul, vagy indefinite (547/7Y)},

terj (1039/1) {teriilet},

cdllany (1039/1) {téglalap},

csiiggo vagy dllé (547/7) {merdleges},

. fenté vagy c(h)orda (547/8") {hir}.

MEGJEGYZES

BoOLYAI JANOS tébb fogalom megnevezését édesapjitél kolcsondzte.

BOLYAI FARKAS Az arithmetica eleje cim({ munkdjdban is megtaldljuk példaul
a rang (28), becs (51), elegy (7), okadat (33), el6szdm (13), egyp6ti (44) s egy-
péri sorok (45) miiszavakat.

68.
69.
70.

7

73,

A BOLYAI JANOS iltal leggyakrabban haszndlt szimbélumok:

&, o (445/4) {i, —i, i = W=1; Bolyai szerint =1 becsei},

Iy (396/6) {az n-edrend( egységgydk, I} =1},

@ és © (1335/6, 6%, 1179/7", 267/16") {szinusz és koszinusz, de elfordul-
nak a sin és cos jelek is},

M (495/1) {raciondlis szdm, Bolyai megjegyzése (206/1"): Villas Antal sze-
rint szertelen szam},

. U (399/12") {irraciondlis szdm},

rC x (1466/1) {r becse x-nek},
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74

75.

76.

77.
78.
7.
80.

81.
82.
83.
84,

85,
86.
87.

88,
89.

90.

o1.

B3,

94.

. & (1308/1), d, © (1323/1) {differencidl, derivalt},

S (1297/3") {faktoridlis, fin=1-2-3...m, ,némely irék szerint f=1-2.
3...n=n!" (396/1)},

fa (I0316%) {fa=tabe.. kD™ sla+Inb+1ic+,. .+ 10 4 10",
(6.2.8)},

S (1369/1) {fin=(1+x)"},

Sfr [20, 101 old.] {az x-nek valamely functigja (fiiggvénye)},

x (982/19) {keresztbeszorzis},

(a.bY™ (517/7Y) {=ala+b)a+2b)...[a+(n—1)b]},
c V1 (759/3) {az 1 negyedrend(i gyokei: £1, %,

= (982/19) {nem kongruens},

T (1301/8) {x T, =lna*},

T, (877/5) (T ==, w=2n),

mg (1389/11%) {=mod ¢},
0 (1389/3) {nulla, 1844-ben még a O jelet haszndlja (7.2.§)},

O (1190/29) {a = b (modc) helyett a = b Oc, a geometridban Or az r sugard
kor abszoliit geometriai kertiletét jeloli},

H (1404/2Y, 1501/1) {egyenld, ugyanaz, ,.éppen oly”},
dm+1 prim =0+ 0 (151171, 1059/2) {Fermat két négyzetszamtétele}.

® (703/5) [%1

@, ®, 0, G, © & O (12973) {tangens, cotangens, szekdns, koszekdns,
szinusz-verzusz (= | —cos x) €s koszinusz-verzusz (=1 —sinx)},

" % (1309/4, 1433/3) {logaritmus naturalis},

49 % (1309/5) {,,szorzony vagy factorial-jel, azaz % i LR B
<

(1298/2")},

m—1

m—1
OS (757/1) l: > }

0
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