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Előszó helyett

BOLYAI JÁNOS a magyar és az egyetemes tudomány egyik legnagyobb alakja.
A magyar nép szellemi alkotóképessége, a tudomány terén, legmagasabb fokon
benne öltött testei. Életét és munkásságát számos mű méltatta, sokan és szeren-
csére sokat írtak róla. Az előliünk járók szorgos munkájának köszönhetően ma
már könyvtárnyi Bolyai-írással rendelkezünk. Rangos monográfiák, sok tudomá-
nyos dolgozat és népszerűsítő cikk ismerteti életútját, a geometriában elért kor-
szakalkotó felfedezését s a modern matematika kialakításában játszott szerepéi.

BOLYAI JÁNOS, a matematikus réges-régen elfoglalta méltó helyéi a tudo-
mányban. Nemcsak mi, magyarok, de az egé-sz világ ismeri, becsüli a Bolyai-
nevet. A csillagászok - HELL MIKSA, EÖTVÖS LORÁND, NEUMANN JÁNOS mel-
lett - róla is elneveztek egy krátert a Holdon, A Mars és J u p i t e r közölti zónában
keringő kisbolygók egyike szintén BOLYAI JÁNOS nevét viseli. Amikor az első
magyar űrhajós a világűrben járt, BOLYAI JÁNOS főművének egyik eredeti pél-
dányai is magával vilié. Ezzel jelezte, hogy az Appendix a magyar tudomány
legragyogóbb 26 oldala.

Valahányszor a nevét említjük, szinte mindig geometriai eredményeit helyez-
zük előtérbe. Ez teljesen indokolt, hisz az abszolút geometria megalkotásával va-
lóban egyedülálló eredményt ért el. Újabban sok szó esik társadalmi, filozófiai
nézeteiről, s talán a Responsio is egyre ismertebbé vá l ik a matematikatörténet-
ben. Létezik azonban BOLYAI JÁNOSnak még egy, kevésbé ismeri fontos műve.
Ez a halálakor ránk maradt kéziratos hagyatéka. A több ezer oldalnyi Bolyai-
ereklye lapjai rejtik azokat a gondolatokat, amelyeket írójuk életének második
felében magányosan, s ivár környezetben jegyzett föl.
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A Bolyai-hagyaték feltárása mintegy 100 évvel ezelőtt kezdődött meg. PAUL
STÁCKEL úttörő munkájának köszönhető, hogy a tudományos világ a századfor-
duló idején megismerhette BOLYAI JÁNOS több. kéziratban maradt munkáját. A
későbbi Bolyai-kutatás legtöbbször csak STÁCKEL észrevételeire és magyaráza-
taira támaszkodott. Ő valóban jelentős munkál végzett, de mindent felölelni és
valósan értékelni nem tudott. Könyve a benne fellelhető pontatlanságok és egyes
hibák ellenére ma is a legrészletesebb, legalaposabb Bolyai-monográfia.

Lehet-e még újat mondani az Appendix tudós szerzőjéről? Vannak-e ma,
1997-ben fehér foltok a Bolyaira vonatkozó ismereteink térképén? - kérdezhet-

jük teijes joggal.
Az elmúlt évtizedekben, években megsejtve, hogy BOLYAI JÁNOS kézirata-

inak lapjai még rejtenek értékes matematikai tételeket, egyre többen sürgették,
sürgetik a Bolyai-hagyaték átvizsgálását. Bár számosan forgatták már a kézi-
ratokat, mégis különös, hogy több mint egy évszázad alatt nem akadt egyetlen
magyar szakember, aki ezek rejtelmeibe - néhány, tőképpen geometriai ered-
mény vizsgálatán túl - tüzetesen behatoljon. Pedig nagyszerű feladat fe lkutatni
azt, hogy nagy művének megalkotása után mivé! foglalkozott a többször csaló-
dott, meg nem értett BOLYAI JÁNOS. E feladat elől viszont kitérni nem szabad,
mert kötelességünk hagyományaink feltárása, nyilvántartása és közzététele.

Vajon igaz-e, hogy BOLYAI JÁNOS ízig-vérig geométer és eredeti gondolatai
is mindig geometriai tartalmúak? Az eddig megjeleni monográfiák szerzői ugyan
megemlítik, hogy Bolyainak „szándékában állt" vagy „remélte" bizonyos nem
geometriai feladatok megoldását, de arra a kérdésre, hogy valójában kereselt-e
és talált-e a maga állal kitűzött kérdésekre választ, már nem adnak feleletet.

Kulturális-tudományos örökségünk feltárásának s ennek keretében a Bolyai-
portré minél teljesebbé, igazabbá tételének igénye ösztönzött arra, hogy átol-
vassam, kibetözzein a m áros vásárhelyi Teleki-Bolyai Könyvtárban őrzött sok
ezer oldalnyi Bolyai-kéziratot s megvizsgáljam, mit végzett az abszolút geomet-
ria megalkotója a matematika más területein. Nem vál la lkozhattam - legalábbis
egyelőre - a BOLYAI ál ta l kutatott minden probléma feltárására. Eddig csupán
azokra a vizsgálatokra összpontosítottam figyelmemet, amelyek során BOLYAI
JÁNOS algebrai és számelméleti kérdések megoldását keresi. Az írások valóság-
gal lenyűgöztek, s úgy érzem, hogy makacs, aprólékos munkám jutalmaként a
„Bolyai-ládák" több új, eddig ismeretien t i tkát, távlatát sikerült felfednem. Val-
latóra fogva ezeket az írásokat kirajzolódott az eddig ismertnél egy árnyaltabb,
teljesebb, színesebb Bolyai-kép,

Könyvemben - felhasználva és kiegészítve a már megjelent részlettanulmá-
nyaimat - BOLYAI JÁNOSnak a kéziratos hagyatékban rejtőző olyan felfedezése-
iről szeretnék tudósítani, amelyekről az eddigi igen tekintélyes Bolyai-irodalom
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semmit sem tud. Célom a Bolyai-kutatásban még mindig létező fehér foltok kö-
zül néhányat eltüntetni és másokat is felfedező útra buzdítani. Igyekeztem a ko-
rábbi szakirodalom tévedéseit kiigazítani s felhasználva a kiadatlan dokumentu-
mokat, minden érvelésemet BOLYAI JÁNOS szavaival alátámasztani.

Munkám során, ahol csak lehettem, mindvégig elkerültem a másod- vagy har-
madlagos forrásokat, és csak az elsődlegesekből, azaz a kéziratokból szereztem
az ismereteket. Sok esetben tapasztaltam, hogy igen hasznos az eredeti források
alapján ellenőrizni más szerzők állításait.

Igaz, hogy a hagyatékban nem találunk a Tér tudományához hasonlítható mű-
vet, de ha türelmesek vagyunk és elég mélyre ásunk, akkor felfedezzük, hogy a
Bolyai-kéziratok még sok meglepetést tartogatnak számunkra. Fáradozásainkért
bőven kárpótolnak azok a kincsek és gondolat-gyöngyök, amelyeket felszínre
hozhatunk. Remélem, hogy e sorok olvasója is annak tekinti majd BOLYAI JÁ-
NOSnak azokat az észrevételeit, amelyek eddig a Teleki Téka polcain heverve
nem váltak ismertté a matematikai irodalomban, de amelyeket később, évtizedek-
kel zseniális matematikusunk ha lá la után, mások újra felfedeztek és különböző
folyóiratokban közöltek.

BOLYAI JÁNOS kéziratos hagyatékának lapjain így idézi édesapja véleményét
az írásról: , , . . . Atyáinként tán már több az író, mint az. olvasó, s szinte már az
érdeme! emléket ki ugyan képes lévén olvasni és írni is, fontos és nyomós ok
nélkül író nem lesz, •••"• Báj- átéreztem és megfontoltam BOLYAI FARKAS bölcs
szavait, sok töprengés és habozás után elhatároztam, hogy mégis megpróbálok
„író" lenni. Úgy érzem, hogy most „fonlos és nyomós" okom van erre.

Az utóbbi években BOLYAI JÁNOS elszórtan hevert jegyzeteit, papírszeletké-
it Összesöpörve számos olyan, eddig rejtőzködő gondolatát sikerült napvilágra
hoznom, amelyek - ha megkésve is - megérdemlik, hogy tanulmányokká da-
gadjanak. BOLYAI mostoha sorsa miatt saját írásaiból mindössze csak 26 oldalt
olvashatott nyomtatásban. Ezért a következőkben gyakran hagyom beszélni a
szövegeket, hogy mindannak töredékét, amit már egyszer leírt, de nem tudott
közreadni, most közösen juttassuk el az olvasóhoz.

Köszönettel tartozom mindazoknak, akik bátorítva kutatómunkámat rokon-
szenvvel és segítőkészséggel ál l tak mellém.

Az autográf Bolyai-iratokat a Teleki Tékában t a n u l m á n y o z h a t t a m , A könyv-
tár minden dolgozójának hálás vagyok állandó segítségéért. Munkám során végig
éreztem, hogy tevékenységemet őszinte együttérzéssel követték, s örvendtek az
elért eredményeknek.
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Sokat jelentett számomra azoknak a folyóiratszerkesztőknek a bátorítása,
akik kézirataimat először fogadták el közlésre. Különösen STAAR GYULA (a Ter-
mészet Vi lága főszerkesztője) és MAURER L GYULA (a Mathematíca Pannonica
főszerkesztője) karolták fel első kísérleteimet.

Nagyot lendítet! munkámon a Magyar Tudományosság Külföldön akadémiai
program keretében meghirdetett Domus Hungarica Scientiarum ét Artium ösz-
töndíjrendszerének támogatása, amelynek segítségével hosszabb időt tölthettem
Budapesten H ott is folytathattam kutatásaimat.

Különös hálával tartozom Dr. SZENDREI JÁNOSnak és Dr. VEKERDI LÁSZ-
LÓnak, a kézirai lektorainak. Észrevételeikkel jelentősen hozzájárultak ahhoz,
hogy a könyv értékesebbé váljék.

Végül néhány szót az Irodalomjegyzékben található munkákra való hivat-
kozásokról, [l] az l-es munkára való hivatkozást jelenti; [l, 159 old.] az l-es
munkában a 159-es oldalra, [l, 4] pedig az l és 4 munkákra való hivatkozást
jelenti. Ha egy több kötetes munkára utalok, akkor például a [10, 3:76]-tal azt
fogom jelölni, hogy a 10-es munka 3. kötetének. 76. oldalára hivatkozom.

Mivel BOLYA! JÁNOS [ 18] kéziratos hagyatékára nagyon sokszor hivatkozom,
azért ezt elhagyom, a megfelelő oldalszámot egyszerűen csak zárójelbe teszem.
A (982/8") például n [18]-ban található 982/8-as jelzetű lap hátsó, páros oldalát
jelenti . Megjegyzem még, hogy a Marosvásárhelyen található hagyatékban min-
den oldalt egy törtszám jelöl. A 982/8 jelzet a 900-as dosszié 82-es számozású
lapjai közül a 8. oldalt jelenti . A (2.3.§) hivatkozás pedig azt mutatja, hogy a
könyv 2. fejezetének 3. paragrafusára utalok.

Saját kiegészítéseimet, szó- és szövegmagyarázataimai, lat in kifejezések for-
dításait stb. kapcsos zárójelbe - { } - fogom tenni. BOLYAI JÁNOS szavai, vagyis
a kéziratokbői idézett részletek a könyvben végig dőlt betűkkel jelennek meg.

Marosvásárhely, 1997. december 15-én, BOLYAI JÁNOS születésének 195, év-
fordulóján.

Kiss Elemér



Bolyai János életútja
és a Tér tudománya

1.1. Bevezető szavak

Munkánk első részében felidézzük BOLYAI JÁNOS életútjának néhány, sikerekben
szegény, csalódásokban gazdag állomását. Szót ejtünk geometriai felfedezéséről
és egyéb kutatásairól. Eletének ezek a mozzanatai, a mértanban és a komplex
számok elméletében elért eredményei széles körben ismertek. Mégsem kerülhet-
jük el a legszükségesebb életrajzi adatok felemlítését s munkásságának vázla-
tos bemutatását, mert ezekre a későbbiek során is többször fogunk utalni. Ha
az itt következő sorokban nem is tudunk sok újat mondani olvasóinknak, hisz
BOLYAIról már számos kiváló könyv és írás jelent meg (PAUL STÁCKEL, DÁVID
LAJOS, BENKŐ SAMU, SZÉNÁSSY BARNA. WESZELY TIBOR, TORÓ TIBOR, TÓTH
IMRE, SARLÓSKA ERNŐ. VEKERDI LÁSZLÓ és mások tollából), mégis törekedni
fogunk arra, hogy az ismert adatokai több helyen kiegészítsük a kéziratokban fel-
lelhető, de eddig még nem közölt Bolyai-vallomásokkal. Felhasználva az utóbbi
időben megjelent több szakdolgozatot [61. 94, 114, 115, 128], geometriai rend-
szerének ismertetéséhez is fűzünk néhány újabb adatot.

Számosan vélekednek úgy, hogy a prioritási viták általában terméketlenek.
Sajnos egyes matematikatörténészek pontatlan munkálkodása nyomán BOLYAI
JÁNOS felfedezésével kapcsolatban olyan téves eszmék is behatoltak a köztu-
datba, amelyeket nem hagyhatunk szó nélkül. Úgy érezzük, hogy a kihívásokra
szükséges felelete! adnunk.
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1.2. Bolyai János életútjának állomásai

Néhány év múlva fogunk megemlékezni BOLYAI JÁNOS születésének 200. évfor-
dulójáról, aki BOLYAI FARKAS (1775-1856) fiaként 1802. decembei1 15-én szüle-
tett Kolozsváron. Hála apja közlékenységének, jól ismerjük János gyermekkorát.
Már ebben az időben feltűnt sokirányú szellemi tehetsége s a matematika irán-
ti rendkívüli fogékonysága. A fiára büszke apa régi barátjához, C. F. GAUSSHOZ
(1777-1855) írott levelében [101, 86-87 old.], részletesen beszámol János külön-
leges képességeiről. Elmondja, hogy a k i s f iú játékból az égbolt sok csillagának
nevét megtanulta, ismer több geometriai alakzatot. Az írás-olvasást hatéves ko-
rában szinte magától sajátította el, rá egy évre kezdte tanulni a német nyelvet és
a hegedűjátékot.

A kéziratokat olvasva BOLYAI JÁNOSnak olyan följegyzéseire is ta lá lhatunk,
amelyekben - ismert önéletrajzi írása mellett - saját maga is beszél érdekes gye-
rekkori gondolatairól . „Már kisgyermek koromban - írja a kéziratos hagyaték
1214/2-es számozású lapján - féltenem magamnak a kérdést, hogy végtelen sok
prímszám létezik-e?".

Arról, hogy BOLYAI JÁNOSban igen korán jelentkezik a matematika iránti
szenvedélyes érdeklődés, eddig csak BOLYAI FARKAS leveleiből értesülhettünk.
A fent említett följegyzésben viszont maga jelenti ki, hogy már gyermekkorában
foglalkoztatta a számelmélet egyik fontos kérdése. De léteznek még más. ehhez
hasonló vallomásai is. A hagyaiék 1389/1 oldalán így ír: „még első fiatal, sőt
gyermekkoromban magamtól is találtam, átláttam, rámenteni", hogy

/ k\">
l i m (14—1 =**.

m-*oo

Beismeri, hogy eleinte az imagínárius mennyiségek fogalma nem volt elég

világos számára, de később megpillantva az í' =«"? képletet, érdeklődése mind-
járt ezek felé a számok felé fordul t :

„Az integráláskor néha logaritmust is . . . de akkor még az al-uti nyikról
{imaginárius mennyiségek) nekem sem lévén illő világos képzetem, inkább ir-
tózva s hasztalan üresnek véve elfordultam s unnyibnhagytnm. nem is mertem
akkor tovább nyomozni (mint it A tant is legelőbb bár is észre-véve) míg végre

/ — V~T — —megJÁttam ;i <J— l = e - ... mi által végre fölhívn érzem magamat minde-
nekelőtt a fő - én al-uti nyikról tiszta fogalmat szerezni. . ." (Í 389/1").

Jánost 9 éves korában apja kezdte tanítani. Matematikára alig kellett oktat-
nia, mert egy pi l lanat alatt felfogta és átlátta az újonnan hallott tételt és azonnal
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Enilékláhlu Bolyai János temesvári lukóhá/án (Kiss I'iiter felvétele)

tudta a bizonyítást is. 13 éves korában már tud l a t i n u l . Farkas 1816. április 10-én
[101, 99 old.] írta GAUSSnak: ... „felnőtt tanítványaimmal együtt nyilvánosan
igen dicséretesen vizsgázott deákul. . ." . 1817-ben osztálya legjobbjaként a ma-
rosvásárhelyi Református Kollégiumban leteszi a mai gimnáziumi érettséginek
megfelelő vizsgál.

BOLYAI FARKAS azt szerette volna, ha rendkívül tehetséges fia Göttingenben
GAUSSnál folytatná tanulmányait. Ezt meg is írta GAUSSnak [101, 99-100 old.],
de i f júkor i barátja nem válaszolt a levelére. Ezért hosszas töprengés után úgy
határozott, hogy fiát a bécsi hadmérnöki akadémiára küldi továbbtanulni, János
Bécsben 1 8 1 8 augusztusában sikerrel letette német nyelven a felvételi vizsgát, és
ezzel megkezdődött katonai pályafutása.

A nagy tradícióval rendelkező bécsi akadémia színvonalas iskolának szá-
mított. Bécsi tanáraitól azonban BOLYAI JÁNOS kutatásaihoz legföljebb bátorí-
tást kaphatott, de irányítást, segítségei nem - állapítja meg SzÉNÁSSY BARNA
(1913-1995). Ez talán igaz. de ne feledkezzünk meg arról se, hogy a Habsburg-
birodalomban a XIX. század elején Károly főherceg katonai reformjai szellemé-
ben korszerűsítették az egész tisztképzést és a katonai tanintézetekben, elsősor-
ban pedig a bécsi cs. kir. mérnökakadémián az oktatás középpontjába a mate-
matika kerül [3, 9 old.]. SARLÓSKA ERNŐ [95] tanulmányából azt is megtudhat-
juk, hogy BOLYAI JÁNOS Bécsben egy tág horizontú vi lágba jutott , amelyből ké-
sőbb se lépett ki soha [123]. SARLÓSKA - írja VEKERDI LÁSZLÓ - az Akadémiai
Könyvtár Kézirattárában őrzött gazdag kéziratos anyag gondos tanulmányozá-
sa során jutott arra a meggyőződésre, hogy BOLYAI JÁNOS szokásos megítélése
leves, kivált, ami a műve megalkotása szempontjából oly fontos i f j ú i éveit s ka-
tonai szolgálatát i l let i . Egy nagy. racionális, jóindulatú és emberséges rendszer
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működését kanyarítja a gondolataival viaskodó János köré, amely védte inkább,
mintsem gátolta a kereteibe szükségképpen nehezen beilleszkedő lángelmét [9,
41 old.].

János mindig jó tanuló volt, s ami a legfontosabb, hogy hadmérnöki aka-
démiai évei alatt is rendszeresen foglalkozott matematikával. Jegyzeteiben már
ekkor fe lv i l lannak eredeti ötleteinek szikrái.

Mechanikai feladatok megoldását tartalmazó akadémiai jegyzetfüzetében
(1563/r1, 2'') található ábrák - melyek felett a Parallelartim Theoria cím olvasha-
tó - azt igazolják, hogy már bécsi diákoskodása idején, 1820 körül foglalkoztat-
ták a párhuzamosok posztulátumával kapcsolatos kérdések annak ellenére, hogy
ebben az időben apja „a maga sárkányától óvja 11 éves fiát" {NÉMETH LÁSZLÓI.

BOLYAI JÁNOS ugyanebben az évben, a hadmérnöki akadémia tanulójaként,
egy nevezetes ókori problémával, a szögharmadolással is foglalkozott (tetszőle-
ges szög három egyenlő részre való osztása körző és beosztás nélkül i egyenes vo-
nalzó használatával}. Hagyatékában fennmaradt egy papírlap (l 114/21 '), amelyre
igen szűkszavúan, megokolás n é l k ü l vázolta fel szerkesztését. A szerkesztést kör-
ző és vonalzó segítségével végezte el, de emellett még igénybe veszi az egyenlő
oldalú hiperbola egyik ágát is. János följegyzéséről PAULSTÁCKEL (l 862-1919)
is beszámolt [106, 1:235-236]. BOLYAI eljárásának helyességét SzŐKEFALVi-
NAGY GYULA (1887-1953) bizonyította be a [118] dolgozatban. A szögharrmi-
dolásnak egyenlő oldalú hiperbolával való elvégzésével már a régi görög ma-
tematikusok is foghilkoztuk, s utánuk mások is, de a feladatnak BOLYAI JÁNOS
szerkesztésén alapuló keresztülvitele ezek közül a legegyszerűbb -jegyzi meg
dolgozata végén SzŐKEFALvi-NAGY GYULA.

Tanulmányait János 1823-ban fejezte be, s rövidesen Temesváron találjuk. A
paralelákról Bécsben elkezdett több m i n t hároméves töprengései itt értek be. Alig
érkezett meg Temesvárra, rnár megvilágosodott benne világraszóló felfedezésé-
nek döntő gondolata. Innen írja édesapjának Marosvásárhelyre november 3-án,
nem egészen 21 éves korában, az immár matematikatörténeti jelentőségfi levelét
(1565/1, l " ) , amelyben értesíti az első nemeuklidészi geometria alapképletériek
- az un. párhuzamossági szög és párhuzamossági távolság között fennálló össze-
függés - felfedezéséről.

TORÓ TIBOR kezdeményezésére 1993. november 3. óta ötnyelvű emléktábla
j e l ö l i Temesváron annak a háznak a homlokzatát, ahol BOLYAI dolgozott és fel-
fedezte azt az alapvető összefüggést, amit íiztán az Appendix 29. paragrafusában
írt le:

11
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T

ahol PT=x. m(TPQ fí) = u az x távolsághoz tartozó párhuzamossági szög, e
az Euler-féle szám (e=2, 718 . . . ) , k pedig egy, a teret jel lemző pozitív valós
szám.

BOLYAI JÁNOS az abszolút geometria alapjait Temesváron eltöltött évei alatt
(1823-1826) fogalmazta meg és foglalta össze egységes rendszerbe. Tehát ilyen
értelemben a temesvári időszak életében és geometriai rendszerének megalapo-
zásában döntő fontosságúnak bizonyult. 1825 elején hazalátogatva Marosvásár-
helyre megmutatta apjának a már kidolgozott elméletét. Fájdalommal állapította
meg, hogy apja - akkor még - nem volt képes annak lényegél és jelentőségéi
felfogni.

!82ó áprilisában BOLYAIl Aradra helyezték, itt érte el a főhadnagyi rend-
fokozatot. Tudománytörténeti szempontból nagy jelentőségű esemény, hogy eb-
ben az évben átadott JOHANN WOLTER von ECKWEHR (1791-1857) századosnak,
közvetlen parancsnokának és volt bécsi matematikatanárának egy kézírásos érte-
kezést, amelyben addigi nemeuklídészi geometriai vizsgálatai eredményeit fog-
lalta Össze. Sajnos, ennek a kéziratnak nyoma veszett, de BOLYAI JÁNOSnak egy
későbbi f öl jegyzésébe l kétségkívül kiolvashatjuk az átadás tényét és időpontját.
„WoLTERneír ki mint derék nyitanász - írja BOLYAI - s különös eleven képze-
leté-se által jelesen ;iz ártani rajztan vagy dessin geometritlban éppen különösön
jártas egyén, a császári királyi mérnök vagy ingéneur akadémiában tanultamkor
is két ízben is nagyon kedves s tisztelt tanítóm volt és kinek jelleme tisztasága
s irántami jóindulatjában távul legyen, hogy kétkedni akarnék mar, vagy még az
1826-évben átadtam: honnan is azonban ki tudja mi történet által, a nagy tisz-
teletet kiérdcmíeit WOLTER/JeA' akaratja ellen is szivároghatott vagy vetődhetett
Isten tudja hova e]." ([9], első borítójának beiső oldalán).

BOLYAI JÁNOS aradi szolgálata alatt is matematikus volt. Aradra címzett két
kiterített levélborítékon-amelyek közül egyik 1827. márc. 11-i keltezésű-(alái-
ható följegyzések tanúsítják, hogy a fiatal katonatiszt már abban az időben érdek-
lődik a magasabb fokú algebrai egyenletek megoldása iránt. Mindkét borítékon
ugyanolyan jelölésekkel a harmadfokú egyenlet megoldását tárgyalja a diszkri-
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mináns előjelétől függően. Több, a komplex számokkal kapcsolatos összefüggés
is található a két borítékon (1213/1-2").

Kétségtelen, hogy BOLYAI JÁNOS számára az 1820-as évek a?. Appendix ki-
dolgozásának jegyében teltek el. Életrajzának valamennyi írója ezt hangoztatja.
Feljegyzései között azonban olyan írásokat is la lá lunk - mint például az Aradra
címzett két boríték -, amelyek arra utalnak, hogy a geometria mel let t már eb-
ben az időben a matematika más ágai is foglalkoztatták. Az algebra mellett a
komplex számok elmélete is leköíötte a figyelmét. „Az ixnaginSrius mennyisé-
gek tanai - írja - kis híján negyed évszázaddal ezelőtt, amikor az én igen fon-
tos Tér Tudományommal foglalkoztam, már kigondoltam" (587/1). Ide tartozik
az (1546/1) oldal is, amelyre az (5.3. §)-ban utalunk majd. Hogy BOLYAI JÁ-
NOS milyen alaposan tanulmányozta az 1820-as években GAUSS Disquisit iones
arilhmelicae című művét, kitűnik apjának GAUSShoz írt, 1831. június 20-án kelt
leveléből: „Fiamnak szándéka volt, hogy a Te polygon-elméleíedet németül, a
kisebb kal iberű elméknek valamivel könnyebben hozzáférhető módon adja ki."
1 1 0 1 , 103-104 old.].

1831 elején Lembergbe vezényellek, s odautaztában felkereste Marosvásár-
helyen édesapját. Ez a találkozó döntő hatású volt az Appendix megjelenésére,
mert amint később leírja: ha történetesen akkor... az atyám nem ösztönzött
s mondhatni erőltetett volna a hirtelen leírásra - hihetőleg azon Appendix tartal-
ma sem látott volna még napfényt" BOLYAI FARKASnak tehát fontos szerepe
volt az Appendix létrejöttében és megjelentetésében [III, III old.]. A közvé-
leménybe - még PAUL STÁCKEL hatására - elég mélyen befészkelte magát az a
hiedelem, hogy BOLYAI FARKAS nem értette meg az Appendixet. Pedig az apa
már az 1830-as évek legelején fokozatosan megbarátkozott a fia által alkotott új
geometriával. 1831 első felében a még meg sem je lent munkáról ezt írta egyik
volt tanítványának: „Originális nagy munka; magyar tol lúból olyan matematikus
munka nem jött. ...". Különben BOLYAI FARKASnak egyetlen olyan, 1831 után
nyomtatásban megjelent írásáról sem t u d u n k , melyben ne dicsérte volna fia mun-
káját. Egyetérthetünk tehát SZÉNÁSSY BARNÁval, aki szerint: „Biztosan állítható,
hogy ha az apa nem vezette volna be fiát a paralelák kérdéskörének ismeretébe.
. . . , valamint, ha nem sürgette volna eredményei leírására és közzétételére, ak-
kor a matematikai irodalom egy korszakos jelentőségű művel, a magyarság pedig
talán legjelentősebb tudósával lenne ma szegényebb." [116, 14 old.].

l 832 ápri l isában BOLYAI JÁNOSI egy újabb rendelkezés Olmützbc szólította.
Itt kapta meg a másodosztályú kapitányi rendfokozatot. 1832-ben János főher-
ceghez (a bécsi hadmérnöki akadémia főigazgatója) folyamodott háromévi szol-
gálatmentességet kérve, hogy a még ki nem dolgozott matematikai vizsgálatait
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befejezhesse. Elutasították. 1833. június 16-i hatállyal saját kérésére nyugállo-
mányba helyezték. Az előző években többször betegeskedett. Már aradi tartóz-
kodása alatt kezdtek jelentkezni különféle betegségeinek első tünetei. Gyakran
volt maláriás. feltehető, hogy ízületi gyulladást is szerzett. „183l-ben Lernberg-
be menve- írja egy későbbi levélben ([12], K23/86-87) - Besztercén a cholcrát
legelőbb kiáltottam", amikor Olmützbe utazott szekere felborult, a fején megsé-
rült, agyrázkódása is volt.

Közben, 1832-ben megjelenik BOLYAI JÁNOS korszakalkotó müve, a Tér ab-
szolút igaz tudománya, vagy ismertebb nevén az Appendix [14]. Szokássá vált,
hogy BOLYAI értekezését inkább Appendix címen emlí t jük. A legtöbbször ő ma-
ga is így nevezi meg a megjelenéskor Sdemia Spatii, német kéziratban pedig
a Raumlehre (380/1) címet viselő munkáját. Ez a nagy jelentőségű mű BOLYAI
FARKAS Tentainen [10] című könyve első kötetének függelékeként került ki a
inarosvásárhelyi Református Kollégium nyomdájából, de különlenyomatai már
egy évvel hamarább, 1831 ápri l isában elkészültek [13]. BOLYAI FARKAS az Ap-
pendix különlenyomatát 1831. június 20-án küldi el GAUSSnak. Mivel János
munkája útközben elkallódott, azt 1832. január 16-án újból megküldi barátjá-
nak egy újabb levél kíséretében, amelyben ezt írja: „Fiam többre becsüli a Te
ítéletedet, m i n t egész Európáét." [101, 107 old.].

GAUSS 1832. március 6-án válaszol [101, 108-113 old.]. Levelének egyik
mondata: „ha fiad munkáját megdicsérem, ez azt jelentené, hogy magamat di-
csérném" - közismert. A kétes értékű dicséret BOLYAI JÁNOSI mélyen lesújtotta,
elkeserítette. Becsapott, megcsalt embernek érezte magát, annak ellenére, hogy a
levél hűvös hangja dacára is mély elismerést fejez ki. GAUSS emberi hozzáállását
már sokan elemezték, próbálták megmagyarázni. Nehéz megérteni viselkedéséi.
„Fukar kezekkel" mért, „de hiszen nagy úr" volt.

Különös, hogy GAUSS, aki a BOLYAI FARKASnak írt levélben igen fukarul
bánt a dicsérő szavakkal, magánbeszélgetésben és CH. L. GERLING (1788-1864)
marburgi matematikusnak írt levelében viszont másképpen nyi latkozott . ZEYK
JÓZSEF Göttingenben tanuló i f j ú , szüleinek küldött levelében elbeszéli, hogy mi-
kor GAUSSnak átadta János munkáját s GAUSS elolvasta azt, így szólt: „Igen
ki tűnő fej, valóban igen k i t ű n ő . . . " . Elgondolkoztató a GERLíNGhez 1832. feb-
ruár 14-én (tehát csak három hétlel a BOLYAI FARKASnak küldőit levél előtt) írt
levelének néhány mondata: „... a napokban Magyarországról egy, a nemeuklidé-
szi geometriát tárgyaló kis művet kaptam.. . Szerzője, aki nagyon fiatal osztrák
katonatiszt, fia egyik i f j ú k o r i barátomnak. . . . Ezt a fiatal geométert, BoLYAlt,
elsőrangú lángésznek tartom." [22, 387 old.].

Miért GERLINGnek írt GAUSS „elsőrangú lángészéről és miért nem BOLYAI
FARKASnak, vagy miért nem tette közhírré BOLYAI JÁNOS felfedezését a Göttin-
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géni Tudományos Értesítőben? Magatartása még mindig érthetetlen számunkra.
A nagy „fejedelem" sokszor másokkal sem volt egyenes. Ismert, hogy hason-
lóan bánt el NiELS ABELlel (1802-1829), CARL JACOBivai (1804-1851) is [127,
29-30 old.].

BOLYAI JÁNOS nyugalomba vonulása után 1833 júniusában visszatért Maros-
vásárhelyre s egy éven át apjánál lakott, m a j d 1834-ben elköltözött egy távoli
fa luba. Domáldra. Itt élt elszigetelten 1846-ig. Életrajzírói egyetértenek abban,
hogy Domáldon nem végzett komoly matematikai kutatásokat. Ezt a véleményt
is helyesbítenünk kel l . A domáldi tartózkodás nem volt sem „terméketlen" [106,
1:99]. sem „meddő" [127, 45 old.] a matematikai kutatások szempontjából. Tud-

juk, hogy erre az időre esik például másik nevezetes műve, a Responsio megírása,
amel lye l a lipcsei Jablonowski Társaság pályázati felhívására válaszolt 1837-ben.
Sajnos a komplex számokról készült, mély és eredeti gondolatokat is tartalmazó
dolgozatát a pályabírák nem értették meg, s így egy újabb nagy csalódás érte.
ismét elmaradt a megérdemelt elismerés.

Emellett még más kérdések is foglalkoztatták Domáldon. csakhogy erről a
Bolyai-irodalom még nem tud. íme néhány bizonyíték. A kéziratos hagyaték
egy ik lapján (143/3) a következőket írja: ,,... már 1837-ben fordítottam különös
figyelmemet e tárgyra.. ."Ez a tárgy pedig a magasabb fokú algebrai egyenletek
megoldhatóságának kérdése, amel lye l az aradi tapogatózások után. lehat Domál-
don kezdett komolyan foglalkozni. Erre utalnak azok az írásai is, amelyeket kü-
lönböző levélpapírok őriztek meg számunkra, így például az ötödfokú algebrai
egyenlet gyökeinek permutációjával Összefüggő följegyzéseket olvashatunk egy
1842. március 1-én Domáldra címzett levél üresen hagyott részein (438/2"). Az
Ötödfokú egyenlet megoldhatóságával kapcsolatos gondolatait rögzíti egy olyan
levélborítékon, amelyen apja következő címzése áll:

Pensionatus M. Kapitány
Bolyai Bolyai János
Úrnak atyai szeretettel

Domáldon

Gondolatsorát ezekkel a szavakkal zárja: elég gyönyörű elem. (198/1"). Al-
gebrai természetű jegyzeteket p i l l a n t h a t u n k meg egy hivatalos okmányon is,
amelyet Kerelőszentpálról küldtek neki 1842. szeptember 27-én. Az irat külön-
ben a h i v a t a l válaszát tartalmazza BOLYAI JÁNOS egy folyamodványára. Lénye-
ge, hogy „kérés teljesítése lehetetlen" ( 1 0 1 3 / 1 r ) . A harmadfokú algebrai egyenlet
komplex gyökeivel kapcsolatos följegyzéseket találunk egy 1842. május I l-én
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keltezett levélen (1130/1u '}. Domáldró) küldi apjának valamikor 1844. szeptem-
ber 2-a után azt a szép levelet amelyben munkájáról s terveiről számol be: ,JZn
elhatározóm magamban - írja - . . . , hogy elöljáróul ... bocsássak előre hala-
dék nélkül mihelyt Kolosvárról Visszakerülök magyarul is (gondolom a magyar
tudós társasághoz küldendőül), németül is (mint GAVSSnak küldendőt) egy kés
terjedelmű munkát ... A; integrális tanban is tömérdek új, könnyű, tiszta tanom
van . . . " (445/1. l1'. 2"). A levélben nagy terjedelemben kap helyet az algebrai
egyenletek megoldásának a kérdése. Más írásai, például a?. 1842. április 24-én
Uomáldra címzett le vél borítékon található jegyzetek tanúsítják, hogy „remetesé-
ge" idején számelméleti problémákkal is bajlódott. Egyik íráson, amely „1841.
február 2-án kezdődőt! s a róla való gondolás, reákésziilés s elszánás az előtti éj-

jel . . . " (759/1), olyan próbálkozásokat találunk, amelyek az FA. = 2 + 1 Fermat-
féle számok prím voltának vizsgálatához kötődnek (759/12"). Tehát a domáldi
tartózkodás idejére esnek ezek a kutatások is.

Fontos dátum BOLYAI JÁNOS életében 1848. október 17. Ekkor jutott
NYIKOLAJ IVANOVICS LOBACSEVSZKJJ (1793-1856) 1840-ben Berlinben megje-
lent Geometrische Untersuchungen zűr Theorie dér Paral le l l inien című könyvé-
hez. Érthetően meg volt döbbenve az Appendix tartalmával való megegyezéstől.
Nem nehéz elképzelni, milyen izgalommal olvasta és jegyezte le a könyv tartal-
mával kapcsolatos véleményéi. LOBACSEVSZKIJ munkájáról a legnagyobb elis-
meréssel nyilatkozott. Észrevételeiből is jel lemének tisztaságát és mély igazság-
szeretetét o lvashat juk ki. Ezzel kapcsolatban a következő mondatot szeretnénk
idézni: „Még oly szép. jó s nemes irányú vagy törekvéxü nyiíani (matematikai)
lángelme van Orosz-Honban, mzníLOBACSEWSZKUé: addig már csuk azért is elég
ok vagy alap van az Orosz-Hon fölsőbb ki művelődése iránt is a legjobb reményi
venni" (93/1).

BOLYAI JÁNOS az Észrevételeket nem a nyilvánosság számára, hanem sa-
ját magának készítette. A századforduló idején azonban PAUL STÁCKEL és
KÜRSCHÁK JÓZSEF (1864-1933) ennek lényegesebb részeit a [105] dolgozatban
közölték. A jegyzetekben természetesen vannak BOLYAtnak LOBACSEVSZKIJ mii-
vével kapcsolatosan megjegyzései és kifogásai is. Ezekkel nagyrészt STÁCKEL is
egyetért. Van azonban egy erősebb hangú bírálata is, amely a Geornelrische Un-
tersuchungen 27. paragrafusára vonatkozik. Szerinte LOBACSEVSZKIJ „szarvashi-
bát" követ el. Ezt STÁCKEL és később V. F. KAGAN (1868-1953) sem fogadta el.
WES2ELY TiBORé az érdem, aki nagy hozzáértéssel megvizsgálva a 27. cikkelyt
megállapítja, hogy „BOLYAI JÁNOS nem bírált alaptalanul" [127, 302-319 old.]
és [128, 32 old.].

A szabadságharc utáni elnyomatás éveiben János valósággal bezárkózott. So-
kat betegeskedve egyedül élt. Ennek ellenére állandóan dolgozott. 1850 körül
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kezdelt foglalkozni a Raum!ehre-vel, egy befejezetlen, de számos eredeti elgon-
dolást és meglátást tartalmazó munkával. Már DÁVID LAJOS (1881-1962) [34, 21
old.] észrevette, hogy BOLYAI ebben az írásban a fél évszázaddal később meg-
születő, s nagyon nagy jövőjű matematikai diszciplína, a topológia alapjait lakta
le. A feltárt kéziratok arról árulkodnak, hogy tudományának más ágai sem hagy-
ták nyugodni. Könyvünkben ezek közül most csak a számelméleti és algebrai
természetű eredményekkel foglalkozunk. Későbbi fe ladatunknak tekint jük mun-
kánk kiterjesztését BOLYAI JÁNOSnak azokra a vizsgálódásaira is. amelyek során
a racionális tört függvények elemi tört függvényekre való felbontásával, a so-
rok konvergenciájával, integrálszámítással, az eraloszthenészi szita módszerének
megjavításával stb. foglalkozott még. A kéziratokban ui . sok, a felsorolt problé-
mákhoz kapcsolódó jegyzetet találunk.

BOLYAI JÁNOS életrajzírói közül többen (így P. STÁCKEL is) azt a véleményt
hangoztatják, amely szerint János alkotóképessége már korán kimerült, lanyhult
érdeklődése a matematikai kérdések iránt. A jelentős matematikusokról 1990-
ben kiadott lexikon [85. 64 old.] rövid szócikkében szinte csak azt tartja fon-
tosnak megírni, hogy BOLYAI JÁNOSI {így, hosszii o-val!) élete végén anyjától
örökölt betegsége sokat kínozta. Bízom abban, hogy könyvem ezeket a feltéte-
lezéseket teljesen szertefosziatja. A m i n t a későbbi fejezetekben látni fogjuk az
1850-es évekre esnek BOLYAI JÁNOS nagyon fontos számelméleti kutatásai. Az
eíért eredmények azt bizonyítják, hogy utolsó éveiben is tiszta fejje! és töretlen
opt imizmussa l dolgozott matematikai problémákon, a kutatás öröméi akkor is él-
vezte. Igen szoros kapcsolatot tartolt édesapjával, akivel kicserélhette gondolata-
it. Meg-meglátogatta idős apját s megszaporodnak az egymásnak írt matematikai
tárgyú levelek. Számunkra különös szerencse, hogy nem csupán megbeszéllek,
hanem levélben is rögzílelték gondolataikat, így maradhattak meg azok napjain-
kig s meggyőzően mulatják, hogy BOLYAI JÁNOSI kora matematikájának minden
ága érdekelte. A társadalmi kérdések boncolgatása kedvéért nem hagyta abba a
matematikai munkálkodást. Természetes, hogy nem mondott le tudományának
műveléséről az az ember, aki ,,... éleiének alfája és ómegája a matematika", s
aki „Ügy tartotta, hogy mindenféle emberi ismeretnek ez a tudomány biztosít
megingathatatlan alapot. Szépsége utolérhetetlen, a benne való elmélyülés a leg-
magasabb élvezel és gyönyörűség" [6, 43 old.]. Többször is átolvasva az egész
kéziratos hagyatékot számunkra inkább a matematikus BOLYAI került előtérbe
az Üdvtan szerzőjének hátrányára. Ezért így módosítanám BENKŐ SAMU egyik
mondatát [6, 273 old.]: ,,A matematika fejezetein töprengve élete végéig megőr-
izte a gondolkodás örömét."

1856- november 20-án nyolcvanegy éves korában apja „bevégzé földi nagy-
xzcríí levékenységét". Az idős professzor halálakor János veszített a legtöbbet.
Most már senki sem maradt, akivel íegalább beszélgethetett volna.
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1857 őszétől kezdve o is folyton betegeskedett, szinte állandóan ágyban fe-
küdt, de így is dolgozott, főleg matematikával foglalkozott. 1860 januárjában tü-
dőgyulladást kapott, s a hónap végén a maros vásárhelyi református egyház anya-
könyvébe az akkori esperes feljegyezte, hogy 1860. január 27-én BOLYAI JÁNOS
nyűg. Ingenieur kapitány agy- és tüdőgyulladásban végleg lezárta szemeit.

1.3. A Bolyaiak alakja a szépirodalomban

BOLYAI JÁNOS emlékét a szép szó mesterei, irodalmunk nagyjai is megörökítet-
ték. Költőink, íróink - ha nem is tudnak az abszolút geometria világában BOLYAI
JÁNOS gondolatai nyomába szegődni - verssel, prózával t isztelegtek emberi, er-
kölcsi nagysága előtt. A költői mércét BABITS MIHÁLY helyezte igen magasra
még a század elején, 191 l-ben a Fogarason írt BOLYAI című szonettjével. ADY
ENDRE költői látomása után

„Megnyíltak lángolón előttünk
A Bolyai - s Csere sírok"

a BOLY Alak irodalmi hősükként is bevonultak a köztudatba.
ÁPR1LY LAJOS A Fejedelemhez című, Bethlen Gábort dicsőítő ódájában (1922)

a Bethlen-kollégium egykori diákjai között fe lvonultat ja BOLYAI FARKAS! is:

„És jön Tudósod, a számok óriása,
s hálát leróni, ím, eledbe lép,
a számlálhalat lan csil lagokból hozza
a végtelenség szent üdvözletét."

Kortárs költőink közül SZILÁGYI DOMOKOS, SZÉKELY JÁNOS, TÓTH ISTVÁN,
MANDICS GYÖRGY* M. VERESS ZSUZSANNA és sokan mások állítottak örök em-
léket BOLYAI JÁNOSnak. NÉMETH LÁSZLÓ drámában eleveníti föl a két BOLYAI
alakját , KOCSIS ISTVÁN pedig monodrámában idézi BOLYAI JÁNOSI.

Sajnos BOLYAI JÁNOS (és Farkas) emberi magatartását több, szenzációra éhes
szerző előnytelen színben tünteti fel. Ezek egy részének a hatására a köztudatban
elmélyültek azok a kitalált ferdítések, amelyek méltatlanok két tudósunk emlé-
kéhez. Egyes regényírók (akiknek ..munkáját" el kellene már feledni s nem új-
ra meg újra kiadni) költői szabadságjogukkal visszaélve a felszínen érvényesülő
(vagy még inkább képzel!) tula jdonságokat dramatizálják. Kár, hogy P. STÁCKEL
nagyon fontos könyvében is t a l á l k o z u n k olyan észrevételekkel, amelyek nem
használtak BOLYAI emberi megítélésében. Az olyan mondatok, mint például a
[106, l:96]-on olvashatók, kétségtelenül táplálták a rosszindulatú mendemondák
terjedését.
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1.4. A Tér abszolút igaz tudománya

A következőkben áttérünk a matematikai irodalom egyik legkiemelkedőbb al-
kotásának, BOLYAI JÁNOS egyetlen nyomtatásban megjelent művének, az Appen-
dixnek rövid méltatására. A szakirodalom gazdag az Appendix ismertetésében
és értékelésében. Eiső részletező bemutatása JOHANNES FRISCHAUF (1837-1924)
osztrák matematikustól származik, aki az 1871/72. tanévben már kurzusszerfl
előadást tartott a grazi egyetemen a nemcukliciészi geometriákról, főleg az Ap-
pendixből merítve anyagát [110]. FRISCHAUF előadását 1872-ben könyv alakjá-
ban is kiadta [44]. Itthon VÁLYI GYULA (1855-1913) a kolozsvári egyetem tanára
ismertette először BOLYAI JÁNOS munkáját. VÁLYI a kolozsvári egyetem tanrend-
je szerint az 1891/92. tanév II. félévében hirdette meg először a „BOLYAI JÁNOS
Appendixéről" c. kollégiumot, s ezt csaknem változatlan formában négyévenként
többször megismételte [110, 122]. A század elején, 1906-ban ROBERTO BONO-
LA (1874-191 1) írt egy sikeres könyvet a nemeuklidészi geometriáról, amelyben
természetesen bemutat ja BOLYAI művét is [21], Szép számmal ta lá lunk magyar
nyelvű ismertetéseket is [32, 33, 53, 59, 60, 61, 93, 108, 109, ! 10, 122, 127].
Ezért itt nem szükséges részletekbe bocsátkoznunk.

A geometriát tudománnyá a görög matematikusok fejlesztették. Első ismere-
teiket a tapasztalat utján szerezték. Az i lyen tulajdonságokkal való beható fog-
lalkozás rávezette őket arra a felismerésre, hogy a puszta szemlélet még nem
szülhet biztos ismereteket. Rájöttek a bizonyítás szükségességére.

A fejlődés EUKLIDÉSZ művében, az Elemekben érte el csúcspontját.
EUKLIDÉSZ ebben a munkában a geometria olyan felépítését adta, amely napjain-
kig mintául szolgál valamely deduktív tudomány megalkotásához. Ennek lényege
abban á l l , hogy a tárgyalás alapjául k i v á l a s z t u n k bizonyos számú alapfogalmat és
egyszerű állítást, az axiómákat vagy posztulátumokat, és minden további fogal-
mat és tételt ezekből a logika szabályai szerint levezetve építjük fel a geometriát.

EUKLIDÉSZ alaptételei közül a párhuzamosságról szóló f á z V. poszlulátum,
vagy egyes kiadásokban a XI. axióma) eléggé bonyolult fogalmazása miau már
az ókorban magára vonta a matematikusok figyelmét. A legrégibb bírálók nem
iátták eléggé „szemléletesnek" vagy eléggé „egyszerűnek", amit viszont egy axi-
ómától általában elvárunk. Eleinte ezért megkísérelték egyszerűbben hangzó axi-
ómával helyettesíteni. Ez a kritikai periódus nem sok újat hozott, még csak a
felszínen mozgott, lényeges fejlődésre nem vezetett.

Érdekes eredményeket szolgáltattak azok a régi törekvések, amelyek bizo-
nyítani akarták az V. posztulátumo! a többi alaptételből. Ezek a kísérletek akkor
m é l y ü l l e k el, amikor a XVIII. század végétől indirekt úton próbálták a bizonyí-
tást, vagyis amikor a matematikusok ellentmondást kerestek az V. posztulátum
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tagadása és az euklideszi geometria többi axiómájából származó tételek közt.
Sok volt a hibás bizonyítási kísérlet is, de az ellentmondásra való következtetés
sehogy sem sikerült. Furcsa, a szemlélet számára szokatlan lételek adódlak, de
ezek egymással szemben nem mutattak fel el lentmondást.

A XIX. század elején új gondolat kezdeti megfoganni. A matematikusok eb-
ben az időben is úgy jártak el. m i n t XVIII. századi elődeik, vagyis a geometria
axiómarendszerében a párhuzamossági axiómát a tagadásával helyettesítették, s
ebből az axiómarendszerből igyekeztek minél több új tételt levezetni, de most
már nem azzal a cél lal , hogy ellentmondásra jussanak, hanem azért, hogy i lyen
módon egy új geometriát alkossanak. Ezt a célt sikerült elérni, ami azt is jelentet-
te, hogy az V. posztulátum független a többitől, s ezen szükséges reá hivatkozni
az euklideszi geometria felépítésében.

BOLYAI JÁNOS volt az, aki időben legelőször olyan általános geometriát épí-
tett föl, amely az V. posztulátumot sem nem állítja, sem nem tagadja, hanem
mel lőz i : úgy értelmezve a párhuzamosságot, hogy egybefoglalja az V. poszlulá-
tum állításának és tagadásának a lehetőségét. Eszerint ennek az általános, BOLYAI
által abszolútnak nevezett geometriának sajátos esele mind az euklideszi (a V"-
rendszer), mind a nemeuklidészi vagy más néven hiperbolikus (az S-rendszer)
geometria. BOLYAI nagy érdeme abban állt, hogy fölépítette az abszolút geomet-
riát és azon belül a hiperbolikus geometriát.

T

Ábránkon bocsássunk /"-bői a-ra egy c merőlegest. A párhuzamossági axi-
óma nélkül az euklideszi geometria axiómái alapján következik, hogy c metszi
a-t, és P-ben a c-re emelt merőleges nem metszi a-L
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A c merőlegest forgassuk a P pont körül az óramutató járásával ellenkező
irányban. A/ ilyen módon forgatott egyenes eleinte metszi az a egyenest, az
elforgatott c egyenes valamely pi l lanatban először nem metszi o-t.

Két eset lehetséges.
Ez a p i l lanat éppen akkor következik be, amikor c egybeesik b-vel. Ez való-

sul meg az euklideszi geometriában.
Van azonban egy másik lehelőség is. Előfordulhat, s ezt a geometria többi

axiómái megengedik, hogy már előbb bekövetkezik ez a pillanat, valamely PQ
helyzetben. Ha ezt megengedjük, akkor szimmetria okokból P-n keresztül kell
léteznie még egy i l y e n tulajdonságú PQ' egyenesnek is, ha c-t ellenkező irányba
forgatjuk. BOLYAI JÁNOS a PQ és PQ' egyeneseket nevezi a P-n keresztül a-
hoz húzott párhuzamosoknak. Ebben az esetben P Q az elforgatott c-vel az w
hegyesszöget zárja be, amely függ P-nek a-tól való x távolságától.

BOLYAI nem foglal állást e két lehetőségei illetően, s i lyenformán oiyan téte-
lekhez jut el, amelyek egyaránt érvényesek mind az euklideszi (ha az első lehe-
tőséget fogadjuk el), mind a hiperbolikus geometriában (ha a második lehetőség
mellett döntünk). Ezért nevezi az ál íala felfedezett geometriát abszolút geomet-
riának.

Szemléltessük az elmondottakat egy példán. Az általános háromszögre vo-
natkozó szinusz-tétel az abszolút geometriában a következő (Appendix 25.§):

Oá Ob <><•
sinA sinB sinC'

ahol BOLYAI Oo-val az a sugarú kör kerületét j e lö l i .
Az euklideszi geometriában Oa = 2na. Ha ezt a fenti összefüggésbe helyet-

tesítjük és 2;r-vel egyszerűsítünk, megkapjuk a szinusz-tétel ismert alakját:

a b c

sin A sinB

A hiperbol ikus geometriában Ott -2rrksíi -. ahol k egy, a teret jellemző
K

pozitív valós szám. Ezt behelyettesítve és 27r£-val egyszerűsítve megkapjuk a
hiperbolikus geometria szinusz-tételét:

rt* rtf _^isinA sinB sinC

|21. 104 old.].
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í r j u k fel isméi a hiperbol ikus geometria alapösszefüggését, amely a párhuza-
mossági szög és párhuzamossági távolság között fennáll (1.2.§):

u '
etg- = e*.

E szerint a képiét szerint, ha x —*• 0, akkor / / - > — . Hasonlóképpen, ha

k—>ou, akkor is K—*- —. Az euklideszi geometriában a párhuzamossági szög

n = — bármely .í-re, ezért a fenti két eredmény így értelmezhető: a hiperbolikus

síkon ..kicsiben" (x —*• 0) közelítőleg az euklideszi geometria érvényesül, és az
S rendszer geometriája közeledik a ̂  rendszeréhez, ha az S rendszer állandója,
k —x só.

BOLYAI volt az első, aki kimondta, hogy a nemeuklidészí geometria éppen
úgy ellentmondásmentes, mint az euklideszi (A bizonyítás csak másoknak sike-
r ü l t később).

Fontosnak tartjuk hangsúlyozni, hogy BOLYAI az Appendixben nemcsak a
párhuzamosok kérdését oldotta meg, hanem a kör négyszögesítésének 2000 éves
problémájával kapcsolatban is igen figyelemreméltó következtetésekre jut. Ki-
mutatta ugyanis, hogy a körnégyszögesítés a hiperbolikus geometriában bizonyos
esetekben elvégezhető, vagyis az S-rendszerben szerkeszthetünk egy adott körrel
egyenlő területű négyzetet.

Az igaz. hogy BOLYAI ezzel nem azt igazolta, hogy az euklideszi síkban ez a
probléma megoldható vagy sem. hanem azt, hogy az S-rendszerben van négyszö-
gesithető kör. Azt is kijelenti, hogy éppen ez alkotja a nemeuklidészí geomet-
riának azt a sajátosságát, amely ezt az euklideszi rendszertől megkülönbözteti.
BOLYAI ezt a gondolatot az Appendix utolsó, 43. paragrafusában a következő
tömör formában fejezi ki: „vagy érvényes Euklidész XI. axiómája, vagy pedig
lehetséges a kör mértani kvadmtúrája."

Tehát a kör négyszögesítésének lehetséges volta kizárja a XI. axiómát! El-
mondhatjuk, hogy aki legelőször belátta, hogy a kör négyszögesítése problémá-
jának megoldása az euklideszi síkban lehetetlen, az BOLYAI JÁNOS volt.

Annak kimutatását, hogy az euklideszi geometriában a kör négyszögesíté-
sének kérdése lehetet len, a matematikatörténetben LlNDEMANN német matemati-
kusnak tulajdonít ják, aki 1882-ben, tehát az Appendix megjelenése után 50 évvel
később igazolta, hogy a n transzcendens szám. Hogy BOLYAI milyen elvi jelen-
tőséget tulajdonított a kör négyszögesítése problémájának, onnan is k i tűnik, hogy
az Appendix címébe is belefoglalta azt [13, 14],
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BOLYAI JÁNOS korszakalkotó felfedezésével új fejezetet nyitott a tudomány
történetében. Az abszolút geometria mélyrehatóan befolyásolta a későbbi kuta-
tásokat. Elsősorban természetesen a matematika fejlődésére volt hatással.

A nemeuklidészi geometria megalkotásának egyik alapvető következménye
annak a ténynek a felismerése volt, hogy az eukl ideszi geometria rendszere nem
az egyeden elképzelhető geometriai rendszer. Létezhetnek más, matematikailag
épp oly megbízható geometriai rendszerek. Mindenekelőtt G. RIEMANN (1826-
1866) munkásságát kell megemlít énünk. Ő volt az, aki először vizsgálta egész
mélységében a tér szerkezetét s a lehetséges geometriákat. Eredményei minden
bizonnyal BOLYAI és LOBACSEVSZKIJ munkáinak hatására alakultak ki. bár írá-
saiban nem említi egyik matematikus nevét sem.

Nagy szerepet játszott az Appendix az axiomatikus módszerek kidolgozá-
sában és elterjedésében. Neki köszönhető, hogy a geometria axiómarendszeré-
vel, tehát tulajdonképpen egy sajátos axiómarendszerre! kapcsolatos vizsgálatok
végül is az axiomatikus módszerre vonatkozó általános felismerésre vezettek.
BOLYAI munkájával lezárultak azok az évezredes axiomatikus kutatások, ame-
lyek a párhuzamosok problémájának megoldására irányultak. Ugyanakkor egész
sorát nyitották meg az axiomatikus módszerrel kapcsolatos modern kutatások-
nak. A nemeuklidészi geometriával szoros összefüggésben merült fel először az
axiómarendszerek függetlenségének, ellentmondásmentességének, teljességének
a kérdése.

Elvitathatatlan érdeme BOLYAInak, hogy ő adta a modeJImódszer első al-
kalmazását, amikor az Appendix 21. §-ában kimutatja, hogy ha a paraszterán
a paraciklust tek int jük egyenesnek, akkor a paraszférán az euklideszi geometria
érvényes. A hiperbolikus térben modellt szerkesztett - a paraszférát -, amelyen
az euklideszi geometria érvényes. Ez a fontos tulajdonság nagy szerepet játszik
BOLYAI elientmondásmentességi vizsgálataiban. A modellnek a létezése azt bi-
zonyítja, hogy ha S ellentmondástalan. akkor ellentmondástalan a ̂  is. BOLYAI
azonban J^ ellemmondástulanságát feltételezte, nem is akarta bizonyítani. Ő a

model[módszert arra használta, hogy az S-ben érvényes tételeket a V]-ban érvé-
nyes tételekből levezesse. Ez is figyelemre méltó, eredeti módszertani ötlet [60,
20 old.].

A múlt század második felében kezdték vizsgálni a nemeuklidészi geometria
modelljeit. Ezen a területen A. CAYLEY (1821-1895), F. KLEIN (1849-1925) és
H. POINCARÉ (1854-1912) szereztek érdemeket. Kiderüli, hogy a hiperbol ikus
geometriát a pszeudoszféra egy véges darabján, az e l l i p t i k u s geometriát (megal-
kotója RIEMANN) a gomb felületén lehet megvalósítani.
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BOLYAI JÁNOS jegyzetei olyan észrevételeket is tartalmaznak, amelyek a je-
lenkori fizika számos alapvető kérdését is tükrözik. Geometriai vizsgálódásai
alapján megsejtette, hogy a gravitáció és a geometriai tér szerkezete között bel-
ső összefüggésnek kel) lennie. Ezt a gondolatot a következőképpen fogalmazta
meg: ,.. . . a nehézkedés törvénye is szoros öszve töltetesben folj tatásban tetszik
(mutatkozik) az tír termelte ve l, valójával f alkatával) miljenségével . . ." (491/2").
Főképpen TORÓ TIBOR munkásságának köszönhetően ma már azt is tudjuk, hogy
BOLYAI JÁNOS a fizika geometrizálásának a legelső megfogalmazója, előfutára
[93, 1 19]. BOLYAI eszméi mélyen behatoltak a modern fizikába. Beszédes bizo-
nyítéka az elmondottaknak az 1997. augusztus !3-16-a között Ungváron megren-
dezett nemzetközi Bolyai-konferencia, amelynek témája ,,A nemeuklidészi geo-
metria a modern fizikában" volt. A nemeuklidészi geometriák alkalmazása a fizi-
kában, a fizikai elméletek megalkotásában a XX. század jelentős megvalósításai
közé tartozik. Az általános relativitáselmélet az, amely széles körben használja a
nemeuklidészi differenciálgeometriát fizikai erőterek leírására. A gravitációs tér
einsteini elméletének megfogalmazásához és fizikai jellemzéséhez görbült, tehát
nemeuklidészi geometriai tér, a Riemann-tér szükséges, mely egyszerre megoldja
a f iz ika és a geometria összekapcsolásának kérdését is, vagyis azt, amit általában
a fizika geomelrizálásának nevezünk - írja TORÓ [93, 139-140 old.]. A riemanni
gondolatok későbbi továbbfejlesztése adta végül A. EINSTEIN (1879-1955) kezé-
be az á l ta lános re lat iv i tást elmélet felépítéséhez szükséges matematikai eszközt.
A következő száz év alatt a matematikusok megteremtették a tér általános elmé-
letét, s ez tette lehetővé, hogy kifejlődhessen az a matematikai apparátus, amelyre
szüksége van a modern fizikának. Itt említjük meg, hogy DÁVID LAJOS Un pre-
cursore di Eins te in címen olasz lapokban írt cikkeivel már 1924-ben rámutatott
BOLYAI JÁNOSnak a relativitáselmélet megalkotásában játszott előfutár szerepére
(DÁVID PÉTER közlése).

Tehát a nemeuklidészi geometria felfedezése egyike volt a tudománytörténet
ama nagy eseményeinek, amelyeknek hatása nagy lendületet adott a fejlődésnek
az egzakt tudományok valamennyi területén.

BOLYAI JÁNOS tisztában volt az Appendix jelentőségével. Ő előre tudta, hogy
új világa majdan k i h a t egész szemléletünkre, befolyásolja az összes olyan tudo-
mányt, amelyekben a tér fogalma, szerkezete szerepet játszik. Arról is meg volt
győződve, hogy műve tökéletes. Magabiztosan állította: „Mindnyájan egyenlő,
határtalanul fejlődő fi növő szellemű tehetséggel vagy ítélőképességgel bírunk,
s mindenki előtt egyformán nyitva állt a természet véghetlen könyve - azonban
a tanomat minden halíidtfs melleit, 10.000 évig nem hiszem, hogy mis ily tö-
kéllyel elő állította volna" (788/1). Azt is látta, hogy alkotása új korszakot nyit
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a tudományban a rengeteg nők szükségest magában foglaló - írja az Ap-
pendixről - és ... a tanban a legnagyobbszerű időszakot kezdett vngy legalább
előkészíteti... munka ..." (1309/3"). Ide kívánkozik, bár a Bolyai-irodalomból
jól ismert, János következő mondata is, melyben kifejezi örömét afelett, Iiugy
az ő tér-tudománya is hozzájárult az emberiség előrehaladásához: a teljes
napfogyatkozás pedig ... Örökre eltűnt. És a szerzőben él ;iz a meggyőzőilés,
hogy e tárgy tisztázásával n tudomány igazi gyarapításának, az ész művelésének,
és így az emberi sors lendítésének egyik legfontosabb és leglényegesebb lépése
megiönénf. [106, 2:216], [12, K24/1] és (380/14).

1.5. A Responsio

BOLYAI TÁNOS másik nagy jelentőségű munkája a Responsio. Ebben a dolgo-
zatban - amelyet PAUL STÁCKEL jelentetett meg nyomtatásban [104] - BOLYAI,
korát megelőző gondolatokat vallott a komplex számok elméletében is [32, 110.
127].

A lipcsei Jablonowski Társaság pályázati kérdése, amelyre BOLYAI a Res-
ponsio című dolgozatát beküldte, a komplex számok szerkeszthetőségére várt
felelelet. BOLYAI JÁNOS szerint a szerkeszthetőség itt mellékes probléma, ezzel
szemben igen fontos a komplex számok precíz értelmezése, valamint az a kérdés,
hogy a geometriában hol van szerepük. A Responsio mindkét vonatkozásban új
eszméket tartalmaz.

Fontos megjegyeznünk azt is, hogy a Responsio egyik képlete szerint BOLYAI
JÁNOS is rendezett számpárnak tekintette a komplex számokat, és posztnlálta a
körükben végzett összeadás és szorzás formális szabályait, bár nála a komplex
számnak rendezett számpárként való értelmezése nem öltött még olyan végleges
formát, mint HAMiLTONnál.

A Responsio legértékesebb része a 9.§. Ebben a paragrafusban BOLYAI a
képzetes mennyiségeknek a geometriában játszott fontos szerepére mutat rá. Az
Appendix 3Líj-ára való hivatkozással megemlíti a hiperbolikus geometria két
képletét, feleleveníti a hiperszf'éra fogalmát, majd utal arra, hogy az abszolút

trigonometria formailag megegyezik a - sugarú gömb trigonometriájával, ahol

í = V—I, k pedig a hiperbolikus állandói je lent i . Ezekkel a vázlatosan közölt
észrevélelekkel azt óhajtotta igazolni, hogy az i képzetes egységnek fontos, addig
ismeretlen geometriai alkalmazása lárul t le l az ő rendszerében.

A pályamunka bírálói nem értették meg BOLYAI JÁNOS szűkszavú fejtege-
téseit. Ezen talán nem is csodálkozhatunk, hiszen BOLYAI a Responsióban föl-
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tételezte az Appendix ismeretét. De hol álltak a matematika történetében igen
szerény helyet elfoglaló bírálók az abszolút geometria fogalmaitól?

1.6. Prioritási kérdések
A matemat ika és a tudományok története általában gyakran teszi fel egy-egy

felfedezéssel kapcsolatban a prioritás kérdését. BOLYAI JÁNOS, LOBACSEVSZKIJ
és GAUSS esetében is sok cikket írtak már az elsőbbség problémájáról. A prio-
ritási viták sokszor értelmetlenek és meddőek, a tényeket viszont jó t u d n u n k . A
különböző tudósok műveinek összehasonlítása tanulságos lehet, így van ez a mi
esetünkben is.

A nemeuklidészi geometria megteremtése ugyanakkor jó példa arra vonatko-
zóan, miszerint a tudományban gyakran megtörténik, hogy ugyanahhoz a fel fe-
dezéshez különböző országok tudósai közel egy időben jutnak el. Némelykor az
ilyen egybeesést puszta véletlennek tekinthetjük, máskor azonban, a m i n t BOLYAI
FARKAS írta fiának: „Az eszméknek mintegy megvan a maguk korszaka, amikor
különböző helyeken egyidőben fedeztetnek fel. a m i n t tavaszkor az ibolyák min-
denütt k i k e l n e k , ahol csak süt a nap".

A prioritásokat viszont előbb-utóbb ki kell mondani. Szögezzük le mi is a
nemeuklidészi geometria megszületésének időpontjait. Úgy érezzük, hogy er-
ről a kérdésről f e l t é t l e n ü l szükséges beszélnünk. Főképpen azért, mert az utób-
bi évtizedekben több, BOLYAI JÁNOS érdemeit kisebbítő vagy egyszerűen mel-
lőző nyomdatermék látott napvilágot még magyar nyelven is. Amint VEKERD1
LÁSZLÓ [123] tanulmányában rámutat már, DIEK J. STRUIK furcsán, bántóan in-
tézi el kis matematikatörténetében [107] a Bolyaiakat. Súlyos tévedéseket ol-
vashatunk MORRIS KUNÉ 1972-ben megjelent tekintélyes könyvében. Ő egysze-
rűen GAUSS közvetlen vagy közvetett hatására vezeti vissza BOLYAI JÁNOS és
LOBACSEVSZKIJ egész munkásságát. Azt írja [77, 878 old.], hogy mind BOLYAI,
mind LOBACSEVSZKIJ sokat köszönhet GAUSSnak. KLINE szerint BOLYAI JÁNOS
felé apja (BOLYAI FARKAS) közvetített, LOBACSEVSZKIJnek pedig GAUSS régi
barátja, JOHANN MARTIN BARTELS (1769-1836) (aki Kazánban LOBACSEVSZKJJ
tanára volt) juttatta el GAUSS eszméit. KLINE „sötét gyanúját" (VEKERDI) az-
tán befolyásos munkájából minden kri t ika nélkül mások is átveszik, így például
JEREMY GRAY először az i 979-ben megjelent [54] könyvében, majd ugyancsak
1979-ben a legrangosabb matematikatörténeti szakfolyóiratban, a História Ma-
themalicaban p u b l i k á l t fontos [55] tanulmányában a „tulajdonképpeni" nemeuk-
lidészi geometria egyik „előkészítőjévé" fokozza le BOLYAÍ JÁNOSI.
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A KLINE és CRAY által hangoztatott félrevezető vélemények már a múlt szá-
zad vége felé felmerültek, amikor megkezdődött GAUSS hagyatékának folyama-
tos közzététele, s egyesek - amint l á t j u k - még ma is öt tekintik az első nemeuk-
lidés/.i geometria kezdeményezőjének. Ennek a fölfogásnak a legsúlyosabb szavú
képviselője FÉLIX KLEIN volt, aki a göttingeni egyetemen az 1889-90, tanévben
tartóit előadásaiban fejtette ki elfogult nézeteit, GAUSS szerepét megalapozat-
lan indokok alapján az első helyre á l l í t va . Előadása 1893-ban nyomtatásban is
megjeleni. Igaz. hogy később KLEIN némileg változtatott GAUSS-centrikus föl-
fogásán, de állítása, amely szerint „Semmilyen kéte lyünk nem lehet afelől, hogy
GAUSS befolyása ösztönözte LOBACSEVSZKU és BOLYAI kutatásait" sajnos még
napjainkban is hat.

FÉLIX KLEIN véleményét GAUSS 1832. február 14-én GERLlNGhez intézett,
s az 1.2. ij-ban már idézett levelének következő részlete befolyásolta: „Szerzője
... fia egyik i f júkor i barátomnak, akivel 1798-ban gyakran beszélgettem erről a
dologról...". Érdekes, hogy a három héttel később, 1832. március 6-án BOLYAI
FARKASHOZ küldött levélben [101, 109 old.] GAUSS nem célzott arra. hogy hajda-
ni beszélgetéseik a nemeukl idészi geometriára is kiterjedtek, holott i lyen célzást
ezúttal is igen természetesnek vennénk. Ma úgy tudjuk, hogy kettejük egykori
beszélgetései kizárólag a tér filozófiai problémái körül forogtak és valamilyen
nemeuklidészi geometria kidolgozásának a gondolata föl sem merült bennük.

Azt, hogy LOBACSEVSZKU felé BARTELS nem közvetíthetett, D. M. BURTON
[26, 558 old.] azzal magyarázta, hogy LOBACSEVSZKU 1823-ban még „bizonyít-
ja" az V. poszUilátumot, tehát ha GAUSS eszméi eljutottak vo lna hozzá, akkor
erre nem került volna sor. (Ugyanez BOLYAIról is elmondható. Bécsi évei alatt
először ő is - igaz, hogy csak rövid ideig - az V. axióma bebizonyításával pró-
bálkozott.) J. GRAY egyik lábjegyzetéből [54, 112 old.] azt is megtudjuk, hogy
BARTELSnek a kazáni tartózkodása során GAUSSszal folytatott levelezésében sem
találunk arra vonatkozó bizonyítékot, amely szerint a két matematikus a párhu-
zamosak problémájáról értekezett volna.

BOLYAI JÁNOS esetében a KLEIN-KLINE-GRAY-féle képtelen állítást ná lunk
SZÉNÁSSY BARNA cáfolta szabatos érveléssel [l 1 1 , 68 old.] és [114], VEKERDI
LÁSZLÓ szavaival „csak föl kellene lapozni a BOLYAI-GAUSS levelezést s nyom-
ban kiderülne, hogy efféle közvetítés lehetetlen.. , ". Valóban, ha átolvassuk ezt
a fontos [101]-es kiadványt, nyomban kiderül, hogy GAUSS nemcsak göltingeni
éveik alatt, de még 1804-ben is igazolandónak tartotta Euklidész V. posztidátu-
mát, nem pedig a tagadására kívánt új geometriát fölépíteni [101, 82-83 old.],
s nagyon megr i tkuló levelezésükben ezentúl GAUSS egy szóval sem utal a té-
mára egészen 1832-ig, amikor BOLYAI FARKAS elküldi neki János kinyomtatott
munkáját. Az 1799. deeember 16-án írott [101, 36-37 old.] levélben is arról az
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euklideszi párhuzamossági axiómát helyettesítő axiómáról van szó, amelyet úgy
szokoll a szakirodalom idézni, hogy bármely háromszögnél van nagyobb területű
háromszög.

GAUSS milyen fölfedezését közvetíthette tehát BOLYAI FARKAS a (iának, ha
Gotlingenben nem beszélgettek „erről a dologról", ha a tárggyal kapcsolatos két
GAUSS-levéiben nincs szó a nemeiiklidészi geometriáról, s végül, ha maga GAUSS
elismeri, hogy 1798-ban , , . . . eszméim még távol voltak attól a kialakulástól és
érettségtől, melyet azoknak ez a fiatalember adott a saját elmélkedései által"?
[22, 387 old.] Nyugodtan mondhatjuk, hogy nem volt mit „közvetítenie" BOLYAI
FARKASnak. Ennek ellenére, amint már hangsúlyoztuk, az apának fontos szerepe
volt az Appendix létrejöttében.

Sajnálatos, hogy GAUSS GERLlNGhez írott levelének egy mondata megalapo-
zatlanul befolyásolta az utókor véleményét BOLYAI JÁNOS kárára.

Az elmondottak arra késztetnek, hogy munkánkba beiktassuk a nemeuklidé-
szi geometria felfedezésének történetét. Ugyanakkor érveléseinket újabb, a kéz-
iratokból kiolvasott adatokkal is alátámasztjuk. BOLYAI JÁNOS hagyatékából né-
hány olyan följegyzés is előkerült, amelyekből egyértelműen következtethetünk
geometriája megszületésének és az Appendix elkészülésének pontos időpontjaira.
Ezek, az eddig is ismert adatokat kiegészítve, nemcsak azt bizonyítják meggyő-
zően, hogy ő másoktól függetlenül, önállóan fedezte föl geometriai rendszerét,
de azt is, hogy a tér abszolút igaz tudományának gondolata az ő fejéből „pattant
ki" először.

Vizsgáljuk meg tehát rendre a három matemat ikus följegyzéseit, munkájuk
keletkezésének időpontjait, s ezek összehasonlítása segítségével próbáljunk hite-
les képet a lkotni az elsőség kérdésében.

A paralelák kérdésének kutatását BOLYAI JÁNOS 1819-1820 táján kezdte el
Bécsben, de ekkor még kifejezetten apja nyomdokain haladt. Ugyanis az euk-
lideszi párhuzamossági axiómát próbálta bebizonyítani. 1820-ban azonban már
kezdett megérlelődni benne az a gondolat, hogy az e u k l i d e s z i párhuzamossági
axióma független a többitől, következésképpen azok alapján nem bizonyítható
be. Jól ismert, hogy BOLYAI JÁNOSnak a hadmérnöki akadémián 1820-ban ké-
szített rajzairól kiolvashatók geometriájának eisŐ gondolata: (1.2.§). Ez az Ap-
pendix megalkotásának kezdete.

Az elkövetkező években biztosan sok mindent álgondolt BOLYAI a lérelmé-
letről, mert 1823-ban már teljesen kibontakoztak az új geometria körvonalai. No-
vember 3-án kelt a nevezetes „temesvári levél". Felfedezésének ezt az időpontját
több későbbi írásában is megerősíti, így például az olmiitzi kérvényében, vala-
m i n t a következő sorokban: „Csuk még azt jegyzem erre nézve meg. hogy én eb-
béli munkámul, melynek lényege már 1823 - év végével hatalmamban volt... "
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([9], hátsó borítólapjának belső oldala), s többek között a következő mondatban
is: „még fiinál koromban 1823-ban, lehat löbb évekkel a Tentamen kijövetele
előtt lítlúttum s föl is jegyeztem volf (837/1"). A már kidolgozott elméletét 1825
ele jén m u t a t j a meg édesapjának. 1826-ban pedig munkája német változatát átad-
ja ECKWEHR századosnak. Végül w. Appendix különlenyomata 1831 áprilisában
látott napvilágot. BOLYAI JÁNOS 1834 körül írt, erre vonatkozó nyilatkozata: „Az
ilf következő nülőnianyag, - . . . alapvonalaiban már az 1831. év elején latin nyel-
ven jeleni meg . . . . Ennek az elméletnek fa eredményeire már íöbb mint 10 évvel
ezelőtt jutottam" [106, 1:22]].

A Tér tudománya természetesen már az !831 előtti években teljesen elké-
szült. Több olyan dokumentumunk van, amelyek ezt bizonyítják.

Az Appendix egyik példánya éppen BOLYAI FARKASnál volt, igaz, hogy nem
végleges formában. Ez valószínű, hogy a fiával való 1825 évi találkozásuk al-
ka lmával maradt Marosvásárhelyen. Hogy valóban Marosvásárhelyen volt ez a
példány, arról BOLYAI FARKAS egyik, 1830. j ú n i u s 23. előtt (pontos dátumot
nem ismerünk) írt leveléből értesülhetünk. A már 1953 óta ismert [17. 377 old.]
s mégis elég ritkán idézett levél mondatai: .Jánosnak is mindjárt írok, s ma vagy
holnap az Aradra i n d u l ó k t ó l küldök, s elkérem az 6 (a maga nemében egyetlen)
munkáját, melyet az Appendixhez kívánnék nyomtattatni. Megvan nálam, de tsak
impure". BOLYAI FARKAS akkor nyi lvánvalóan a már nyomdakész Appendixe!
kértééi fiától.

A hagyaték még fel nem dolgozott lapjait forgatva két olyan oldalra is buk-
kanunk, amelyeken levő följegyzések ugyancsak perdöntőek ebben a kérdésben.
Itt BOLYAI JÁNOS maga laniísílja, hogy az Appendix már 1829-ben készen volt.
Mindkét följegyzésben arra a tényre hivatkozik, amely szerint a Tentamen kia-
dásához szükséges nyomtatási engedélyt már 1829-ben (okt. 12) kiadták a ható-
ságok [10], ahhoz pedig a műnek készen kel lett lennie. Az elég nehézkes fogal-
mazást! írásokból, néhány rokon értelmű szót elhagyva, nemcsak a számunkra
legfontosabb mondatot ragadjuk ki, hanem hosszabban idézünk, mert f igyelemre
méltónak tartjuk :• lobbi fészekét is.

„ . . . ;i rengeteg sok szükségest magában foglaló- írja BOLYAI az 1309/3U ol-
dalon - és El'KLíD sőt ÁDÁM óta a tanban a legnagyobbszerü időszakot kezdett
vagy legalább előkészített Marosvásárhelyt, mint n munka törvényes elővizsga-
latja vagy recensioja időszám vagy határozaljából kiviláglik már 1829-ik évben
készen volt vagy állott, bár is sokféle más akadályok miau csak az 1832-ik évben
megjelent Tentamen általában érdemlettül, rengetegül és a legmélyebben tisztelt
és szeretett szerzője s Édes Atyám több magyar, latin és német munkái értel-
me és szellemében szólva, nagyobb csodára lekötelezve mint semmiből valamit
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teremteni...". Az a fiú ír így apjáról - még több más helyen is -, akit a lélek
mélyét alig vizsgáló életrajzírók sokszor annyira sötét színben állítoltak elénk.

Ennek az oldalnak, amelyet különben szép, nagy betűkkel írt BOLYAI, az az
érdekes sajátja, hogy a lu l ró l f ö l f e l é haladva ke l l olvasni (1. áhra).

Jl«) 6fo)- * 1=1 *&' *&"* "ZZf ÍKi^íZSi^wS^St^*^
^ ™ ?

l. ábra {1309/3")

BOLYAI az alábbi, 1848 után keletkezeti, igen érdekes jegyzetében ismét hi-
vatkozik az 1823. évre s ugyanakkor az Appendixre vonatkozó más, fontos meg-
jegyzéseket is tesz: „És így elég csodálatos, nevezetes és különös az, hogy bár
ts az Appendix lényegére nézve már 1823-ban megszületett, 1829-ben a Tenta-
inen kihirdetés s kinyomtatásra a könyv vizsgáló Bizottságtól szabadságot nyert,
már 1833-ban jez nyi lvánvalóan elírás) megjelent s több híres és részint Nagy
nyitaniíszoknak, m/ní LITTROW, ETTINGSHAUSEN, sőt maga egy Gkussnak is ke-
zükben járt. - bár is nz Appendix uiiín más különösen derék más is jelent meg
LOBACSEVSZKiJíő/ ugyanazon tárgyról, mind azóta is még sem találkozott sen-
ki, ki annak hatalmas eszközévé] felszerelve segítettné. vagy annak alapján is, a
A-tíint illő, teljes, tökélyes idombíin előadta s az u véges vagy végheteilensége
közötti eldönthetés lehetlenségét szigorral mcgbizonyítona volna s így végre e fő-
iontosságú, már az Appendixben említett s megígért hiány kipótíása is csakugyan
nekem maradott vagy rámháramloü és föladatnak is megfejtése s homályának
végképpeni elenyésztetése, s az által az egy végtelen tengerként Világhordozó űr
lényege főfónfoságú tárgyának zi koronát vagy koszorút föltevése" (786/2).

Ezek a feljegyzések (amelyekhez még a következő, BOLYAI JÁNOSnak a
Tentamenről írt félmondatát is csatoljuk: ceiixiirae dato iám anno 1829"
(1373/22")) egyértelműen tanúsítják, hogy az Appendix 1829-ben BOLYAI JÁ-
NOSnál már nemcsak „impure", hanem kinyomtatásra teljesen kész állapot-
ban megvolt. Végleges elkészülése történetének igen fontos láncszemét képezi
BOLYAI fent idézett kél írása. Maga a mű egész anyaga viszont már több évvel
korábban, 1824-ben készen volt. Erre BOLYAI JÁNOStól származó egyik levél
n lapján következtethetünk. A levélre, amelyet János 1855. október 4-én írt apjá-
hoz [17. 414 old.], SzÉNÁSSY BARNA hívta fel a figyelmünket [19. 31-32 old.]:
„A GAUSS régi leveleiben, min! már akkor röglön is mondottam, úgy emlékezem
még 1824-ben észrevettem, hogy azt ő is átlátta, hogy a líipi A (síkháromszög}
térje {területe} ha mindenik oldal —*• oo is. S-ben csak vég-határos {véges!".
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SZÉNÁSSY. miután GAUSS BOLYAI FARKASHOZ írt leveleit is áttanulmányoz-
ta, megállapítja, hogy „l 824-ben BOLYAI JÁNOS már ismerte a hiperbolikus sík
háromszögének t e r ü l e t i képletét. Ez pedig azt j e lent i , hogy összeállította az Ap-
pendix egész anyagát, ugyanis c formula tanulmánya utolsó. 43.§-ában szerepel.
Összegezve a mondottakat: mai tudásunk szerint BOLYAI JÁNOS 1820 és 1824
közölt összeállította térelmélelének anyagát".

Ezt a következtetést teljes mértékben elfogadhatjuk, hisz ha BOLYAI 1824-
ben még nem készíti el fölfedezésének egy kézírásos fogalmazványát, akkor nem
lett volna mit megmutatnia 1825-ben apjának, sem mit átadnia 1826-ban volt
bécsi tanárának. WoLTER VON ECKWEHRnek.

Igen gazdag irodalom segít N. I. LOBACSEVSZKIJ fölfedezésének időrendű-
ségi kérdésében. Ő is az 1820-as évek során kezdett alaposabban foglalkozni
a párhuzamosok problémájával, Aztán az évtized utolsó két évében 1829-ben
és 1830-ban a Kazánt Hírnök (Kazanszkíj V j e s z t n y i k ) különböző (pontosan az
1829-es évfolyam 2.. 3., 4., 11.. 12. és az 1830-as évfolyam 3., 4., 7., 8.) szá-
maiban A geometria alapjairól címmeJ teszi közzé munkájának eredményét egy
hosszabb értekezésben [39, 1-66 old.]. Fzt a munkát, amelyben LOBACSEVSZKIJ
kidolgozta a geometriára vonatkozó új gondolatait és nézeteit, tekinti a szak-
irodalom a nemeuklidcszi geometria első p u b l i k á l t művének. Ha előkeressük
LOBACSEVSZKIJ nevezetes munkáját, azonnal szembetűnik, hogy nincs valami
rendben az 1829-es megjelenéssel kapcsolatban, azaz pontosabban nem 1829
LOBACSEVSZKIJ dolgozatának megjelenési éve, amint azt a legtöbb matemati-
katörténeti könyvben olvashatjuk. Ugyanakkor BOLYAI JÁNOS Appendixe sem
1832-ben je lent meg először. A valóság az, hogy LOBACSEVSZKIJ munká jának
utolsó része 1830 augusztusában j e l e n t meg. BOLYAI Appendixe, igaz, „külön-
lenyomatban", de nyomtatásban J 831 áprilisában látott „napfényi". Következés-
képpen még egy év különbség sincsen a matematika kél nagy alakja művének
megjelenése között, nemhogy három esztendő, amit olyan szívesen hangoztatnak
egyesek (például V. F. KAGAN is [17, 102 old.]).

Az 1829-30-as éveket megelőzően LOBACSEVSZKIJ ne k 1819-ben volt egy
kézirata, amelynek A geometria a l a p j a i címet adta. Valószínű, hogy ez annak
a munkának volt első változata, amelyet Geometria címmel 1823-ban adott be
államköltségen való kinyomtatásra. A jegyzet kiadására nem kapott engedélyt.
Érdekes, hogy LOBACSEVSZKIJ kéziratát 1898-ban megtalálták, s KAGAN vélemé-
nye szerint a Geometriában löbbé-kevésbé látható már a későbbi LOBACSEVSZKIJ
[90]. Tudjuk azt is. hogy 1823-ban egyetemi előadásain még csak azt állapította
meg, hogy a párhuzamossági axióma bizonyítása leheletlen.

1826. február 1 1 - é n (23-án) LOBACSEVSZKIJ előadást tartott a kazáni egyelem
fizika-matematika karán a geometria alapjairól a következő címmel: Exposition
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succinie des principes de la géometrie avec íme démonstraiion rigoureuse des
paralléles (A geometria alapjainak rövid kifejtése a párhuzamosok törvényének
szigorú bizonyításával). Sok bizonytalanság, találgatás látott napvilágot ezzel az
előadással kapcsolatban. Szövege ui. (akár BOLYAI JÁNOS ECKWEHRnek átadóit
írása) elveszett, de mint LOBACSEVSZKU saját maga közli, az 1829-30-ban köz-
?.étett értekezésének egyik része kivonat az Exposition succinte-bol. Arra vonat-
kozóan, hogy pontosan melyik az a rész, KAGAN is bizonytalan [90, 17 old.].

Az Exposition succinte címe bizonyos zavart kelt, jegyzi meg KAGAN, és kí-
sérletet tesz annak megmagyarázására, hogy LOBACSEVSZKIJ dolgozatában nem
a párhuzamosok axiómájának bebizonyítását tűzte ki célul, sőt bántó elfogult-
sággal azt is kijelenti, hogy „. . , az egész anyag, amelyei BOLYAI az Appen-
dixben később kifejt, már világosan helyet foglal az Exposition succinte-hen"
[17, 110-11 l old.]. Mélyen hallgaí KAGAN arról az „apróságról", amit viszont
F. ENŰEL (1861-1941) 1899-ben ugyancsak megemlít [39, 372 óid.], hogy ami-
kor LOBACSEVSZKIJ A geometria alapjairól című munkájában az 1826-os Expo-
sition succinte-t idézi, annak címéből egyszerűen kihagyja a mondat második,
baljóslatú felél ..avec une demonstráljon rigoureuse des paralléles". Ezt - úgy
v é l j ü k - nem lehet vélet lennek tekinteni . A m i n t ENGEL is megjegyzi: „Minden-
esetre i t t még visszamaradt egy kis tisztázni való". A fenti félmondat kihagyá-
sa - olvashatjuk SCHLESINGER LAJOSnak BOLYAI JÁNOS centenáriumi ünnepsé-
gén Kolozsvárott tartott Emlékbeszédében - feljogosít arra a feltevésre, hogy
LoBACSEVSZKIInek az a belátása, hogy az új geometriai rendszer egymagában
fennállhat, 1826-ban még nem érlelődött meg. LOBACSEVSZKIJ bizonyára hama-
rosan rájött „a párhuzamosok tételének szigorú bizonyításában" elkövetett logikai
hibára, és azután többet arról nem beszélt.

Nincs szándékunkban a zseniális LOBACSEVSZKIJ érdemeit kisebbíteni, de a
tényeket sein h a l l g a t h a t j u k el, különösen ha azokból eddigi értelmezésük miatt
félreértések származhattak.

Az elmondottak alapján BOLYAI JÁNOS személyi prioritása minden kétség fe-
lett á l l . A geometria alapjairól című munka köílése pedig LOBACSEVSZKUnek
a publikálás formális prioritását biztosítja néhány hónappal. Ha figyelembe
vesszük az információ m ű i t század elején való terjedési sebességét, ez a különb-
ség teljesen elenyészőnek tekinthető. A hírközlés lassúsága ellenére az Appendix
Marosvásárhelyről igen korán (előbb, m i n t LOBACSEVSZKIJ munkája) eljutott a
nagyvilágba. Ezt a „matematikai nagyvilágot" akkoriban kétségtelenül GAUSS
jelenlétté, s amint tudjuk, ő már 1832 februárjának első napjaiban olvasta Bo-
LYAI művét (létezéséről 183! közepe óta tudóit), sőt GERLINGCI is azonnal tá-
jékoztatta erről. De a Tentament függelékével együtt megjelenése után Bécsbe
ErriNGSHAUSENnek is elküldték.
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A tárgyilagosság kedvéért még legyük hozzá, hogy A geometria alapjairól cí-
mű munka némely bizonyítása még nem teljes, vagy éppenséggel h iányz ik [33,
167 old.J . Azl, hogy írásán még van csiszolni való, LOBACSEVSZKU is elisme-
ri, amikor i 840-ben így ír a Geometriai vizsgálatok bevezetőjében: „Saját első
próbálkozásom a geometria alapjairól 1829-ben jelent meg a Kazáni Hírnökben.
Ezután, arra törekedve, hogy az összes követelményeknek eleget tegyek, hoz-
záfogtam e tudományág teljes kidolgozásához". [90. 41 old.]. Ezenfelül müvét
LOBACSEVSZKU orosz nyelven írta. az teljesen hozzáférhetetlen maradt a nem
orosz matematikusoknak, De az orosz tudósok sem értették meg LOBACSEVSZKD
munkája!. Negatív véleményt adott erről M. V. OSZTROGRÁDSZKIJ és V. J. Bu-
NYAKOVSZKII is. Ugyanakkor BOLYAI az ö felfedezését kifogástalan latinsággal
(majd németü l ) és az előállítás felülmúlhatatlan tökéletességével írta le. Az Ap-
pendix elismertetése is sok akadályba ütközött. Ismerjük a legkompetensebb bíró.
GAUSS „dicséretét" s aztán teljes hallgatását. Az Appendixet többen is olvasták,
(W. VON ECKWEHR, G. A, GRELSINGER, A. ETTINGSHAUSEN, E. ZlTTA. C. L. GER-
LING, J. J. LITTROW) s bár közöttük egyetemi tanárok is voltak, sajnos nem tudták
befogadni az új eszméket.

LOBACSEVSZKU az 1830-az években több dolgozatot írt geometriájáról a Ka-
záni Egyetem Tudományos Naplójában, de Crelle közismert folyóiratában fran-
ciául is közölt [87. 88], 1840-ben pedig németül teszi közzé a Geomeírische
Untersuclunigen zűr Theorie dér Parallell inien című művét . Felfedezését ebből
a munkából ismerte meg GAUSS, BOLYA] JÁNOS, BOLYAI FARKAS. A matemati-
kus világ figyelmét LOBACSEVSZKU műveire GAUSS leveleinek 1865-ben történt
közzététele hívta fel. Ezekben az években kezd ismertté válni a BOLYAI név is.
A két BOLYAI néhány matematikai eredményével H. R. BALTZER (1818-1887)
Die Elememé dér Mathematik (1860.. 1862.) című tankönyvéből ismerkedhet-
tek meg a matematikusok. Az Appendix az 1867, évben vált hozzáférhetőbbé a
tudományos vi lág számára, amikor megjelent G. S. HOÜEL (1823-1886) francia
fordítása. A m ú l t század utolsó hatvanas és első hetvenes éveinek matematikusai
mind az Appendixből, mind a Geometriai vizsgálatokból szereztek tudomást a
nemeuklidészi geometriáról. LOBACSEVSZKUl azonban gyakrabban idézték, érte-
kezései többször jelentek meg, az oroszok maguk is nagyobb gondot fordítottak
kiváló matematikusuk elismertetésére. Ezért jó ideig a nemeuklidészi geomet-
riát LOBACSEVSZKUrőt nevezte a tudós világ. Csak 1894-ben sikerült magyar
matematikusoknak elérniük, hogy BOLYAI és LOBACSEVSZKU neve világszerte
egyenlő megbecsülésben részesüljön.

GAUSS hagyatékának folyamatos közzététele során - bár a „BOLYAI -
LOBACSEVSZKIJ-geometría" elnevezés megmaradt - a nemeuklidé.szi geometria
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felfedezése elsőbbségének a kérdésében a súly kezdett áttolódni GAUSS .szemé-
lyére, és egyesek - amint már írtuk - ma is öt tekintik az első nemeuklidészi
geometria kezdeményezőjének. Akik ezt a felfogást vallották (F. KLEIN. F. EN-
GEL) és vallják ma is (M. KLINE, J. GRAY, D. BURTON) GAUSS rendkívül gazdag
levelezésérc [22, 23, 24, 25] és hagyatékára hivatkoznak, ugyanakkor figyelmen
kívül hagyják BOLYAI JÁNOSnak apjához 1823. november 3-án írott sorait.

Valóban meglepő lehetett a GAUSS-hagyatck tanulmányozása során felfedez-
ni azokat a leveleket, amelyekben „a matematika fe jedelme" Több számottevő
matematikusnak eléggé nyíltan írt a nemeuklidészi geometria lehetőségéről, mi-
közben e témáról életében soha semmit sem hozott nyilvánosságra. GAUSS nem
akart vitás témával a közvélemény elé ál lni . Félt a „beoliaiak kiabálásától" és a
„darazsak ful lánkjálól". ha titkát nem tartaná meg magának.

GAUSS rendkívül gazdag hagyatékában löbb olyan írást ta lá lunk, amelyek
valamiképpen kapcsolódnak a geometria alapjaihoz, i l letve a nemeuklidészi geo-
metria gondolatához. Különösen kiterjedt levelezésében többször érinti a para-
lelák problémakörét. A tárgyunkhoz tartozó levélrészleteket sokszor elemezték
már, s a [52, 157-268 old.1-ban minden idetartozó írást megtalá lhatunk. GAUSS
legfontosabb levelező társai BOLYAI FARKAS, W. OLBEIÍS (1758-1840). CH. L.
GERLING, F. A. TAURINUS (1794-1874), F. K. SCHWEIKART (1780-1859), F. W.
BESSEL (1784-1846) és H. SCHUMACHER (1780-1850) voltak.

Különös, hogy GAUSS leveleiben milyen sokszor említi a geometria alap-
jaival, i l letve egy nemeukliUészi geometria lehetőségével kapcsolatos gondolatai
keletkezésének időpontját. Következetesen az 1790-es évekre helyezi eszméinek
eredetét. Az 1846. november 28-án SCHUMACHERhez írott tájékoztatása szerint
már 1792-ben (tehát 15 éves korában!) felismerte, hogy az euklideszi geometria
tagadása esetén is létezik másfajta geometria. [25, 247 o!d.] SzÉNÁSSY BARNA a
pontosan dokumentált [l 14] tanulmányában joggal kérdezi, hogy vajon mennyire
adhatunk hitel t a szavainak. A tudománytörténet csak azt fogadhatja el lénynek,
ami megbízható adatokkal bizonyítható. Márpedig a jóval későbbi keletkezésű
levelek szűkszavú közlésein kívül egyetlen olyan adatról sem tudunk, amely alá-
támasztaná GAUSS áll í tását. Figyelemre méltóak ezzel kapcsolatban GAUSS 1804.
november 25-én BOLYAI FARKAShoz írt következő sorai [101, 81-82 old.]:
hajdan e gordiuszi csomónak kibontását megkísértettem és mindeddig hiába pró-
báltam . . . Van ugyan még m i n d i g reményem, hogy ama szirtek valamikor, még
az én életem vége előtt átjárást engednek . . . hidd el nekem, hogy szívből örül-
nék, ha engem megelőznél . . . Én aztán a legbensőbb Örömmel megtennék min-
dent, hogy a le érdemed érvényesüljön és a kel lő világosságba helyezkedjék." (1.
még [106. 1:43]).
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GAUSS hagyatékában a legterjedelmesebb nemeuklidészi geometriára vonat-
kozó írást az 1832. március 6-án az Appendix elolvasása után BOLYAI FAR-
KAShoz írott levelében ta lá l juk [101, l 10-11 l old.]. Legértékesebb nemeuklidé-
szi geometriai gondolatait pedig KAGAN szerint azokban a megjegyzésekben k e l l
keresnünk, amelyeket 1840-1846 között fűzött LOBACSEVSZKIJ „Geometrische
Untersuchungen" című könyvéhez. A fém említett SCHUMACHERhez küldött le-
vélben ezt a munkát egy igazi geométcr mesierművének nevezi [106, 1:131]. (A
GERLINGnek 1844. február 2-án küldött írásában ugyanakkor azért sajnálkozik,
mert LOBACSEVSZKIJ műveit egy áthatolhatatlan erdőhöz lehet hasonlítani [22,
667 old.]). A könyvecske 27. cikkelyében előforduló, BOLYAI JÁNOS megálla-
pítása szerinti „szarvashibát" (I.5.§) azonban GAUSS nem je lz i . BOLYAI észre-
vételei LOBACSEVSZKIJ vizsgálatairól úgy látszik alaposabbak, figyelmesebbek
voltak.

SZÉNÁSSY végül megállapítja, hogy az euklideszi párhuzamossági axióma
bizonyítását célzó sok eredménytelen kísérlet hatására 1816-tól GAUSSban egyre
megérlelődik a nemeuklidészi geometria lehetőségének a gondolata. A hiperbo-
l i k u s geometria körébe tartozó, ezután papírra vetett eredményei erősen támasz-
kodnak J. H. LAMBERT (1728-1777) vizsgálataira és a „képzetes sugarú gömb"
hipotézisére. A hiperbolikus geometriát azonban nem dolgozta ki tervszerűen, a
matematikai szigor ál lal megkívánt módszerességgel. Ilyen módon a nemeukü-
dészi geometriák történetében nem i l let i meg ugyanaz a hely. m i n t BOLYAI JÁ-
NOSt vagy LOBACSEVSZKUl [114]. VEKERDI LÁSZLÓ szavaival: „Gauss csak a
paralelák mentén, csak a kidolgozás küszöbéig jutott". [9, 37 old.]. Világosan
látta ezt BOLYAI JÁNOS is. A lembergi folyamodvány-tervezetben így ír: „Úgy
látszik, hogy talán GAUSS az egyeden, aki néhány lépést telt a cél felé, de még
mindig messze vall attól, hogy mindezt teljes egészében lássa. Fáradozásai dú-
cára sem tudott valami nagyon előrehaladni. Ezt az alulírott igazolni tudja az
apjának GAUSS által írt részint mostani, részint régebbi levelei alapján" [106,
1:232],

Különös, hogy GAUSS, miután elolvasta LOBACSEVSZKIJ német nyelvű
munkáját, említést sem tett az orosz matemat ikusnak arról, hogy egy koráb-
bi mű hasonló vizsgálatokról és eredményekről ad számot. Viszont BOLYAI
FARKAS figyelmét 6 hívta í'e! a Geometrische Untersuchungenre. BOLYAI és
LOBACSEVSZKIJ munkáiról írva elismeri, hogy saját több évtizedes hasonló tár-
gyú „meditációidban nem érte el egyik matematikus művének gazdag tartalmát
és kiforrottságát sem. Mégsem tett többel e két munka, különösen az Appendix
elismertetése érdekében, m i n t hogy néhány matcmalikusnak figyelmébe a jánlot-
ta. GAUSSnak lett volna lehetősége arra. hogy a magyar és orosz matematikusi
megismertesse egymással. Sajnos a tudomány nagy kárára ezt elmulasztotta.
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BOLYAI JÁNOS Appendixének több zseniális meglátása közül az (1.4.§)-ban
kiemel tük a kürnégyszögesítéssel és a modeltmódszerrel kapcsolatos észrevéte-
le i t . Érdekes, hogy ezekhez a nagy jelentőségű felfedezésekhez GAUSS egy szó
megjegyzést vagy magyarázatot sem fűz. A nagy GAUSS „átsiklott" volna az
Appendix néhány fejezetén'? Felvetődik a .sokak számára bizonyára meghökken-
tő kérdés: vajon tisztában volt GAUSS a teljes Appendixszel? Nem lehet őszin-
te akkor, amikor azt írja BOLYAI FARKASnak: a mű egész tartalma, az út,
amelyet fiad követ, és az eredmények, amelyekre jutott, majdnem végig mege-
gyeznek részben már 30-35 év óta folytatott meditációimmal", hisz GAUSS az
abszolút geometriára sohasem gondolt. Leveleiben erre vonatkozó utalással nem
találkozunk. M i l y e n igaza van VEKERDI LÁSZLÓnak, amikor ezt írja GAUSSról:
„.. . láthatóan Ő sem ériette meg BOLYAI új eszméinek jelentését és jelentőségél,
különben hogyan is hihette volna, hogy a lángeszű fiatal matematikus ugyanazt
fedezte tel, mint ő?" [124, 67 old.]. De LOBACSEVSZKIJ dolgozataiban sincs szó
az abszolút geometriáról.

Az abszolút geometria felfedezése egyedül BOLYAI JÁNOS érdeme. Előtte
sem, de vele egy időben sem gondolt senki annak megalkotására. Idézzük ismét
VEKRRD1 LÁSZLÓI: „BOLYAI JÁNOS nem a nemeuklidészi geometriái fedezte fel.
Neki a nemeuklídészi geometria ingyen ajándékként adódott, miután fölfedezte,
szó szerint megteremtette az abszolút geometriát, azt a Harmadikat, ahonnét a
Másik kettő kibontotta a maga külön és önmagában megtámadhatatlan igazságát"
[123. 302-303 old.].

Végül említsük meg, hogy függetlenül a felfedezés elsőbbségének kérdésé-
től, a nemeukiidészi geometriát csak jóval később fogadta el a tudományos vi lág,
s így hatása is a matematika fejlődésére csak több éviizeddel mindhárom mate-
mat ikus halála után kezdett ny i lvánvalóvá vá ln i .
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A Bolyai-ládák

2.1. A kéziratos hagyaték sorsa

BOLYAI JÁNOS, a 31 éves korában nyugalmazott császári királyi kapitány első
nagy csalódása miatt kiábrándultán, megtörtén és betegen érkezett haza apjához
1833 nyarán, hogy életének utolsó 27 esztendejét gyermekkori álmodozásainak,
tervczgetéseinek színhelyén, Marosvásárhelyen és Domáldon töltse el.

Ezekről az évekről nemrég még ezt írta egyik „méltatója": életének második
fele haszontalanul, kényelmetlenül, anyagi gondok között vergődve telt el. Halá-
lakor nagyszámú kéziratot hagyott hátra, amelyeket nem lehetett értékesíteni.

Valószínű, hogy ezeket a mondatokat a tájékozatlanság szülte, de tény, hogy
BOLYAI JÁNOSnak. miután katonai pályafutását befejezte, valóban mostoha élet-
sors jutott. Napjait átszövi a megnemérté.s, a betegség és a szegénység. De nem
élt haszontalanul, hiába. Kényszerű nyugdíjaztatása után is sokat dolgozott. El-
készítette ugyan nagy munkáját, de „tüzes, gyors" szíve s elméje tovább forrt,
nem engedte nyugodni. Napesiig ül ezekben az években íróasztala melleit, hogy
fóliáns nagyságú papírjai! vagy sokszor apró papírszeletkéit teleírja a gondolatait
megörökítő betűkkel. Sok ezer oldalnyi kéziratot hagy örökül.

A m i k o r a hűséges gondozó. SzŐTS JÚLIA remegő kézzel leírta, hogy így
már nints mit tagadni, a Kapitány Úr nints többé . . . ". a marosvásárhelyi katonai
várparancsnok BOLYAI JÁNOS minden írását lefoglaltatta, utasítást adott, hogy
rakják azokat ládákba és vigyék be a várba. Meg kellett vizsgálni, hogy nincs-e
bennük va lami lyen katonai vonatkozású titok. Nem lehetett könnyű' dolga annak
a tisztnek, aki a nagy halom iratot átböngészte. Különös, de talán éppen ennek
az önkényes intézkedésnek köszönhető, hogy a kéziratok nem semmisültek meg.
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A ládák a későbbiek folyamán sok viszontagságon mentek át. Miután a vá-
sárhelyi várban folyó vizsgálat nem talált katonai titkokat a sűrűn teleírt lapok-
ban, átszáll ítotlák azokat a városi rendőrségre, egy fészerbe. Végül az ősi iskola,
a maros vásárhelyi Református Kollégium saját épületébe vitette a kéziratokat s
ezzel megmentene az utókornak.

A hagyaték s a BOLYAI-geometria történelének is egyik legjelentősebb dátu-
ma 1 867, amikor az Appendix megjelent francia nyelven G. J. HOÜEL bordeaux-
i egyetemi tanár fordításában [15]. Mintegy másfél évtizeden ál HOÜEL v o l t a
Bolyai-ügy legfáradhalallanabb harcosa. Ő pedig érdeklődő kérdéseire SCHMIDT
FERENCben talált rendkívül lelkes segítőtársai. SCHMIDT éppen HOÜEL kérésé-
re írta meg a két BOLYAI életrajzát és közölte a Grunert-féle Archívban [100].
Ez az értekezés ismertette először világnyelven a két BOLYAI életrajzi adatait.
Az Appendix francia fordítása a SCHMIDT által írott életrajzzal egybefűzve je lent
meg 1867-ben 1115].

A bordeaux-i kiadvány hatására itthon is felismerték a Bolyai-ügy jelentősé-
gét. HUNYADY JENŐ az Akadémia egyik ülésén tájékoztatta a tagokat arról, hogy
megjelent francia nyelven az Appendix és annak bevezetéseként a SCHMIDT FE-
RENC (1827-1901) által írott életrajz. Azt indítványozta, hogy az Akadémia kérje
kölcsön Marosvásárhelyről feldolgozás céljából a Bolyai-hagyatékot. Az Aka-
démia akkori főtitkára, ARANY JÁNOS 1868. június 15-én írt levelében kéri a
Kol lég ium Igazgatóságától a/, iratokat átvizsgálásra.

A hagyaték végül is 1869 decemberében érkezeti Pestre és f e l b o n t a t l a n u l
„letétetett" az Akadémia Levéltárába. Eleinte úgy tűnt, hogy a magyar matema-
tikusok megfeíed kéziek a ládákról- Két kül fö ld i tudós, B. BONCAMPAGNI (1821-
1894) és HOÜEL sürgetésére aztán az Akadémia 1871. október 16-i határozara
értelmében m e g a l a k u l t a Bolyai-kéziratok átvizsgálására hivatott négytagú bi-
zottság, amely azonnal megkezdte a munkát. A kézírásos hagyaték földolgozása
vontatottan haladt. Az Akadémia 1874. március 16-i ülése jegyzőkönyve sze-
rint „BOLYAI munkájának elkészülte bizonytalan, miután ez oly természetű, hogy
rögtönözni nem lehet és sokszor tetemes anyag feldolgozása után sincs közölhető
eredmény" [45, 14 old.].

A Bolyai-kéziratok átvizsgálása tehát nem vezeteti konkrét eredményre és
f e l h a s z n á l a t l a n maradt egészen 1894-ig. Ekkor érkezeit meg ugyanis az Aka-
démiához a maros vásárhelyi év. ref. kol légium igazgatóságának a Bolyai-
hagyatékot visszakérő, és az átvizsgálás eredményéről tájékoztatást váró levele.
A III. osztály határozata az alábbi volt:

„A szintén már hosszabb idő előtt beadott jelentések (KŐNIG GYULA és
SCHMIDT FERENC részéről) értelmében ezen iratokban kiadásra alkalmas anyag
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nem találtatván, az osztály részéről nem forog fenn nehézség aziránt, hogy ezen
iratok jogos birtokosuknak visszaadassanak" [45. 14 old.].

Ma tudjuk, hogy a jelentéseket nem előzte meg alapos kutatómunka. Már a
rákövetkező évtizedekben P. STACKEL több dolgozatban és nevezetes monográ-
fiájában megmutatta, hogy „ezen iratokban" van kiadásra alkalmas anyag. Most
pedig egy évszázaddal később úgy érezzük, hogy könyvünkben is rácáfolunk az
MTA III. (Math. és Term. tud.) osztályának 1894. évi határozatára.

Az iratok 1894-ben hiánytalanul visszakerültek eredeti tulajdonosukhoz. Ma
ezeket a marosvásárhelyi Teleki-Bolyai Könyvtár őrzi [18]. A Magyar Tudomá-
nyos Akadémia a maga Bolyai-gyűjteményét [12] a későbbi években alakította
ki.

Az elkövetkező esztendőkben aztán fokozatosan lendült előre a Bolyai-
kutatás. Ha nem is tartozik szorosan a kéziratok feldolgozásához, de említsük
meg, hogy évtizedekig húzódó, lassú előkészítés után végül 1897-ben KŐNIŰ
GYULA bemutathatta az Akadémia egyik ülésén a Tentamen második kiadásának
első kötetét. A második kötet nagysoká, 1904 végén je lent meg.

A magyar tudomány BOLYAI JÁNOSsal szemben csak 100 éve. 1897-ben tör-
lesztette régi adósságát. Ismét a lelkes SCHMIDT FERENC volt az, aki a nyomdai
munka anyagi terhét is vál lalva megjelenteti az Appendix-et magyarul (amikor
már van francia [15]. olasz, angoi [13], sőt japán kiadása is; Tokióban az an-
gol nyelvű [13] fordítást jelentelték meg 1894-ben). Ugyancsak ő szorgalmazta
a BOLYAI FARKAS és GAUSS közötti levelezésnek a kiadását. Évtizedekre terjedő
fáradozását 1899-ben siker koronázta: a levelezést tartalmazó szép kötet egyide-
jűleg két helyen (Budapesten és Lipcsében) is megjelent [101]. A kiadványt egy
fiatal matematikussal, PAUL STACKEL-lel készíttették elő.

PAUL STACKEL német egyetemi tanár áldozatos munkájának köszönhető,
hogy BOLYAI JÁNOS kéziratban maradt matematikai eredményei nagy része a
századforduió idején napvilágra került. STACKEL Marosvásárhelyre is ellátoga-
tott, hogy minél alaposabban tanulmányozhassa a BüLYAIak munkáját. Kutatá-
sainak eredményeit az értekezések egész sorában telte közzé. Kétkötetes könyve
[106] ma is az az alapmű, amely a kél BOLYAI életének és tevékenységének
legteljesebb képét adja. A STÁCKEL-könyv ma már nyilvánvalóan sok helyen ki-
egészíthető az újabb vizsgálatok eredményeivel. Munkánk következő részében
éppen ez a célunk. Szándékunk a STÁCKEL-HIŰ. de más BOLYAi-monográfiák
állal hangoztatott pontatlanságokat és tévedéseket átértékelni és helyreigazítani .

STACKEL komoly érdemeket szerzett a BoLYAI-iigyben. De a STACKEL-mű
létrejöttében a hazai magyar matematikusok is szerepet vállaltak. A magyar nyel-
vű szövegeket SCHMIDT FERENC. FEJÉR LIPÓT és mások ültették át németre, a
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könyv végén található hetvenoldalas „Jegyzetek" anyagát t'őleg RÉTHY MÓR.
KÜRSCHÁK JÓZSEF és SCHMFDT FERENC szolgáltatta [l 15].

2.2. Bolyai János följegyzései

Nem könnyű a Bolyai-kéziratokat olvasni, bár a már sárguló papírlapok tanul-
mányozása minden türelmes Bolyai-kutatónak igazi élményt, sok örömet szerez-
het. Ugyanakkor jogos egyes szerzők panasza a kézíratok kibetűzéséfiek nehéz-
ségei miatt. BOLYAI JÁNOS feljegyzései nem nyomtatásra kész dolgozatok, ha-
nem befejezetlen tervezetek számos hézaggal, ismétléssel, törléssé!, betoldások-
kal. BOLYAI írásaiban maga szerkesztette betűket használ, sokszor elég nehézkes
és szokatlan szimbolikájával k e l l megbirkóznunk- Új szavakat alkot. Nehéz stí-
lusa könnyen kedvét szegi a kevéssé szívós kutatónak. Mindezek rendkívül meg-
nehezítik és fárasztóvá teszik matematikai és más természetű fő [jegyzéseinek a
számbavételét. Maga is beismeri, hogy gyakran sok gyötrődéssel jár gondola-
tainak formába öntése. Találóan írja SZÉKELY JÁNOS „Bolyai hagyatéka" című
szonettkoszorújában:

„Százszor betoldta, százszor húzta át,
Míg izzadozván meglelte az utat."

BOLYAI JÁNOS följegyzéseit írva nem gondolt arra, hogy azok „tökélyeseJí"
legyenek, hiszen a maga számára írt, nem a nyilvánosságnak szánta azokat. A
legszívesebben nagyméretű szürkés vagy kékes színű fóliánsokra írt. Úgy t ű n i k ,
ezeket nem tudta m i n d i g megvásárolni s ha nem akadt más, minden keze ügyébe
került papírt felhasznált, hogy gondolatait lejegyezze: szétterített régi levélboríté-
kok, hivatalos okmányok, gyászjelentések, hirdetések, meghívók üresen maradt
széleit vagy hát lapja i t . Hagyatékában rengeteg dirib-darab papírra írt megnyir-
bált följegyzést ta lá lunk, így vall erről - MANDics GYÖRGY szavaival - BOLYAI
JÁNOS:

„ Apró
papírszeletkék fuvarozzák a keservesen
kigyöngyözött eszmét. Most már csak a nyelv
szép formáját k e l l megtalál jam.. ."

Sokszor nagy gondot okoz az iratok idörendfíscgének a megállapítása.
BOLYAI csak nagyon ritkán j e lö l i meg v a l a m e l y i k írása keletkezésének időpont-
ját- Még levele i t sem látta cl m i n d i g keltezéssel. Külön öröm a kutatónak, amikor
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2,3. MIÉRT JEGYZETELT BOLYAI JÁNOS?

egy kalendárium, sorsjegy hálán vagy iskolai értesítőn talál jegyzeteket, mert eze-
ken keltezés is olvasható s így ha nem is teljesen megbízhatóan, de eligazodhat
az írás keletkezésének időpontjára vonatkozóan. Sok színházi műsorlap hátolda-
lát teleírta BOLYAI. Ezek alapján egy hozzáértő szakember már-már megírhatná a
múlt századi Marosvásárhely színháztörténetét. Mindenesetre sok értékes adalé-
kot szolgáltatnak a marosvásárhelyi színházi élet eseményeinek számbavételéhez
(2. ábra). Felhasználta a Tentamen nyomtatült lapjait, saját régebbi jegyzetei!
(ezek közül löbb szinte palimpszeszt-szerü {olyan pergamen, amelyről az eredeti
írást eltávolították, s helyébe újat írtak)) s nem lehet meghatódás nélkül kéz-
be venni fia, BOLYAI DÉNES és leánya, BOLYAI AMÁLIA (Mali) megvomilkázott
írásgyakorlatára odavetett sorait (3. ábra).

2.3. Miért jegyzetelt Bolyai János?

BOLYAI JÁNOSnak Marosvásárhelyen a Teleki-Bolyai Könyvtárban mintegy
14000 oldalnyi (ebből 1000 oldal d iákkor i jegyzet) kéziratát őrzik. A kézira-
tokat nagy dossziékban találjuk, megszámozva, leltározva. Ebben a formában
való elrendezésüket ABAFÁY GUSZTÁV és BENKŐ SAMU végezte el 1 953 és 1 959
között. BENKŐ SAMU az, aki STÁCKEL után a legalaposabban áttanulmányozta
BOLYAI JÁNOS hagyatékának nem matematikai tárgyú kéziratait. A hosszú évek
munkájának eredménye - több részlettanulmány mellen - BOLYAI JÁNOS vallo-
másai című könyve [6], majd az Apa és fia tanulmánykötet [8]. írásainak nyomán
a lépelÖdő, küzdő, elmélkedő ember bontakozik ki előttünk. Könyveiben azt bi-
zonyítja, hogy a kéziratban maradt Üdvtanban ugyanaz a nagy összefüggések
felismerésére zseniál i s elme munkál , mint az Appendixben, csupán meglátásai
nem korlátozódnak szakterületére, hanem kiterjednek az élet és a társadalom ál-
talános vonatkozásaira is.

BENK.Ő SAMU a maros vásárhelyi kéziratok szétszóródott papírhalmazának
rendberakása és elemzése alapján emberként állít ja elénk a nagy matematikust .
BENKŐ úgy véli: „A magános ember vallomásai ezek. Előre eltervezett rend nél-
kül keletkezeti írások; papírra vetésükkel az egyedüllét börtönéből keresett sza-
badulást és kapcsolatot a világgal az onnan kiszorult r e n d k í v ü l i termékeny se g íí
elme . . . Ő - leszámítva apjához intézett leveleit - nem oszthatta meg senkivel
gondolatait, tudományos, elméleti gondjait, így lett egyetlen bizalmasa, meghall-
galója a türelmes papír" (£6], 10 old.).

A följegyzések nagy részén valóban meglátszik, hogy azokat a magány szül-
te, saját magának írta BOLYAI JÁNOS. Azt azonban nem állíthatjuk, hogy ennyivel
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megelégedett volna. Ezek csupán még nem kellően csiszolt, ideiglenesen le jegy-
zett gondolatok. Biztosan nem akarta, hogy nyom nélkül vesszen el az összehal-
mozott sok betű, vonal, képlet, gondolat. Bizony, szerette volna azokat megosz-
tani a nagy nyilvánossággal. Olvassuk csak az alábbi sorokat: bár is én itt
semmit se járok correct conceptus (rendszerező összefoglalón után, nyakra főre
sietve) a legderekabb és, a tanban, hatalmasabb eszmék, csak az elfeledés elleni
hirtelen papírra vetésre is idő kell. úgy. hogy alig győzöm ezt még mind eddig is.
Azonban közelít nzon határidő, mikor mái' elérve a kitűzőit célt, a meglévő anya-
got kezdem kireszelve, simítva, fényesftve (mi utóbbi azonban nem a szemnek,
csak a tanban jó) egy szóval kiművelve, tökélyesítve tisztára és kitelhető jól és
kellemesen olvashatókig ímf (800/I1'). Egy másik helyen: „Tanom lényegét há-
rom nyelven, magyarul, németül és latinul szándok/om kiadni" (743/3). Vagy az
algebrai egyenletek megoldhatóságát vizsgálva: egyenletek geber föloidási
módja ... hatalmamban lóvén, melyeket is ha a jelen vizsga jól vagy kedvezöleg
fogadtatik: közölni SzándokloK' (710/1)- BOLYAI nem fél a bírálattól sem. Ha a
m u n k á j a megjelenik, az olvasói így szólítja meg: „Máson lévén a sor szigorán
vizsgálni, s ha szükségesnek vagy helyesnek találja az Hiedelem határai között kí-
méletlenül és minden keménységgel és szigorral cáfolni: mire <i Tisztelt Olvasói
Ín illendölegmegkérem" (710/2). Biztosan közlésre szánt szöveg az is, amelynek
egyik mondata így hangzik: „Azért ideje már e kis ártatlan csinnek végei vélni s
a Tisztelt Olvasót fölvilágosfüini, többé zavarban nem hagyni" (868/1). Egy kis
cédulán (99611) így kezdi az egyelőre még nem létező kiadónak szánt utasításait:
„Jelen kéziraton] Kiadó-s Kinyomója figyeltetik arra. hogy az ebben vörös írón
- vagy pl&jbássz&l írott, tehát a jelen jegyzet is, mint csak a Kiadó .számára va-
ló, nem kinyomandó", íme egy - német szövegben eldugott - mondat: „Egyszer
minden! a Világ stilja szerint, a mellett saját Appendix/ s még több rövidségű
tökéletesebb síilomon kiadni" (1177/5). Egy helyen még azt is megjegyzi, hogy
munkáit almazöld papíron szeretné megjelentetni. Csak sajnálhat juk, hogy erre
sohasem került sor.

Többször éri BOLYAI JÁNOSI az a „vád", hogy miért hallgatott el az Appen-
dix megjelenése :'<án. Miért nem hozta nyilvánosságra későbbi fölfedezéseit?
Egyik oka ennek - SzÉNÁSSY BARNA szerint - az Appendix közönyös fogadta-
tása, a várt siker elmaradása és emiatt bekövetkezett kedveszegettség. De anyagi
okok is szerepel játszhattak, hisz mind az apa, m i n d a fiú saját költségén adta
ki írásait, tudományos elszigeteltségükben nem talá l tak erre más lehetőséget. A
kiadáshoz szükséges anyagi terheket pedig BOLYAI JÁNOS szerény nyugdí jából
nem vá l la lhat ta .

A fentiek szerint az első magyarázatot k i i g a z í t h a t j u k . Az Appendix siker-
telensége nem törte össze teljesen BOLYAI JÁNOSt. Művének kiadása után sem
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maradi létlen. Egy pillanatig sem kételkedett munkája értékében és bízott az idő
utólagos jóvátételében. 1844-ből származó saját vallomása szerint BOLYAI JÁ-
NOS leg inkább azért várt a publ iká lássa l , mert írásait nem sikerült még az általa
megkívánt tökéletes formába öntenie. így ír erről: ,.... azon rengetegnek, mely
már szándékozok a köz-jóra világ elébe adni. nemijeiéül annak, hogy koránt sem
aludtain el élelemét, s nem vagyok azon meg-vettetésret méltó, millyel némelyek
hát megélt illetnek. Csak az a fatális körülmény szúr, fúr most is, mi tanaim
kiadásútól eddig is rnincl el-tartott, hogy a ián míg TÖKÉL YES rendben, idom-
ban nincs, vagyis míg kijelelésc is nt-m tökélyes. Bármily tökélyesen tudja is az
ember mugu mind értésre, mind kije/élésre nézve, de ha 'dz olvasói is meg nem
bai'átkoztiittíi még a helyes nyelvvel, oly mint mikor egy darázsfészekbe nyúl <iz
em&CT"(44.V1").

Szándékában volt, hogy írásaivá! fölkeresi az általa ismert kél matematikai
folyóiratot is, a Crelle's Journal-t és a Grunert Archiv-ot. Papírjai közön fönn-
maradt két olyan lap, amelyeken azonnali feladatait jegyezte fel Teendők vagy
igazi tandóim 1851. nov 24-e óta, (414/1) és Teendőim 1856. augusztus l- tői
kezdve (459/1) címen. A „naponként reggel átnézendő' tennivalók között miu-
tán felsorolja a háztartásához tél i re szükséges holmikat (szekér fa, 25 jó gyer-
tya, paprádi(?) kötet papír, törökbiíza. aszú gyümölcs, véka dió stb.). megjegyzi,
hogy vissza k e l l kérnie apjától a leveleit. Legfontosabbnak tanai „rendbe s tisztá-
ba írását" tartja amelyekéi magyarul Budapestre (a Tudós Társulathoz), németül
és latinul Bécsbe („«i cs. k. tanos akadémiához**) akar küldeni. (Hasonló ter-
vekről már 1844-ben ín egyik levelében is olvashattunk az 1.2. paragrafusban
is.) De Götlingába, Berlinbe („ott a Creile-hcz és Grunert-hez") Párizsba, Rómá-
ba is szándékában van - jegyzete szerint - ezeket e lküldeni . Legfőbb müvéről
ezt írja: „... 5 az Appendixnek mint öntalálmányomnak megvédése vagy tiszta
magos fénybe helyezésére ama német archívum vagy tudományos gyűjteménybe
fölküldetni s mindeniket illő célszcriíleg eí-szétosztani a Földön".

A kézirat egyik mondata azt jelzi, hogy BOLYAI JÁNOS gondolatai közölt
1851-ben még egy, az Akadémiára benyújtandó pályázat lehetősége is f e l m e r ü l i :
„A bécsi s magyar akadémia jutalom kérdéseit s jutalom díjait megtudni s ha
célszerűnek s lehetőnek találom azokra megfelelni, eleget tenni..." (474/1).

A .Montucla által méltán dicsért' (741/1) L. MASCHEROM (1750-1800)
könyvének hálását érezzük a „teendők" következő mondatán: „egy cirkálom nyí-
kíasali föloldását űz egész EUKLID első könyvébeni föladatoknak". Saját magától
kérdezi, hogy vajon melyik az az egyenlete LEIBNIZnek, amelyet NEWTON nem,
de talán BERNOULLI JÁNOS megoldott?
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Még egy érdekes mondatfoszlány húzódik meg a sorok között: „egyelőre
őrnagyi rang s áílodaltni tanácsnok". Vajon mire gondolt BOLYAI, amikor ezeket
a szavakat papírra velette?

2.4. Utinam Gauss superstes esset!

Fajdalom, BOLYAI JÁNOS tipikus példája a szerencsétlen sorsú tudósnak. Éveit
keserű csalódások kísérték. Még kamasz, amikor csalódnia kellett eszményképé-
ben, GAUSSban, amién apja legmeghittebbnek vélt barátja nem fogadta őt házába.
Miután zseniá l i s geometriája nem kapta meg a ke l lő elismerést, öt év múlva egy
újubb rendkívüli mű megírására vállakozott, de a pályabírák a Responsiót sem ér-
tették meg, Ő megint csak a csalódással maradt. Még városa is, a legjobb esetben
közönnyel szemléli vívódásait. Tragédiának nevezhetjük életét, mert nagyszerű
felfedezéseit a maradi társadalom képtelen volt befogadni. A Témámén egyik
példánya az Appendixszel együtt a Magyar Tudományos Akadémia polcain po-
rosodott, de életében BOLYAI JÁNOSnak még a neve sem hagzott el ennek falai
között. A Teníamen köteleit BOLYAI FARKAS küldte el a Magyar Tudós Társaság
címére mindjárt a megjelenésük után. Az I. kötetet 1833 augusztusában küldte
meg, a II. kötet ajándékozását 1835. május !-jen jelenti a főtitkár [45. 110]. Ezek
a példányok ma is megtalálhatóak a MTA Könyvtárában ([12] az 542.012 könyv-
tári je lzet alatt). Mindkét kötetben az előzéklapon autográf írással ez olvasható:
„A m.t. társaságnak BOLYAI FARKAS mini szerző".

DÖBRENTEI GÁBOR titoknok, akihez a küldemények érkeztek, még augusztus
29-én válaszolt BOLYAI FARKASnak: „Könyvedet tehát nevedben a Társaságnak
október 1-so napján adom majd be . . . " . Figyelemre méltóak a levél következő
mondatai: „Rád nézve is egyenesen írtam midőn kívántam, hogy mathesisi mun-
kádat magyarul írd, mivel 3 vidéki rendes tagnak óhajtottalak majd 300 pengő
forinttal, ami mellett már ezután deák munkád miatt nem szólhatok; ujadra a
Kapitányra nézve is az a barátságos észrevételem van. hogy ha magyarul adja ki
munkáját lehel még he lybe l i tag itt 500 pengő forinttal, mely summa penziójához
egykor jól j á r u l n a ; lehet v idék i rendes tag 300 pengő forinttal".

DÖBRENTEI úgy vélte, hogy a l a t i n nyelvű Témámén miatt nem vetheti fel a
Tudós Társaságban BOLYAI FARKAS rendes tagságának ajánlását. 1835 szeptem-
berétől már nem DÖBRENTEI volt a Társaság titoknoka. Utóda nyi lván nem ismer-
te közelebbről BOLYAI FARKASt. A körülmények kedvezőtlen alakulása folytán
többé nem kerü l t sor a rendes tagsági ügyre [45, 7-8 old.].

Sajnos a reformkori Akadémia nem kis mértékben hibás, hogy Magyaror-
szágon a természettudományok terén nem alakulhatott ki olyan sze l lemi k l íma.
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mely alkalmas lett volna korszerű gondolatok befogadására. Az igazi tragédia
- írja VEKERDI LÁSZLÓ - a matematikában zajlott le, j óv átelie tétlen ül. A Mate-
matikai Osztály tagjai hatalmas buzgalommal, de hiányos szakmai hozzáértéssel
láttak hozzá tisztüknek, ítéleteik felületesek, s többnyire személyes kapcsolata-
ik által i rányítottak. Ez volt az oka annak, hogy tudós társaságunk eléggé szé-
gyenletesen bánt a két BOLYAI munkáival, így például VÁLLAS ANTAL a honi
matematikai irodalom áttekintésében (Tudománytár 1836) hosszan dicséri NAGY
KÁROLY ar i tmetiká ját , de felsorolásában csak megemlíti BOLYAI FARKAS reme-
kéi, Az artimetikíi elejét, sőt a Tenlamenl is, anélkül, hogy egyetlen elismerő
vagy akárcsak tárgyilagosan ismertető szót is vesztegetne rájuk.

A Matematikai Osztály rendes tagjai az Akadémia Könyvtárában meglévő
Tentamen-példányt (s annak „Függelékét") még csak meg sem nézték. Pedig
BOLYAI FARKAS főmíívének magyar nyelvű átdolgozását is felajánlotta: „hogy
diák halottja valaha salakjából megtisztulva magyarul támad fel". Valósággal
megdöbbentő, hogy a Témámén mennyire ismeretlen maradt. A Tudós Társaság
például 1844-ben a paralelák problémáját javasolta jutalomkérdésnek, holott a
Témámén és benne az Appendix egy példánya már 12 éve ott feküdt a Társaság
könyvtárában f i , 29 old.]. Nem kell túlságosan nagy képzelőerő ahhoz, hogy
belássuk, mit tehetett vo lna az Akadémia, ha még idejében s itthon kellő helyre
kerülhetett volna BOLYAI JÁNOS fölfedezése [124, 63-66 old.].

Mégis mennyi elismerés jutott élete folyamán BOLYAI JÁNOSNAK? Talán
GAUSS kétes értékű mondatai közül a következő: „Nagyon meglepett . . . és na-
gyon örvendek, hogy éppen régi barátom ha az, aki engem ilyen csodálatos mó-
don megelőzött" [101. 112-113 old.]. A levél többi sorai, sajnos, erősen tompítják
ezeket a szavakat.

Számos írásából úgy érezzük, hogy nem vágyódolt a külső dicsőségre
nem vágytam - írja önéletrajzában - az afféle, mások altul vadásztzitni szokott,
külső hiilhíitotkmsiígru..." (1086). Inkább megértésre, mint dicsőségre áhítozott.
A tudósnak az a fizetsége, ha fáradságos munkájával megtalálja az igazságot.
Azzal vigasztalta magát, hogy a feltalálás öröme vetekszik mindenféle elisme-
rés dicsőségével. Ugyanakkor minden sorából kiérződik, hogy ennek a beteg,
magányosságában megkeseredett embernek szigorú homiokráncai ugyancsak ki-
s imulnának az elismerés akármilyen parányi sugarától is [6, 42 old.].

Amikor abban reménykedik, hogy sikerül megtalálnia a prímszámok képle-
tét, apjának írt egyik levelének oldaljegyzetében így kiált fel: „Utinam GAUSS
supersces efisetf (Bárcsak GAUSS még élne!}. Erre és még sok más hasonlók
eléggé legtekintélyesebb méMnyolhatására nézve is" (800/1'') (4. ábra). Lehet-
e közömbösen olvasni BOLYAI JÁNOS kívánságát? Ki ne erezné ebből a néhány
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4. ábra (800/11')

szavas széljegyzetből BOLYAI titkos vágyát, hogy bárcsak GAUSS is tudomást
szerezne az ő fontos felfedezéséről'? Végül is mennyire sóvárgott az elismeré-
sért. S ezt egész éleiében leginkább GAL'SStől várta.

„BOLYAI JÁNOSI nem az elismerés kimaradása - írja SARLÓSRA ERNŐ -, ha-
nem a reátörő gondolatok árja sodorja ki társadalmából. Nem a barikádokon kell
keresni hozzá a mindent megmagyarázó tettet. A tizenkilencedik század nagy
magányosai szolgáltatják a kulcsot sorsához, azok a sóhajok, meíyek keseredet-
ten először adnak számot a kalandról, mely arra vár, ki az ideák ingoványába
téved" [95].

2.5. Matematikai természetű iratok
BENKÓ" SAMU, érthető módon, csak a nem matematikai természetű Bolyai-
iratokat tanulmányozta. Nem lévén szakember, a matematikai problémákat tartal-
mazó jegyzetekel nem is rendszerezhette. „ . . . a matematikai tárgyú iroinányo-
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kai - olvassuk 1.7, 360 old.] - pusztán külső ismérvek (papír, őrszavak) alapján
csoportosítottuk, i l letőleg leltároztuk és matematikatörténeti iskolázottság híján
szüntelenül elégedetlenkedtünk magunkkal, hogy alig hasznosíthatunk valamit a
szövegek k í n á l t a belső összefüggésekből."

Ezek az írások valóban ma is elég nagy Összevisszaságban találhatóak a kü-
lönböző dossziékban. Ezért sokszor egy megkezdett gondolat vagy ötlet foly-
tatását csak nagynehezen p i l l a n t h a t j u k meg, néha hetek, hónapok munkájának
eredményeképpen. Ha egyáltalán létezik valahol folytatás.

Sajnos a BOLYAI JÁNOS által készített jegyzetek nem maradlak fenn hiány-
talanul. Sok e lka l lódot t közülük. Tudomásunk van arról, hogy annak idején az
egyik k o l l é g i u m i tanár, SZABÓ SÁMUEL, azért, hogy az iratokat kényelmesebben
tanulmányozhassa, többet hazavitt közülük. A nála felejtődött lapokat fia csak jó-
val apja halála után találta meg. Vajon akkor hiányta lanul előkerültek a papírok?
Szerencsére a f iú, SZABÓ PÉTER az atyja hagyatékában talál t Bolyai-kéziratokat
megőrizte, feldolgozta s ezzel felbecsülhetetlen munkát végzett. Keletkezett az
iratokban nagyobb kár is. BOLYAI JÁNOS fékestvére. BOLYAI GERGELY (1826-
1890) sem Őrizte elég gonddal a birtokában lévőket. S a j n á l k o z v a olvassuk egyik.
1884-ben írt levelét: „. , . Jánosnak sok levele volt, mind megsemmisítettem.
Azokban igaz, hogy roppant sok malhematicum v o l t . . . " [45]. Lehetnek egyes
családok birtokában is BOLYAIíól származó kéziratok. Könnyen elképzelhető,
hogy a leglelkesebb Bolyai-kutató, SCHMIDT FERENC leszármazottadnak birtoká-
ban is vannak még Bolyai-iratok. Nem megalapozatlan az a feltevés, miszerint
STÁCKEL, mivel nem tudott huzamosabb ideig Marosvásárhelyen tartózkodni,
feldolgozás céljából több kéziratot magával vitt, amelyek aztán többé nem kerül-
tek vissza eredeti helyükre. De ez természetesen nem csak STÁCKELlel történhe-
tett meg [9, 14 old.]. Annak idején magunk is tapasztaltuk, hogy a Teleki-Bolyai
Könyvtárban őrzött kéziratok között nincs meg minden, ami PAUL STÁCKEL, il-
letőleg a neki (főleg magyar nyelvű szövegek fordításával) segédkező tudósok
kezén megfordul! - írja BENKŐ SAML: [7, 360 old.]. Valószínűleg sok kéziratos
anyag tűni e! a BOLYÁT FARKAS halálát követő napokban. A gyarló felügye-
let lehetővé tette egy-egy kötegnek a megsemmisítését. Csak valami effélével
magyarázhatjuk, hogy János több, apjához intézett levelén kívül teljességgel hi-
ányoznak az apa kézirati hagyatékából legbensőbb barátainak, BODOR PÁLnak,
JAKAB LAJOSnak, BŐD PÉTERnek a hozzá küldött leveiei is. Ezeknek kötegestől
kel lett e l tűnniök [20, 25 old.].

E könyv írója hosszasan kereste például azt a cédulát, amelyen STÁCKEL sze-
rint [106. 1:254 és 277 old.] BOLYAI összeállította az általa megoldhatónak vélt
problémákat, de minden fáradozása hiábavalónak bizonyult . Valószínűleg a vég-
leg megsemmisült íratok közé kerültek azok a jegyzetek is, amelyeken BOLYAI
JÁNOS „mzráti, finom álon . . . " (445/3") bebizonyította a klasszikus algebra alap-
lételét.
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2.6. Milyen nyelven írt Bolyai?

BOLYAI JÁNOS a kiadásra szánt munkái t , de saját magának lejegyzett gondolatait
is három nyelven írta le: magyarul, l a t i n u l és németü l (természetesen gót betűket
is használt). A Scientia Spatii l a t inu l jelent meg, de ismerjük a német Raumleh-
re változatát is. Lehetséges, hogy 1825-ben az apjának átadott példányt magyar
nyelven fogalmazta. Nem tudhatjuk. Kétségtelen viszont, hogy magyarul gondol-
ta ki. A Re.sponsiót és a komplex számokról készült több más dolgozatát l a t i n u l
írta. LOBACSEVSZKU művéhez fűzött Észrevételeit magyar nyelven örökíti meg.
A m i n t már fennebb lát tuk (2.3.§). munkáit is három nyelven, magyarul, németül
és latinul szerette volna kiadni (743/3).

A kéziratok jegyzetelése, másolása közben két, ezzel a kérdéskörre! kapcso-
latos, igen érdekes följegyzésre találtam. Ezeken a cédulákon BOLYAI JÁNOS azt
az elhatározását rögzíti, hogy a következő években anyanyelvén fog írni. „ma-
gam pedig e tárgyban - írja apja egyik levelére - nagyobbára 1842 óta (mikor,
addig mind németül írva) {égetőbb fordítottam történetesen figyelmemet n nia-
gyiirra s avval együtt u nyelvre komolyabban midőn íiz alapokat még fiatul ko-
romban megvetettem..." (1399/1). Ceruzával írt jegyzet a következő: végre
megláttam ;iz Atyúm I830-b;>n kijött Arithmetiku Elejét s abban betűinek s mű-
szavainak javítása s nyelvünk természetével megegyező újbóli teremtése iránt
lett kísérleteket: 1842 nyara óta némi apróbb tanulmányok után anyanyelvemre .s
<tnn;ik kitűnő derék tulajdonaira közelebbről kezdettem figyelmemet s ... azóta
helyesnek iniiáltum magamat legelőbb magyarul leendő kiadására tanom lénye-
gének" (1491/1). 1846 körül a következőképpen ír: „Én ... a magyar nemzetet
s nyelvet különösön szeretem, s éppen javát kívánom eszközölni mint az is bi-
zonyítja, hogy tanaimat magyarul írtam, s írom jelenít is" (1086/3).

Ezután a hagyatékban valóban megszaporodnak a magyar nyelvű írások.
Gondolhatnánk arra. hogy ilyenformán több irat keletkezésének időpontjára
könnyebben következtethetünk. Az idfírendiség kérdésében azonban ez a szem-
pont setn nyújt te l jes biztonságot, mivel elég gyakran bukkanunk német nyelvű
jegyzetekre az 1842-es év után is.

BOLYAI JÁNOS több idegen nyelvet ismert és megvolt benne az igény, hogy
újabbakat tanul jon meg. így val l erről: ,,/V.fí. ha csakugyan kivált mintán egy
néhány közelebbről érdekesebb nyölvvel némileg, meglehetősen ismeretes vagyok
(magyar, néniéi, latin, frank, olasz, román •), még más nyölvet akarok tanulni,
egyik különösen a sinnai (kínai} és japánt lenne ..." (845/8) és [6, 198 oíd.].
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2.7. Bolyai János jelrendszere

Megnehezíti a Bolyai-hagyaték számbavételét a BOLYAI JÁNOS által sok helyen
bevezetett, néhol eléggé nehézkes, új jelölés. Lehet, éppen ez a szokatlan szim-
bolika is egyik oka annak, hogy még mindig feldolgozatlan a hagyaték. Emellett
nem szorgalmazzák ezt a munkát az olyan kishitíí „biztatások" sem, amelyeket
például egyik matemat ikusunk tollából olvashatunk: .,... a Marosvásárhelyen
őrzőit Bolyai-hagyaték alapos átvizsgálásra, a kéziratok ismeri része is újabb át-
olvasásra érdemes - bár túlzoll reményeket táplálni nem helyes..." (MTA III.
Osztály Közleményei. 3 (1953), 291 old.). BOLYAI jelöléseinek megfejtése tü-
relmes, aprólékos munkát igényel. Néha csak nagyszámú oldal összehasonlítása
után ta lá l juk meg ezek n y i t j á t . Könyvünkben egy teljes fejezetet szentelünk a
feloldott sz imbólumok ismertetésére. Most csak néhányai mutatunk be ezekből,
csalóivá BOLYAI magyarázatait is, amelyekkel megokolja bevezetésüknek elő-
nyeit, ízelítőül íme néhány példa:

„Legyen több csín, föle? pedig a »d« betűnek áílandólugi el nem foglalása
s egyéb célmi máskénti hnszniilhaíásáért a szokott »d« helyett »í «, hogy rövi-
den szó/hassuk ... differenciál jel: mi jelentvénye e jelnek a »d«-hezi sok ha-
sonialjúnál fogva, bárki emlékébe azonnal könnyen benyomódhutik s előfordulás
alkalmával magát Önként faltolja.
i.v y az: mi y-nak x-re nézti diferentiálja" (\ 443/3).

„... idő. tenni s rézpor s fáradság kevesbitéséért s mocsokra kevesebb
alkalom-adásért »4 « helyett eb írok... " (1323/1).

A n u l l a jól ismert és általánosan használt „O" jelét sok helyen „száműzi"
BOLYAI, de nem teljesen.

„... jobb lenne bár is kissé fnradságosb, kényelmetlenebb »0«-t írni »O«
helyen..." írja az 1389/3 oldalon. (1844-ben még nem használja ezt a jelet
(7.2.§)) Ehhez a jelöléshez aztán bővebb megjegyzést, magyarázatot is fűz: „De
mennyit vesződtek eleink betűik tökélyesbitésével: láthatni Fogarasi Művelt ma-
gyar nyelvlíinjíi elején, hol in például csuk az »O«-t is, mint emlékszem 38(!)
féleképpen írták . . . ,? legegyszerűbbet mégis el nem tanaivá. Aki Fogarai lapját
látja jelen tökélye* betűink minden becs fölötti magas becsét... sokkal eleve-
nebben érzendf1 (597/7).

A „O" „becsületét" a kongruenciák elméletében áll ít ja helyre: „A GAUSS ál-
tíil használt a = b ( mód c) helyett nz »a = hOc« jelölés nemcsuk egyszerűbb, rö-
videbb, könnyebb, de n betűket és zárójeleket egyetlen »0«-ba tesszük össze"
( l 190/29). írja azt is, hogy azmOA =a egyszerű, kiváló és ésszerű (121/6", 7").

Az „O"-val az Appendixben is ta lá lkozunk. Az r sugarú kör abszolút geo-
metriai kerületét BOLYAI „Or"-rel j e l ö l i .
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A komplex számok írásánál általa igen kedvelt sz imbólumokat használ. Nála
a „ 4- b" jelenlése ib (i = v^I). „ * b"-é pedig —ib. Ezek szerint BOLYAI az
a + ib-t, illetve az a — ib-t így írta:

a 4- b,

illetve

Egy az 1850-es évek derekából származó írásán így ír ezekről: „Ezen
»-*•«, »* « jegyekkel már szinte egy fertály évszázad (1831 első fele) óta nagy
kényelem- és gyönyörre] élek és oly szép- vagy csinosak általában célszerű- és
tökélyeteknek találom és nagyon remélem és erősen hiszem, hogy meglátva az
egész math. Világ azonnal megkedvelve mohón elfogadja, hogy még a jövő éle-
tekben sem hiszem jobbnk legyenek" (800/3 és 3 V ) . Másutt ( 1348/1 1) így magya-
rázza a fenti jelek bevezetésének szükségességét: „Legyen nem csak rövidségért.
egyszerűbb, könnyübb s jobb ízlésén, hanem n tan metnphysikiíjn helyesbb föl-

fogásáért is •*- s «- (a becsei </—í}-nek (melyet GAUSS +í és —i-vel jegyez)"
Ezeket a szimbólumokat már megtaláljuk több, Olmützban készült jegyzeten:
egy 1830. március 10-én keltezett okmányon ( 1526/1), aztán az 1833. nov 14-én
készült jegyzeten (109/1). Az 1832. nov. 14, dátumú, eiég rendetlen papíron az

(a + bf*d = p + q -hoz

hasonló összefüggések olvashatóak (123/4").

Feltűnnek ezek a jelek két olyan le vél boríték ön is. amelyeket BOLYAI JÁNOS
részére címeztek Aradra. A kiterített borítékon a harmadfokú algebrai egyenlet
megoldásához kapcsolódó írásokban láthat juk a -*- és * jeleket. Az egyik bo-
rítékról az 1827. márc. 1 1 - i dátum olvasható le (1213/1-2"). De a 4- jel, a
+ 1 = -/̂ T magyarázattal még egy 1825-ös keltezésű lapon is felbukkan
(1546/1). Ez azt jelentheti, hogy BOLYAI 1831 előtt is használta ezeket a szim-
bólumokat .

Még megjegyezzük, hogy egy Lembergből 1831-ben írt levelén viszont
BOLYAI JÁNOS az a +/;/^I írásmódot választotta (92/1).

Végül álljon itt BOLYAI JÁNOSnak egy olyan javaslata, amelynek lényegét az
utókor gyakran alkalmazza: „Hogy a mathézis kedvéén több célszerű jegy legyen
s nagyobb számítások egymásnak megfelelő betűk által könnyebben, átnézhető! e g
vitessenek véghez: lehetne más nemzet betűjét például a német-, hellén-, sőt a
román-, maszka-, zsidó- s a többié! is hasonlókig, mint a magyaré!, kiművelni,
vagy tökélyesítni, sót a teljességért az ott hiányzó betűket is kipótolni" (44 1 / l ).
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A Bolyai-ládák

2.1. A kéziratos hagyaték sorsa

BOLYAI JÁNOS, a 31 éves korában nyugalmazott császári királyi kapitány első
nagy csalódása miatt kiábrándultán, megtörtén és betegen érkezett haza apjához
1833 nyarán, hogy életének utolsó 27 esztendejét gyermekkori álmodozásainak,
tervczgetéseinek színhelyén, Marosvásárhelyen és Domáldon töltse el.

Ezekről az évekről nemrég még ezt írta egyik „méltatója": életének második
fele haszontalanul, kényelmetlenül, anyagi gondok között vergődve telt el. Halá-
lakor nagyszámú kéziratot hagyott hátra, amelyeket nem lehetett értékesíteni.

Valószínű, hogy ezeket a mondatokat a tájékozatlanság szülte, de tény, hogy
BOLYAI JÁNOSnak. miután katonai pályafutását befejezte, valóban mostoha élet-
sors jutott. Napjait átszövi a megnemérté.s, a betegség és a szegénység. De nem
élt haszontalanul, hiába. Kényszerű nyugdíjaztatása után is sokat dolgozott. El-
készítette ugyan nagy munkáját, de „tüzes, gyors" szíve s elméje tovább forrt,
nem engedte nyugodni. Napesiig ül ezekben az években íróasztala melleit, hogy
fóliáns nagyságú papírjai! vagy sokszor apró papírszeletkéit teleírja a gondolatait
megörökítő betűkkel. Sok ezer oldalnyi kéziratot hagy örökül.

A m i k o r a hűséges gondozó. SzŐTS JÚLIA remegő kézzel leírta, hogy így
már nints mit tagadni, a Kapitány Úr nints többé . . . ". a marosvásárhelyi katonai
várparancsnok BOLYAI JÁNOS minden írását lefoglaltatta, utasítást adott, hogy
rakják azokat ládákba és vigyék be a várba. Meg kellett vizsgálni, hogy nincs-e
bennük va lami lyen katonai vonatkozású titok. Nem lehetett könnyű' dolga annak
a tisztnek, aki a nagy halom iratot átböngészte. Különös, de talán éppen ennek
az önkényes intézkedésnek köszönhető, hogy a kéziratok nem semmisültek meg.
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A ládák a későbbiek folyamán sok viszontagságon mentek át. Miután a vá-
sárhelyi várban folyó vizsgálat nem talált katonai titkokat a sűrűn teleírt lapok-
ban, átszáll ítotlák azokat a városi rendőrségre, egy fészerbe. Végül az ősi iskola,
a maros vásárhelyi Református Kollégium saját épületébe vitette a kéziratokat s
ezzel megmentene az utókornak.

A hagyaték s a BOLYAI-geometria történelének is egyik legjelentősebb dátu-
ma 1 867, amikor az Appendix megjelent francia nyelven G. J. HOÜEL bordeaux-
i egyetemi tanár fordításában [15]. Mintegy másfél évtizeden ál HOÜEL v o l t a
Bolyai-ügy legfáradhalallanabb harcosa. Ő pedig érdeklődő kérdéseire SCHMIDT
FERENCben talált rendkívül lelkes segítőtársai. SCHMIDT éppen HOÜEL kérésé-
re írta meg a két BOLYAI életrajzát és közölte a Grunert-féle Archívban [100].
Ez az értekezés ismertette először világnyelven a két BOLYAI életrajzi adatait.
Az Appendix francia fordítása a SCHMIDT által írott életrajzzal egybefűzve je lent
meg 1867-ben 1115].

A bordeaux-i kiadvány hatására itthon is felismerték a Bolyai-ügy jelentősé-
gét. HUNYADY JENŐ az Akadémia egyik ülésén tájékoztatta a tagokat arról, hogy
megjelent francia nyelven az Appendix és annak bevezetéseként a SCHMIDT FE-
RENC (1827-1901) által írott életrajz. Azt indítványozta, hogy az Akadémia kérje
kölcsön Marosvásárhelyről feldolgozás céljából a Bolyai-hagyatékot. Az Aka-
démia akkori főtitkára, ARANY JÁNOS 1868. június 15-én írt levelében kéri a
Kol lég ium Igazgatóságától a/, iratokat átvizsgálásra.

A hagyaték végül is 1869 decemberében érkezeti Pestre és f e l b o n t a t l a n u l
„letétetett" az Akadémia Levéltárába. Eleinte úgy tűnt, hogy a magyar matema-
tikusok megfeíed kéziek a ládákról- Két kül fö ld i tudós, B. BONCAMPAGNI (1821-
1894) és HOÜEL sürgetésére aztán az Akadémia 1871. október 16-i határozara
értelmében m e g a l a k u l t a Bolyai-kéziratok átvizsgálására hivatott négytagú bi-
zottság, amely azonnal megkezdte a munkát. A kézírásos hagyaték földolgozása
vontatottan haladt. Az Akadémia 1874. március 16-i ülése jegyzőkönyve sze-
rint „BOLYAI munkájának elkészülte bizonytalan, miután ez oly természetű, hogy
rögtönözni nem lehet és sokszor tetemes anyag feldolgozása után sincs közölhető
eredmény" [45, 14 old.].

A Bolyai-kéziratok átvizsgálása tehát nem vezeteti konkrét eredményre és
f e l h a s z n á l a t l a n maradt egészen 1894-ig. Ekkor érkezeit meg ugyanis az Aka-
démiához a maros vásárhelyi év. ref. kol légium igazgatóságának a Bolyai-
hagyatékot visszakérő, és az átvizsgálás eredményéről tájékoztatást váró levele.
A III. osztály határozata az alábbi volt:

„A szintén már hosszabb idő előtt beadott jelentések (KŐNIG GYULA és
SCHMIDT FERENC részéről) értelmében ezen iratokban kiadásra alkalmas anyag
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nem találtatván, az osztály részéről nem forog fenn nehézség aziránt, hogy ezen
iratok jogos birtokosuknak visszaadassanak" [45. 14 old.].

Ma tudjuk, hogy a jelentéseket nem előzte meg alapos kutatómunka. Már a
rákövetkező évtizedekben P. STACKEL több dolgozatban és nevezetes monográ-
fiájában megmutatta, hogy „ezen iratokban" van kiadásra alkalmas anyag. Most
pedig egy évszázaddal később úgy érezzük, hogy könyvünkben is rácáfolunk az
MTA III. (Math. és Term. tud.) osztályának 1894. évi határozatára.

Az iratok 1894-ben hiánytalanul visszakerültek eredeti tulajdonosukhoz. Ma
ezeket a marosvásárhelyi Teleki-Bolyai Könyvtár őrzi [18]. A Magyar Tudomá-
nyos Akadémia a maga Bolyai-gyűjteményét [12] a későbbi években alakította
ki.

Az elkövetkező esztendőkben aztán fokozatosan lendült előre a Bolyai-
kutatás. Ha nem is tartozik szorosan a kéziratok feldolgozásához, de említsük
meg, hogy évtizedekig húzódó, lassú előkészítés után végül 1897-ben KŐNIŰ
GYULA bemutathatta az Akadémia egyik ülésén a Tentamen második kiadásának
első kötetét. A második kötet nagysoká, 1904 végén je lent meg.

A magyar tudomány BOLYAI JÁNOSsal szemben csak 100 éve. 1897-ben tör-
lesztette régi adósságát. Ismét a lelkes SCHMIDT FERENC volt az, aki a nyomdai
munka anyagi terhét is vál lalva megjelenteti az Appendix-et magyarul (amikor
már van francia [15]. olasz, angoi [13], sőt japán kiadása is; Tokióban az an-
gol nyelvű [13] fordítást jelentelték meg 1894-ben). Ugyancsak ő szorgalmazta
a BOLYAI FARKAS és GAUSS közötti levelezésnek a kiadását. Évtizedekre terjedő
fáradozását 1899-ben siker koronázta: a levelezést tartalmazó szép kötet egyide-
jűleg két helyen (Budapesten és Lipcsében) is megjelent [101]. A kiadványt egy
fiatal matematikussal, PAUL STACKEL-lel készíttették elő.

PAUL STACKEL német egyetemi tanár áldozatos munkájának köszönhető,
hogy BOLYAI JÁNOS kéziratban maradt matematikai eredményei nagy része a
századforduió idején napvilágra került. STACKEL Marosvásárhelyre is ellátoga-
tott, hogy minél alaposabban tanulmányozhassa a BüLYAIak munkáját. Kutatá-
sainak eredményeit az értekezések egész sorában telte közzé. Kétkötetes könyve
[106] ma is az az alapmű, amely a kél BOLYAI életének és tevékenységének
legteljesebb képét adja. A STÁCKEL-könyv ma már nyilvánvalóan sok helyen ki-
egészíthető az újabb vizsgálatok eredményeivel. Munkánk következő részében
éppen ez a célunk. Szándékunk a STÁCKEL-HIŰ. de más BOLYAi-monográfiák
állal hangoztatott pontatlanságokat és tévedéseket átértékelni és helyreigazítani .

STACKEL komoly érdemeket szerzett a BoLYAI-iigyben. De a STACKEL-mű
létrejöttében a hazai magyar matematikusok is szerepet vállaltak. A magyar nyel-
vű szövegeket SCHMIDT FERENC. FEJÉR LIPÓT és mások ültették át németre, a
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könyv végén található hetvenoldalas „Jegyzetek" anyagát t'őleg RÉTHY MÓR.
KÜRSCHÁK JÓZSEF és SCHMFDT FERENC szolgáltatta [l 15].

2.2. Bolyai János följegyzései

Nem könnyű a Bolyai-kéziratokat olvasni, bár a már sárguló papírlapok tanul-
mányozása minden türelmes Bolyai-kutatónak igazi élményt, sok örömet szerez-
het. Ugyanakkor jogos egyes szerzők panasza a kézíratok kibetűzéséfiek nehéz-
ségei miatt. BOLYAI JÁNOS feljegyzései nem nyomtatásra kész dolgozatok, ha-
nem befejezetlen tervezetek számos hézaggal, ismétléssel, törléssé!, betoldások-
kal. BOLYAI írásaiban maga szerkesztette betűket használ, sokszor elég nehézkes
és szokatlan szimbolikájával k e l l megbirkóznunk- Új szavakat alkot. Nehéz stí-
lusa könnyen kedvét szegi a kevéssé szívós kutatónak. Mindezek rendkívül meg-
nehezítik és fárasztóvá teszik matematikai és más természetű fő [jegyzéseinek a
számbavételét. Maga is beismeri, hogy gyakran sok gyötrődéssel jár gondola-
tainak formába öntése. Találóan írja SZÉKELY JÁNOS „Bolyai hagyatéka" című
szonettkoszorújában:

„Százszor betoldta, százszor húzta át,
Míg izzadozván meglelte az utat."

BOLYAI JÁNOS följegyzéseit írva nem gondolt arra, hogy azok „tökélyeseJí"
legyenek, hiszen a maga számára írt, nem a nyilvánosságnak szánta azokat. A
legszívesebben nagyméretű szürkés vagy kékes színű fóliánsokra írt. Úgy t ű n i k ,
ezeket nem tudta m i n d i g megvásárolni s ha nem akadt más, minden keze ügyébe
került papírt felhasznált, hogy gondolatait lejegyezze: szétterített régi levélboríté-
kok, hivatalos okmányok, gyászjelentések, hirdetések, meghívók üresen maradt
széleit vagy hát lapja i t . Hagyatékában rengeteg dirib-darab papírra írt megnyir-
bált följegyzést ta lá lunk, így vall erről - MANDics GYÖRGY szavaival - BOLYAI
JÁNOS:

„ Apró
papírszeletkék fuvarozzák a keservesen
kigyöngyözött eszmét. Most már csak a nyelv
szép formáját k e l l megtalál jam.. ."

Sokszor nagy gondot okoz az iratok idörendfíscgének a megállapítása.
BOLYAI csak nagyon ritkán j e lö l i meg v a l a m e l y i k írása keletkezésének időpont-
ját- Még levele i t sem látta cl m i n d i g keltezéssel. Külön öröm a kutatónak, amikor
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egy kalendárium, sorsjegy hálán vagy iskolai értesítőn talál jegyzeteket, mert eze-
ken keltezés is olvasható s így ha nem is teljesen megbízhatóan, de eligazodhat
az írás keletkezésének időpontjára vonatkozóan. Sok színházi műsorlap hátolda-
lát teleírta BOLYAI. Ezek alapján egy hozzáértő szakember már-már megírhatná a
múlt századi Marosvásárhely színháztörténetét. Mindenesetre sok értékes adalé-
kot szolgáltatnak a marosvásárhelyi színházi élet eseményeinek számbavételéhez
(2. ábra). Felhasználta a Tentamen nyomtatült lapjait, saját régebbi jegyzetei!
(ezek közül löbb szinte palimpszeszt-szerü {olyan pergamen, amelyről az eredeti
írást eltávolították, s helyébe újat írtak)) s nem lehet meghatódás nélkül kéz-
be venni fia, BOLYAI DÉNES és leánya, BOLYAI AMÁLIA (Mali) megvomilkázott
írásgyakorlatára odavetett sorait (3. ábra).

2.3. Miért jegyzetelt Bolyai János?

BOLYAI JÁNOSnak Marosvásárhelyen a Teleki-Bolyai Könyvtárban mintegy
14000 oldalnyi (ebből 1000 oldal d iákkor i jegyzet) kéziratát őrzik. A kézira-
tokat nagy dossziékban találjuk, megszámozva, leltározva. Ebben a formában
való elrendezésüket ABAFÁY GUSZTÁV és BENKŐ SAMU végezte el 1 953 és 1 959
között. BENKŐ SAMU az, aki STÁCKEL után a legalaposabban áttanulmányozta
BOLYAI JÁNOS hagyatékának nem matematikai tárgyú kéziratait. A hosszú évek
munkájának eredménye - több részlettanulmány mellen - BOLYAI JÁNOS vallo-
másai című könyve [6], majd az Apa és fia tanulmánykötet [8]. írásainak nyomán
a lépelÖdő, küzdő, elmélkedő ember bontakozik ki előttünk. Könyveiben azt bi-
zonyítja, hogy a kéziratban maradt Üdvtanban ugyanaz a nagy összefüggések
felismerésére zseniál i s elme munkál , mint az Appendixben, csupán meglátásai
nem korlátozódnak szakterületére, hanem kiterjednek az élet és a társadalom ál-
talános vonatkozásaira is.

BENK.Ő SAMU a maros vásárhelyi kéziratok szétszóródott papírhalmazának
rendberakása és elemzése alapján emberként állít ja elénk a nagy matematikust .
BENKŐ úgy véli: „A magános ember vallomásai ezek. Előre eltervezett rend nél-
kül keletkezeti írások; papírra vetésükkel az egyedüllét börtönéből keresett sza-
badulást és kapcsolatot a világgal az onnan kiszorult r e n d k í v ü l i termékeny se g íí
elme . . . Ő - leszámítva apjához intézett leveleit - nem oszthatta meg senkivel
gondolatait, tudományos, elméleti gondjait, így lett egyetlen bizalmasa, meghall-
galója a türelmes papír" (£6], 10 old.).

A följegyzések nagy részén valóban meglátszik, hogy azokat a magány szül-
te, saját magának írta BOLYAI JÁNOS. Azt azonban nem állíthatjuk, hogy ennyivel
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megelégedett volna. Ezek csupán még nem kellően csiszolt, ideiglenesen le jegy-
zett gondolatok. Biztosan nem akarta, hogy nyom nélkül vesszen el az összehal-
mozott sok betű, vonal, képlet, gondolat. Bizony, szerette volna azokat megosz-
tani a nagy nyilvánossággal. Olvassuk csak az alábbi sorokat: bár is én itt
semmit se járok correct conceptus (rendszerező összefoglalón után, nyakra főre
sietve) a legderekabb és, a tanban, hatalmasabb eszmék, csak az elfeledés elleni
hirtelen papírra vetésre is idő kell. úgy. hogy alig győzöm ezt még mind eddig is.
Azonban közelít nzon határidő, mikor mái' elérve a kitűzőit célt, a meglévő anya-
got kezdem kireszelve, simítva, fényesftve (mi utóbbi azonban nem a szemnek,
csak a tanban jó) egy szóval kiművelve, tökélyesítve tisztára és kitelhető jól és
kellemesen olvashatókig ímf (800/I1'). Egy másik helyen: „Tanom lényegét há-
rom nyelven, magyarul, németül és latinul szándok/om kiadni" (743/3). Vagy az
algebrai egyenletek megoldhatóságát vizsgálva: egyenletek geber föloidási
módja ... hatalmamban lóvén, melyeket is ha a jelen vizsga jól vagy kedvezöleg
fogadtatik: közölni SzándokloK' (710/1)- BOLYAI nem fél a bírálattól sem. Ha a
m u n k á j a megjelenik, az olvasói így szólítja meg: „Máson lévén a sor szigorán
vizsgálni, s ha szükségesnek vagy helyesnek találja az Hiedelem határai között kí-
méletlenül és minden keménységgel és szigorral cáfolni: mire <i Tisztelt Olvasói
Ín illendölegmegkérem" (710/2). Biztosan közlésre szánt szöveg az is, amelynek
egyik mondata így hangzik: „Azért ideje már e kis ártatlan csinnek végei vélni s
a Tisztelt Olvasót fölvilágosfüini, többé zavarban nem hagyni" (868/1). Egy kis
cédulán (99611) így kezdi az egyelőre még nem létező kiadónak szánt utasításait:
„Jelen kéziraton] Kiadó-s Kinyomója figyeltetik arra. hogy az ebben vörös írón
- vagy pl&jbássz&l írott, tehát a jelen jegyzet is, mint csak a Kiadó .számára va-
ló, nem kinyomandó", íme egy - német szövegben eldugott - mondat: „Egyszer
minden! a Világ stilja szerint, a mellett saját Appendix/ s még több rövidségű
tökéletesebb síilomon kiadni" (1177/5). Egy helyen még azt is megjegyzi, hogy
munkáit almazöld papíron szeretné megjelentetni. Csak sajnálhat juk, hogy erre
sohasem került sor.

Többször éri BOLYAI JÁNOSI az a „vád", hogy miért hallgatott el az Appen-
dix megjelenése :'<án. Miért nem hozta nyilvánosságra későbbi fölfedezéseit?
Egyik oka ennek - SzÉNÁSSY BARNA szerint - az Appendix közönyös fogadta-
tása, a várt siker elmaradása és emiatt bekövetkezett kedveszegettség. De anyagi
okok is szerepel játszhattak, hisz mind az apa, m i n d a fiú saját költségén adta
ki írásait, tudományos elszigeteltségükben nem talá l tak erre más lehetőséget. A
kiadáshoz szükséges anyagi terheket pedig BOLYAI JÁNOS szerény nyugdí jából
nem vá l la lhat ta .

A fentiek szerint az első magyarázatot k i i g a z í t h a t j u k . Az Appendix siker-
telensége nem törte össze teljesen BOLYAI JÁNOSt. Művének kiadása után sem



2.3. MIÉRT JEGYZETELT BOLYAI JÁNOS? 53

maradi létlen. Egy pillanatig sem kételkedett munkája értékében és bízott az idő
utólagos jóvátételében. 1844-ből származó saját vallomása szerint BOLYAI JÁ-
NOS leg inkább azért várt a publ iká lássa l , mert írásait nem sikerült még az általa
megkívánt tökéletes formába öntenie. így ír erről: ,.... azon rengetegnek, mely
már szándékozok a köz-jóra világ elébe adni. nemijeiéül annak, hogy koránt sem
aludtain el élelemét, s nem vagyok azon meg-vettetésret méltó, millyel némelyek
hát megélt illetnek. Csak az a fatális körülmény szúr, fúr most is, mi tanaim
kiadásútól eddig is rnincl el-tartott, hogy a ián míg TÖKÉL YES rendben, idom-
ban nincs, vagyis míg kijelelésc is nt-m tökélyes. Bármily tökélyesen tudja is az
ember mugu mind értésre, mind kije/élésre nézve, de ha 'dz olvasói is meg nem
bai'átkoztiittíi még a helyes nyelvvel, oly mint mikor egy darázsfészekbe nyúl <iz
em&CT"(44.V1").

Szándékában volt, hogy írásaivá! fölkeresi az általa ismert kél matematikai
folyóiratot is, a Crelle's Journal-t és a Grunert Archiv-ot. Papírjai közön fönn-
maradt két olyan lap, amelyeken azonnali feladatait jegyezte fel Teendők vagy
igazi tandóim 1851. nov 24-e óta, (414/1) és Teendőim 1856. augusztus l- tői
kezdve (459/1) címen. A „naponként reggel átnézendő' tennivalók között miu-
tán felsorolja a háztartásához tél i re szükséges holmikat (szekér fa, 25 jó gyer-
tya, paprádi(?) kötet papír, törökbiíza. aszú gyümölcs, véka dió stb.). megjegyzi,
hogy vissza k e l l kérnie apjától a leveleit. Legfontosabbnak tanai „rendbe s tisztá-
ba írását" tartja amelyekéi magyarul Budapestre (a Tudós Társulathoz), németül
és latinul Bécsbe („«i cs. k. tanos akadémiához**) akar küldeni. (Hasonló ter-
vekről már 1844-ben ín egyik levelében is olvashattunk az 1.2. paragrafusban
is.) De Götlingába, Berlinbe („ott a Creile-hcz és Grunert-hez") Párizsba, Rómá-
ba is szándékában van - jegyzete szerint - ezeket e lküldeni . Legfőbb müvéről
ezt írja: „... 5 az Appendixnek mint öntalálmányomnak megvédése vagy tiszta
magos fénybe helyezésére ama német archívum vagy tudományos gyűjteménybe
fölküldetni s mindeniket illő célszcriíleg eí-szétosztani a Földön".

A kézirat egyik mondata azt jelzi, hogy BOLYAI JÁNOS gondolatai közölt
1851-ben még egy, az Akadémiára benyújtandó pályázat lehetősége is f e l m e r ü l i :
„A bécsi s magyar akadémia jutalom kérdéseit s jutalom díjait megtudni s ha
célszerűnek s lehetőnek találom azokra megfelelni, eleget tenni..." (474/1).

A .Montucla által méltán dicsért' (741/1) L. MASCHEROM (1750-1800)
könyvének hálását érezzük a „teendők" következő mondatán: „egy cirkálom nyí-
kíasali föloldását űz egész EUKLID első könyvébeni föladatoknak". Saját magától
kérdezi, hogy vajon melyik az az egyenlete LEIBNIZnek, amelyet NEWTON nem,
de talán BERNOULLI JÁNOS megoldott?
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Még egy érdekes mondatfoszlány húzódik meg a sorok között: „egyelőre
őrnagyi rang s áílodaltni tanácsnok". Vajon mire gondolt BOLYAI, amikor ezeket
a szavakat papírra velette?

2.4. Utinam Gauss superstes esset!

Fajdalom, BOLYAI JÁNOS tipikus példája a szerencsétlen sorsú tudósnak. Éveit
keserű csalódások kísérték. Még kamasz, amikor csalódnia kellett eszményképé-
ben, GAUSSban, amién apja legmeghittebbnek vélt barátja nem fogadta őt házába.
Miután zseniá l i s geometriája nem kapta meg a ke l lő elismerést, öt év múlva egy
újubb rendkívüli mű megírására vállakozott, de a pályabírák a Responsiót sem ér-
tették meg, Ő megint csak a csalódással maradt. Még városa is, a legjobb esetben
közönnyel szemléli vívódásait. Tragédiának nevezhetjük életét, mert nagyszerű
felfedezéseit a maradi társadalom képtelen volt befogadni. A Témámén egyik
példánya az Appendixszel együtt a Magyar Tudományos Akadémia polcain po-
rosodott, de életében BOLYAI JÁNOSnak még a neve sem hagzott el ennek falai
között. A Teníamen köteleit BOLYAI FARKAS küldte el a Magyar Tudós Társaság
címére mindjárt a megjelenésük után. Az I. kötetet 1833 augusztusában küldte
meg, a II. kötet ajándékozását 1835. május !-jen jelenti a főtitkár [45. 110]. Ezek
a példányok ma is megtalálhatóak a MTA Könyvtárában ([12] az 542.012 könyv-
tári je lzet alatt). Mindkét kötetben az előzéklapon autográf írással ez olvasható:
„A m.t. társaságnak BOLYAI FARKAS mini szerző".

DÖBRENTEI GÁBOR titoknok, akihez a küldemények érkeztek, még augusztus
29-én válaszolt BOLYAI FARKASnak: „Könyvedet tehát nevedben a Társaságnak
október 1-so napján adom majd be . . . " . Figyelemre méltóak a levél következő
mondatai: „Rád nézve is egyenesen írtam midőn kívántam, hogy mathesisi mun-
kádat magyarul írd, mivel 3 vidéki rendes tagnak óhajtottalak majd 300 pengő
forinttal, ami mellett már ezután deák munkád miatt nem szólhatok; ujadra a
Kapitányra nézve is az a barátságos észrevételem van. hogy ha magyarul adja ki
munkáját lehel még he lybe l i tag itt 500 pengő forinttal, mely summa penziójához
egykor jól j á r u l n a ; lehet v idék i rendes tag 300 pengő forinttal".

DÖBRENTEI úgy vélte, hogy a l a t i n nyelvű Témámén miatt nem vetheti fel a
Tudós Társaságban BOLYAI FARKAS rendes tagságának ajánlását. 1835 szeptem-
berétől már nem DÖBRENTEI volt a Társaság titoknoka. Utóda nyi lván nem ismer-
te közelebbről BOLYAI FARKASt. A körülmények kedvezőtlen alakulása folytán
többé nem kerü l t sor a rendes tagsági ügyre [45, 7-8 old.].

Sajnos a reformkori Akadémia nem kis mértékben hibás, hogy Magyaror-
szágon a természettudományok terén nem alakulhatott ki olyan sze l lemi k l íma.
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mely alkalmas lett volna korszerű gondolatok befogadására. Az igazi tragédia
- írja VEKERDI LÁSZLÓ - a matematikában zajlott le, j óv átelie tétlen ül. A Mate-
matikai Osztály tagjai hatalmas buzgalommal, de hiányos szakmai hozzáértéssel
láttak hozzá tisztüknek, ítéleteik felületesek, s többnyire személyes kapcsolata-
ik által i rányítottak. Ez volt az oka annak, hogy tudós társaságunk eléggé szé-
gyenletesen bánt a két BOLYAI munkáival, így például VÁLLAS ANTAL a honi
matematikai irodalom áttekintésében (Tudománytár 1836) hosszan dicséri NAGY
KÁROLY ar i tmetiká ját , de felsorolásában csak megemlíti BOLYAI FARKAS reme-
kéi, Az artimetikíi elejét, sőt a Tenlamenl is, anélkül, hogy egyetlen elismerő
vagy akárcsak tárgyilagosan ismertető szót is vesztegetne rájuk.

A Matematikai Osztály rendes tagjai az Akadémia Könyvtárában meglévő
Tentamen-példányt (s annak „Függelékét") még csak meg sem nézték. Pedig
BOLYAI FARKAS főmíívének magyar nyelvű átdolgozását is felajánlotta: „hogy
diák halottja valaha salakjából megtisztulva magyarul támad fel". Valósággal
megdöbbentő, hogy a Témámén mennyire ismeretlen maradt. A Tudós Társaság
például 1844-ben a paralelák problémáját javasolta jutalomkérdésnek, holott a
Témámén és benne az Appendix egy példánya már 12 éve ott feküdt a Társaság
könyvtárában f i , 29 old.]. Nem kell túlságosan nagy képzelőerő ahhoz, hogy
belássuk, mit tehetett vo lna az Akadémia, ha még idejében s itthon kellő helyre
kerülhetett volna BOLYAI JÁNOS fölfedezése [124, 63-66 old.].

Mégis mennyi elismerés jutott élete folyamán BOLYAI JÁNOSNAK? Talán
GAUSS kétes értékű mondatai közül a következő: „Nagyon meglepett . . . és na-
gyon örvendek, hogy éppen régi barátom ha az, aki engem ilyen csodálatos mó-
don megelőzött" [101. 112-113 old.]. A levél többi sorai, sajnos, erősen tompítják
ezeket a szavakat.

Számos írásából úgy érezzük, hogy nem vágyódolt a külső dicsőségre
nem vágytam - írja önéletrajzában - az afféle, mások altul vadásztzitni szokott,
külső hiilhíitotkmsiígru..." (1086). Inkább megértésre, mint dicsőségre áhítozott.
A tudósnak az a fizetsége, ha fáradságos munkájával megtalálja az igazságot.
Azzal vigasztalta magát, hogy a feltalálás öröme vetekszik mindenféle elisme-
rés dicsőségével. Ugyanakkor minden sorából kiérződik, hogy ennek a beteg,
magányosságában megkeseredett embernek szigorú homiokráncai ugyancsak ki-
s imulnának az elismerés akármilyen parányi sugarától is [6, 42 old.].

Amikor abban reménykedik, hogy sikerül megtalálnia a prímszámok képle-
tét, apjának írt egyik levelének oldaljegyzetében így kiált fel: „Utinam GAUSS
supersces efisetf (Bárcsak GAUSS még élne!}. Erre és még sok más hasonlók
eléggé legtekintélyesebb méMnyolhatására nézve is" (800/1'') (4. ábra). Lehet-
e közömbösen olvasni BOLYAI JÁNOS kívánságát? Ki ne erezné ebből a néhány
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szavas széljegyzetből BOLYAI titkos vágyát, hogy bárcsak GAUSS is tudomást
szerezne az ő fontos felfedezéséről'? Végül is mennyire sóvárgott az elismeré-
sért. S ezt egész éleiében leginkább GAL'SStől várta.

„BOLYAI JÁNOSI nem az elismerés kimaradása - írja SARLÓSRA ERNŐ -, ha-
nem a reátörő gondolatok árja sodorja ki társadalmából. Nem a barikádokon kell
keresni hozzá a mindent megmagyarázó tettet. A tizenkilencedik század nagy
magányosai szolgáltatják a kulcsot sorsához, azok a sóhajok, meíyek keseredet-
ten először adnak számot a kalandról, mely arra vár, ki az ideák ingoványába
téved" [95].

2.5. Matematikai természetű iratok
BENKÓ" SAMU, érthető módon, csak a nem matematikai természetű Bolyai-
iratokat tanulmányozta. Nem lévén szakember, a matematikai problémákat tartal-
mazó jegyzetekel nem is rendszerezhette. „ . . . a matematikai tárgyú iroinányo-
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kai - olvassuk 1.7, 360 old.] - pusztán külső ismérvek (papír, őrszavak) alapján
csoportosítottuk, i l letőleg leltároztuk és matematikatörténeti iskolázottság híján
szüntelenül elégedetlenkedtünk magunkkal, hogy alig hasznosíthatunk valamit a
szövegek k í n á l t a belső összefüggésekből."

Ezek az írások valóban ma is elég nagy Összevisszaságban találhatóak a kü-
lönböző dossziékban. Ezért sokszor egy megkezdett gondolat vagy ötlet foly-
tatását csak nagynehezen p i l l a n t h a t j u k meg, néha hetek, hónapok munkájának
eredményeképpen. Ha egyáltalán létezik valahol folytatás.

Sajnos a BOLYAI JÁNOS által készített jegyzetek nem maradlak fenn hiány-
talanul. Sok e lka l lódot t közülük. Tudomásunk van arról, hogy annak idején az
egyik k o l l é g i u m i tanár, SZABÓ SÁMUEL, azért, hogy az iratokat kényelmesebben
tanulmányozhassa, többet hazavitt közülük. A nála felejtődött lapokat fia csak jó-
val apja halála után találta meg. Vajon akkor hiányta lanul előkerültek a papírok?
Szerencsére a f iú, SZABÓ PÉTER az atyja hagyatékában talál t Bolyai-kéziratokat
megőrizte, feldolgozta s ezzel felbecsülhetetlen munkát végzett. Keletkezett az
iratokban nagyobb kár is. BOLYAI JÁNOS fékestvére. BOLYAI GERGELY (1826-
1890) sem Őrizte elég gonddal a birtokában lévőket. S a j n á l k o z v a olvassuk egyik.
1884-ben írt levelét: „. , . Jánosnak sok levele volt, mind megsemmisítettem.
Azokban igaz, hogy roppant sok malhematicum v o l t . . . " [45]. Lehetnek egyes
családok birtokában is BOLYAIíól származó kéziratok. Könnyen elképzelhető,
hogy a leglelkesebb Bolyai-kutató, SCHMIDT FERENC leszármazottadnak birtoká-
ban is vannak még Bolyai-iratok. Nem megalapozatlan az a feltevés, miszerint
STÁCKEL, mivel nem tudott huzamosabb ideig Marosvásárhelyen tartózkodni,
feldolgozás céljából több kéziratot magával vitt, amelyek aztán többé nem kerül-
tek vissza eredeti helyükre. De ez természetesen nem csak STÁCKELlel történhe-
tett meg [9, 14 old.]. Annak idején magunk is tapasztaltuk, hogy a Teleki-Bolyai
Könyvtárban őrzött kéziratok között nincs meg minden, ami PAUL STÁCKEL, il-
letőleg a neki (főleg magyar nyelvű szövegek fordításával) segédkező tudósok
kezén megfordul! - írja BENKŐ SAML: [7, 360 old.]. Valószínűleg sok kéziratos
anyag tűni e! a BOLYÁT FARKAS halálát követő napokban. A gyarló felügye-
let lehetővé tette egy-egy kötegnek a megsemmisítését. Csak valami effélével
magyarázhatjuk, hogy János több, apjához intézett levelén kívül teljességgel hi-
ányoznak az apa kézirati hagyatékából legbensőbb barátainak, BODOR PÁLnak,
JAKAB LAJOSnak, BŐD PÉTERnek a hozzá küldött leveiei is. Ezeknek kötegestől
kel lett e l tűnniök [20, 25 old.].

E könyv írója hosszasan kereste például azt a cédulát, amelyen STÁCKEL sze-
rint [106. 1:254 és 277 old.] BOLYAI összeállította az általa megoldhatónak vélt
problémákat, de minden fáradozása hiábavalónak bizonyult . Valószínűleg a vég-
leg megsemmisült íratok közé kerültek azok a jegyzetek is, amelyeken BOLYAI
JÁNOS „mzráti, finom álon . . . " (445/3") bebizonyította a klasszikus algebra alap-
lételét.
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2.6. Milyen nyelven írt Bolyai?

BOLYAI JÁNOS a kiadásra szánt munkái t , de saját magának lejegyzett gondolatait
is három nyelven írta le: magyarul, l a t i n u l és németü l (természetesen gót betűket
is használt). A Scientia Spatii l a t inu l jelent meg, de ismerjük a német Raumleh-
re változatát is. Lehetséges, hogy 1825-ben az apjának átadott példányt magyar
nyelven fogalmazta. Nem tudhatjuk. Kétségtelen viszont, hogy magyarul gondol-
ta ki. A Re.sponsiót és a komplex számokról készült több más dolgozatát l a t i n u l
írta. LOBACSEVSZKU művéhez fűzött Észrevételeit magyar nyelven örökíti meg.
A m i n t már fennebb lát tuk (2.3.§). munkáit is három nyelven, magyarul, németül
és latinul szerette volna kiadni (743/3).

A kéziratok jegyzetelése, másolása közben két, ezzel a kérdéskörre! kapcso-
latos, igen érdekes följegyzésre találtam. Ezeken a cédulákon BOLYAI JÁNOS azt
az elhatározását rögzíti, hogy a következő években anyanyelvén fog írni. „ma-
gam pedig e tárgyban - írja apja egyik levelére - nagyobbára 1842 óta (mikor,
addig mind németül írva) {égetőbb fordítottam történetesen figyelmemet n nia-
gyiirra s avval együtt u nyelvre komolyabban midőn íiz alapokat még fiatul ko-
romban megvetettem..." (1399/1). Ceruzával írt jegyzet a következő: végre
megláttam ;iz Atyúm I830-b;>n kijött Arithmetiku Elejét s abban betűinek s mű-
szavainak javítása s nyelvünk természetével megegyező újbóli teremtése iránt
lett kísérleteket: 1842 nyara óta némi apróbb tanulmányok után anyanyelvemre .s
<tnn;ik kitűnő derék tulajdonaira közelebbről kezdettem figyelmemet s ... azóta
helyesnek iniiáltum magamat legelőbb magyarul leendő kiadására tanom lénye-
gének" (1491/1). 1846 körül a következőképpen ír: „Én ... a magyar nemzetet
s nyelvet különösön szeretem, s éppen javát kívánom eszközölni mint az is bi-
zonyítja, hogy tanaimat magyarul írtam, s írom jelenít is" (1086/3).

Ezután a hagyatékban valóban megszaporodnak a magyar nyelvű írások.
Gondolhatnánk arra. hogy ilyenformán több irat keletkezésének időpontjára
könnyebben következtethetünk. Az idfírendiség kérdésében azonban ez a szem-
pont setn nyújt te l jes biztonságot, mivel elég gyakran bukkanunk német nyelvű
jegyzetekre az 1842-es év után is.

BOLYAI JÁNOS több idegen nyelvet ismert és megvolt benne az igény, hogy
újabbakat tanul jon meg. így val l erről: ,,/V.fí. ha csakugyan kivált mintán egy
néhány közelebbről érdekesebb nyölvvel némileg, meglehetősen ismeretes vagyok
(magyar, néniéi, latin, frank, olasz, román •), még más nyölvet akarok tanulni,
egyik különösen a sinnai (kínai} és japánt lenne ..." (845/8) és [6, 198 oíd.].
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2.7. Bolyai János jelrendszere

Megnehezíti a Bolyai-hagyaték számbavételét a BOLYAI JÁNOS által sok helyen
bevezetett, néhol eléggé nehézkes, új jelölés. Lehet, éppen ez a szokatlan szim-
bolika is egyik oka annak, hogy még mindig feldolgozatlan a hagyaték. Emellett
nem szorgalmazzák ezt a munkát az olyan kishitíí „biztatások" sem, amelyeket
például egyik matemat ikusunk tollából olvashatunk: .,... a Marosvásárhelyen
őrzőit Bolyai-hagyaték alapos átvizsgálásra, a kéziratok ismeri része is újabb át-
olvasásra érdemes - bár túlzoll reményeket táplálni nem helyes..." (MTA III.
Osztály Közleményei. 3 (1953), 291 old.). BOLYAI jelöléseinek megfejtése tü-
relmes, aprólékos munkát igényel. Néha csak nagyszámú oldal összehasonlítása
után ta lá l juk meg ezek n y i t j á t . Könyvünkben egy teljes fejezetet szentelünk a
feloldott sz imbólumok ismertetésére. Most csak néhányai mutatunk be ezekből,
csalóivá BOLYAI magyarázatait is, amelyekkel megokolja bevezetésüknek elő-
nyeit, ízelítőül íme néhány példa:

„Legyen több csín, föle? pedig a »d« betűnek áílandólugi el nem foglalása
s egyéb célmi máskénti hnszniilhaíásáért a szokott »d« helyett »í «, hogy rövi-
den szó/hassuk ... differenciál jel: mi jelentvénye e jelnek a »d«-hezi sok ha-
sonialjúnál fogva, bárki emlékébe azonnal könnyen benyomódhutik s előfordulás
alkalmával magát Önként faltolja.
i.v y az: mi y-nak x-re nézti diferentiálja" (\ 443/3).

„... idő. tenni s rézpor s fáradság kevesbitéséért s mocsokra kevesebb
alkalom-adásért »4 « helyett eb írok... " (1323/1).

A n u l l a jól ismert és általánosan használt „O" jelét sok helyen „száműzi"
BOLYAI, de nem teljesen.

„... jobb lenne bár is kissé fnradságosb, kényelmetlenebb »0«-t írni »O«
helyen..." írja az 1389/3 oldalon. (1844-ben még nem használja ezt a jelet
(7.2.§)) Ehhez a jelöléshez aztán bővebb megjegyzést, magyarázatot is fűz: „De
mennyit vesződtek eleink betűik tökélyesbitésével: láthatni Fogarasi Művelt ma-
gyar nyelvlíinjíi elején, hol in például csuk az »O«-t is, mint emlékszem 38(!)
féleképpen írták . . . ,? legegyszerűbbet mégis el nem tanaivá. Aki Fogarai lapját
látja jelen tökélye* betűink minden becs fölötti magas becsét... sokkal eleve-
nebben érzendf1 (597/7).

A „O" „becsületét" a kongruenciák elméletében áll ít ja helyre: „A GAUSS ál-
tíil használt a = b ( mód c) helyett nz »a = hOc« jelölés nemcsuk egyszerűbb, rö-
videbb, könnyebb, de n betűket és zárójeleket egyetlen »0«-ba tesszük össze"
( l 190/29). írja azt is, hogy azmOA =a egyszerű, kiváló és ésszerű (121/6", 7").

Az „O"-val az Appendixben is ta lá lkozunk. Az r sugarú kör abszolút geo-
metriai kerületét BOLYAI „Or"-rel j e l ö l i .
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A komplex számok írásánál általa igen kedvelt sz imbólumokat használ. Nála
a „ 4- b" jelenlése ib (i = v^I). „ * b"-é pedig —ib. Ezek szerint BOLYAI az
a + ib-t, illetve az a — ib-t így írta:

a 4- b,

illetve

Egy az 1850-es évek derekából származó írásán így ír ezekről: „Ezen
»-*•«, »* « jegyekkel már szinte egy fertály évszázad (1831 első fele) óta nagy
kényelem- és gyönyörre] élek és oly szép- vagy csinosak általában célszerű- és
tökélyeteknek találom és nagyon remélem és erősen hiszem, hogy meglátva az
egész math. Világ azonnal megkedvelve mohón elfogadja, hogy még a jövő éle-
tekben sem hiszem jobbnk legyenek" (800/3 és 3 V ) . Másutt ( 1348/1 1) így magya-
rázza a fenti jelek bevezetésének szükségességét: „Legyen nem csak rövidségért.
egyszerűbb, könnyübb s jobb ízlésén, hanem n tan metnphysikiíjn helyesbb föl-

fogásáért is •*- s «- (a becsei </—í}-nek (melyet GAUSS +í és —i-vel jegyez)"
Ezeket a szimbólumokat már megtaláljuk több, Olmützban készült jegyzeten:
egy 1830. március 10-én keltezett okmányon ( 1526/1), aztán az 1833. nov 14-én
készült jegyzeten (109/1). Az 1832. nov. 14, dátumú, eiég rendetlen papíron az

(a + bf*d = p + q -hoz

hasonló összefüggések olvashatóak (123/4").

Feltűnnek ezek a jelek két olyan le vél boríték ön is. amelyeket BOLYAI JÁNOS
részére címeztek Aradra. A kiterített borítékon a harmadfokú algebrai egyenlet
megoldásához kapcsolódó írásokban láthat juk a -*- és * jeleket. Az egyik bo-
rítékról az 1827. márc. 1 1 - i dátum olvasható le (1213/1-2"). De a 4- jel, a
+ 1 = -/̂ T magyarázattal még egy 1825-ös keltezésű lapon is felbukkan
(1546/1). Ez azt jelentheti, hogy BOLYAI 1831 előtt is használta ezeket a szim-
bólumokat .

Még megjegyezzük, hogy egy Lembergből 1831-ben írt levelén viszont
BOLYAI JÁNOS az a +/;/^I írásmódot választotta (92/1).

Végül álljon itt BOLYAI JÁNOSnak egy olyan javaslata, amelynek lényegét az
utókor gyakran alkalmazza: „Hogy a mathézis kedvéén több célszerű jegy legyen
s nagyobb számítások egymásnak megfelelő betűk által könnyebben, átnézhető! e g
vitessenek véghez: lehetne más nemzet betűjét például a német-, hellén-, sőt a
román-, maszka-, zsidó- s a többié! is hasonlókig, mint a magyaré!, kiművelni,
vagy tökélyesítni, sót a teljességért az ott hiányzó betűket is kipótolni" (44 1 / l ).



Bolyai János matematikai olvasmányai

3.1. Bolyai matematikai műveltsége

Életrajzíróinak egyöntetű véleménye szerint BOLYAI JÁNOS matematikai képzett-
sége a korabeli matematikai ismeretek tekintetében vázlatos volt. A bécsi Aka-
démián az úti. felsőbb matematikából - az Akadémia katonai célkitűzései miatt
- csak igen keveset tanult. Domáldi, majd marosvásárhelyi évei alatt igencsak
szííkében volt a tudományos segédeszközöknek. A szakkönyvek, az akkor nyu-
gaton és keleten is már létező és színvonalas matematikai folyóiratok, az állandó
serkentő tudományos környezet hiánya bénílólag hatottak erőfeszítéseire. Elszi-
getelt, magányos tudós vo l t .

Próbáljuk meg az alábbiakban aprólékosabban megvizsgálni ezt a kérdést és
az eddig ismeretlen dokumentumokat figyelembe véve feltérképezni BOLYAI JÁ-
NOS ismeretanyagát. Á l l j u n k meg az újabban feltárt írások, egy-egy hosszabb
szövegben megbúvó nyilatkozatok olvasása közben s kíséreljük meg azok lénye-
gét jobban megértve vitába szállni az elmarasztaló véleményekkel. Hátha nem
o l y a n sötét a kép!

Való igaz, hogy korának sok matematikai felfedezése nem jutott el hozzá.
Bár kortársa N. Annuiek és E. GALOlSnak (1811-1832), munkásságukról mit
sem tudott. Pedig ismerhette volna azokat, ha kezébe kerülnek a ber l in i „Crelle's
Journal" 1826-os és a párizsi Journal de malhématique 1846-os számai. A m i m
tudjuk, a német folyóiratban je lent meg ÁBEL hibátlan bizonyítása a négynél ma-
gasabb fokú egyenletek algebrai megoldhatatlanságáról, GALOIS írásait pedig J.
LlOUViLLE (1809-1882) még BOLYAI JÁNOS életében közzéteszi a francia lap-
ban. Nem értesül A. CAUCHY (1789-1857) komplex függvénytani vizsgálatáról.
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sem B. RlEMANN munkásságáról. Jegyzeteiben sehol sem említi például másik
két kortársa, G. EISENSTEIN (1823-1852) és L. DIRICHLET (1805-1859) nevét.
Még GAUSS munkásságának eredményeit is csak kis részben ismerte, így például
GAUSS fe lülete lmélet i kutatásairól a Disquisitioncs gencralcs eirca superficies
curvas (1827) című művéről - élete végéig sem szerzett tudomást. Nem olvas-
ta GAUSSnak a komplex egészek elméletéről 1832-ben megjelent részletes [49]
dolgozatát.

Milyen különös, hogy FERDINÁND MINDING (1806-1885) tartui professzor
még BOLYAI életében felfedezte és tanulmányozta azt a felületet, a pszeudo-
szf'érál, amelyen lokálisan érvényesek a nemeuklidészi geometria tételei.
MINDING ezt az eredményét 1840-ben közölte, írásait azonban BOLYA! nem is-
merte.

BOLYAI JÁNOS nem tudott J. H. LAMBERTnek az euklideszi párhuzamossági
axiómát indirekt úton bizonyítani iparkodó vizsgálatok terén elért eredményei-
ről sem, így azokból nem meríthetett semmiféle ötletet. Ezt onnan tudjuk, hogy
BOLYAI JÁNOS egyik írásában [106. 1:221-223] név szerint is felsorolja azokat
a matematikusokat, akiknek a párhuzamosokról szóló értekezését ismerte. A ne-
vek között LAMBEKT neve nem szerepel. De BOLYAI soha semmit nem tudott
meg G. G. SACCHERI (1667-1733) előző vizsgálatairól sem. A párhuzamosok
történetére vonatkozó adatait legnagyobbrészt J. J. I. HOFFMANN K r i t i k dér Pa-
rallelentheorie, Jena 1807, című munkájából merítette, melyet az 1832. évben
János főherceghez intézett folyamodványában is megemlít („Ez a munka, habár
magúban véve még elég gyönge mégis némi előkészítésre szolgálhat . . ."
- írja) [106, 1:223, 232], A könyv megtalálható a Teleki-Bolyai Könyvtárban
őrzött Bolyai-könyvhagyatékban [35]. BOLYAI még ismerte BÜRGERnek a pár-
huzamosok történetével foglalkozó, Heidelbergben 1833-ban. tehát az Appendix
megjelenése után kiadott könyvét is [106, 3:223].

Bármennyire elszigetelten dolgozott BOLYAI JÁNOS, akármilyen messze is
volt Marosvásárhely a m ú l t század derekán a jelentős matematikai centrumoktól
(Párizs, Göli ingen, Ber l in, Szentpétervár), ha nem áramlottak, mégis csak szi-
vároglak ide is hírek a matézis világából. Közvetítőjük apja, BOLYAI FARKAS
volt. A kollégium professzora szeretett levelet írni, s ezáltal szoros kapcsolatot
tartott fenn if júkori barátjával, GAUSSszal, de másokkal is. Természetébői faka-
dóan csaknem minden iránt érdeklődött. Az újdonságokra te I f igye i t, s ha vala-
mi érdemesnek vagy érdekesnek látszót talált, azt azonnal tudatta fiával. GAUSS
könyveket küldött Farkasnak. Sajáí munkái közül a Disquisitiones arithmeticae-t
s a „nagyon szép" Demonstralio nova-r. Tanácsokat ad Farkasnak, hogy mit sze-
rezzen be (GAUSS javaslatára vásárolja meg BOLYA! FARKAS például a még ma
is jó olvasmánynak számító J. E. MONTUCLA (1725-1799) matematikatörténeti
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munkáját), felhívja a figyelmét például arra, hogy a komplex számokról megje-
lent egy dolgozata [101. 1 1 2 old.J és egyebekre. GAUSS leveleit nyi lvánvalóan
János is elolvasta. Sőt a GAUSS által Farkasnak írt fontosabb leveleket magánál
tartotta. Ezt támasztja alá Farkasnak 1855. április 8-án Jánoshoz írt levele:
szerelném ha GAUSS levelét elküldenéd: azonnal visszaküldöm, csak valamit né-
zek meg benne..." [12, K 22/84].

Apja értesíti Jánost, hogy a Jablonowski-társaság pályázatot hirdetett meg, ő
j u t t a t j a el később fiához LOBACSEVSZKU munkáját, s biztatja különböző számel-
méleti és az analízis körébe tartozó probléma megoldására.

Néha előfordult az is. hogy GAUSS nem válaszolt Farkas kérdéseire. Sok-
szor érdeklődött például az „imagináriusok teóriájának" részletes kifejtésérő!, de
barátja az 1835. ápr. 20-i levél után erről a témáról többet nem írt (I. V. feje-
zel). Hasonlóképpen válasz nélkül maradtak BOLYAI FARKASnak azok a többször
megismételt kérdései, amelyekben SüPHiE GERMAIN ( l 776-1831) felöl érdeklő-
dött [101. 96 és 101 old.], pedig egy 1808-ban írt levélben még GAUSS kérdezte
meg őt, hogy hallott-e a francia matematikusnőről [101, 93 old.].

BOLYAI FARKAS még GAUSSnak is tud újat mondani. Két figyelemre méltó
példa: „Csak néhány héttel ezelőtt olvastam - írja 1848. január 18-án [101, 128-
131 old.] - egy kis magyarhoni munkában, hogy megjelent MÜLLER Archív dér
Malhematik-ja I. kötetének 4. füzetében. .. Addig nem hallottam MÜLLER Ar-
chivjáról, . . . , tegnapelőtt írtam Kolozsvárra, hátha valakitől megkapnám." így
tudja meg 1847-ben egy marosvásiírhelyi tanár, hogy megjelent a matematikatör-
ténet egyik fontos és később sokat idézett folyóirata. Ami meglepő, hogy BOLYAI
FARKAS levelének olvasása előtt GAUSS sem ismerte a lapot. Válaszában [101,
134 old.] u i . megjegyzi, hogy miután érdeklődött a lap felől, megtudta, hogy
azt nem MÜLLER, hanem JOHANN AUGUST GRUNERT (1797-1872) szerkeszti, de
bevallja, hogy még ő sem látta egyetlen példányát sem. (Kolozsváron az Akadé-
mia könyvtárában ma is megtalálható az Archív dér Malhematik und Physik l.
kötetének 4. füzete. Ebben egy G. W. MÜLLER nevű hannoveri matematikus ír
a komplex számokról a 397-400 oldalokon. Innen származik a félreértés, amit
még a [20, 31 l old.]-án is olvashatunk.) Az Archív hosszú időn át (1920-ban
szűnt meg) igen jó hírnévnek örvendett, és számos fontos matematikai eredményi
közölt először. A m ú l t század közepétől kezdve egyre gyakrabban találkozunk
magyar matematikusok nevével a Grunert-féle Archív hasábjain [l 10, 209 old.].
Amint már láttuk (2.1.g), a BOLYAIak neve is ebben a folyóiratban jelenik meg
v i l á g n y e l v e n először.

A második példánk, amelyre SzÉNÁSSY BARNA mutatott rá [l 11, 140 old.],
a végtelen sorok un. Olivier-konvergenciakrítériumához kapcsolódik. BOLYAI
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FARKAS az előbb említett levelében erről is érdeklődik GAUSStól. BOLYAIt vala-
m e l y i k Bécsben tanuló volt diákja tájékoztatta a kritériumról. Mivel neki .semmi-
képpen sem s i k e r ü l t annak elégséges voltát igazolnia, GAUSS véleményét kérte.
GAUSS válaszában [101, 133-134 old.] bevallja, hügy addig nem hallóit a krité-
r iumról , tehát BOLYAI számára Ls újdonságot közölt.

Marosvásárhelyen 1802 óta működik a magyar nyelvterület első közkönyv-
tára, a TELEKI SÁMUEL (1739-1822) állal alapított könyvesház, a Téka. Ez a
rétnek gyűjtemény a Bolyaink kedvelt szellemi műhelye volt. Farkas és János
is gyakori látogatói voltak a Tékának, ahol BOLYAI FARKAS szerint, „kedvesen
lehet e lá lmodni az al ig kiálható kedvetlen életet" [17, 402 old.]. Igaz, hogy a
Téka nem szakkönyvtár, de Teleki if júkorában érdeklődött a matematika iránt
is s így „... természetes könyvtára matematikai részlegének gazdagsága is. A
kísérleti természettudomány nagy képviselőinek - GALILEI, BACON - munkái
mellett a könyvtáralapító igyekszik megszerezni a történeti és kortárs matema-
tika aíapműveit. LEIBNIZ I I , NEWTON 8 munkával szerepel a nyomtatott ka-
talógusban. De jelen vannak a korszak nagy matematikusai, a BERNOULLlak,
EULF.R. MAUPFRTIÍIS, D'ALFMRFRT, I.AGRANGF, CLAIRAUT. Megvan a tudós
francia mérnök, BÉLIDORÉ matematikai munkája, BlONnak, a matematikai esz-
közök mérnökének gyakorlati könyve, L'HOSPITAL márki, a francia akadémia
tiszteleti tagja differenciálszámítással foglalkozó müvének első. 1696-os kiadása.
CHRISTIAN WOLFF a l e i b n i l z i tanok népszerűsítője több művel is szerepel." [36,
210 old.]- A Boiyaiak a Tékában matematikai értekezéseket tartalmazó folyóira-
tokat is forgattak. Olvasták a Pélervári Aktákat (EULER dolgozataival), a Göttin-
gische Gelehrte Anzeigen-t (GAUSS írásaival). Gazdag az ál lomány csillagászati,
f iz ika i és vegyészeti részlege is. Tudunk arról, hogy a könyvtáralapító TELEKI
SÁMUEL több levelet váltott a kor neves matematikusaival, a BERNOULLiakkal.
CLAIRAUT-val, LAGRANGE-zsal. Feltételezhetjük - bár ennek nincs nyoma -,
hogy ezeket a levelekel is kikölcsönözhette olvasásra a két BOLYAI.

BOLYAI JÁNOS számára tehát igen fontos forrásnak számított az apjával tartott
szoros tudományos kapcsolat és a Teleki Téka polcain található művek olvasása.
De sokat merített apja és a saját maga gyűjtötte matematikai könyvekből. Az ak-
kori viszonyokhoz képest mindkettőjüknek gazdag könyvtára volt. A könyvekről
DEÉ NAGY ANIKÓ [35] és FRÁTER JÁNOSNÉ [45] készített kitűnő, részletes össze-
állítást. A leírásokból megtudhatjuk, hogy a Teleki-Bolyai Könyvtárban őrzött
Bolyai-könyvhagyaték 116 (korántsem teljes) munkát tartalmaz, hogy BOLYAI
FARKAS 1856. augusztus 26-án keit végrendeletében „. . . nem csak egy s más
nyomtatott munkáimat, hanem egész könyvtáromat az oskola könyvtárába ezen-
nel által is adom . . . " szavaival könyveit a Református Kollégiumnak hagyomá-
nyozta. A BOLYAI FARKAS autográf könyvjegyzékén 77 munka szerepel, amihez
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még János 9 művet csatolt. KONCZ JÓZSEF (1829-1906) a könyvtár egykori 6re
említi, hogy BOLYAI FARKAS 145 művet adományozott az iskolának. A két szám-
adatban valószínűleg azért van különbség, mert BOLYAI FARKAS könyvei nagy
részéi már életében elhelyezte a könyviárban.

BOLYAI FARKAS könyviárának je l lemző vonása az alkoló tudós kézikönyviári
és az aklív pedagógus gyakorlati segédkönyvtári jellege. Könyvtárában korának
legkiemelkedőbb és a legújabb kutatási eredményeket tartalmazó tudományos
műveket t a l á l j u k (El'LER, BERNOULLL MONTUCLA, GAUSS, Journal dér Physik
stb.) olyanokat, melyeket akkor Magyarországon csak a természettudományokat
pártoló főurak engedhettek meg maguknak összegyűjteni. Könyvei megváiogatá-
sához nemegyszer GAUSS tanácsát is kikérte. Olyan szerzők műveiből készítette
fel tanílványait. amilyen könyveket akkor a nyugati országok egyetemein és fő-
i sko lá in , i l l e t ő l e g akadémiáin használtak. BOLYAI FARKAS könyvtárának egész
je l legéről az állapíihaló meg, hogy egy ludós - matematikus tanár sok szeretettel
és tekintélyes anyagi áldozatta! Összegyűjtött könyvtára a maga idejében eléggé
jelentős volt [45].

BOLYAI FARKAS könyvei természetesen fia, János rendelkezésére állottak. És
János olvasta is ezeket. Farkas már a 13 éves fiával megismerteti EUKLIDÉSZ,
EULER, VEGA, MAUSER műveit ; a Bécsben tanuló diáknak könyveket ajánl: „Ol-
vasd KARTENSt, KÁSTNERt, PASQUICHot, Ei'LERt, LACROIX Traité Élémentaire
du Calcul differentie! ét integrál, LA GRANGE Théorie des Fonctions etc." - írja
Jánosnak 1818. szeptember 10-én [12, K 22/75].

Ha BOLYAI JÁNOS kutatásaihoz Bécsben nem is kaphatott közvetlen segít-
séget, de a mérnökakadémia tanrendje mindenképpen hozzájárult matematikai
kultúrájának bővüléséhez. Amint ÁCS TIBOR rámutal frissen megjelent [3] köny-
vében, Jánosra bécsi tanulmányai során különösen a magasabb geometria, a ma-
tematikai földrajz és a mechanikai tudományok voltak jó hatással. A mértant és
matematikai földrajzot a kitűnő MlCHAEL LENKER, a mechanikai és fizikai tan-
tárgyakat pedig a nagy tudású ALEXANDER BRASSEUR oktatta. A tanárok jó mód-
szereket alkalmaztak. Az V. osztályban megkövetelték a tantárgyak tankönyvből
való elsajátítását s a megtanult ismereteknek saját kifejezésekkel, el járásokkal
való előadását. Jánosnak a felső geometria témaköréből egy dolgozatot is kellett
készítenie az akadémián.

Talán mégsem volt olyan szegényes és vázlatos BOLYAI JÁNOS szakirodalmi
tájékozottsága, amint azt eddig olvashattuk. Igaz, a nemzetközi matematikai ku-
tatás perifériáján dolgozott, de lehetőségeihez képest sokat olvasóit, a könyveket
pedig, amelyek keze ügyébe kerüllek, rendkívüli figyelemmel és igen kritikus
szemmel vizsgálta. Az eddig kiadatlan dokumentumok tanulmányozása alapján
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csak megerősíthetjük ezt az állítást. Jegyzeteiben állandóan hivatkozik olvasmá-
nyaira s ahol okoi talál rá, sohasem mulasztja el bíráló megjegyzéseit, írásaiban
sok helyen megta lá l juk L.ACRO1X, LAGRANGE, LEGENDRE, LAPLACE. BRASSEUR,
NEWTON, CAUCHY, BOLYAI FARKAS, LITTROW, MASCHERONI, VEGA, RUFFINI.
EULER, MONTUCLA, MAKÓ PÁL nevét, de tud POISSON, POINSOT, JACOB!
matematikai munkáiról is. Egy helyen (752/1) megjegyzi: „A nyitanbun {a
matematikában} LI tannak hősei EUKL1D, ARCHIMEDES. NEWTON, LEIBNIZ, LAG-
RANGE, EULER. GAUSS, BOLYAI FARKAS, hogy más érdemes és részint sokérdeimi
egyének nevel elhallgassam".

A legtöbbször GAUSS és ETTINGSHAUSEN nevével (aki „a már kész Appendix,
becsét sem volt képes fölismerni") találkozunk. János a Disquisitiones ar i thmet i-
cae, Demonstratio nova számos fejezetéhez fűz megjegyzést, ETTINGSHAUSEN s
mások könyveiben is több hibát felfedez.

Idézzük BOLYAI JÁNOS néhány bíráló megjegyzését! (Itt nem foglalkozunk
BOLYAinak a LOBACSEVSZKU Geometrische Untersuchungen ... címíí munká-
ját bíráló észrevételeivel. Ezek már régóta ismertek [105], és különböző szerzők
azóta is hukszor elemezték.) A legalaposabban a Disquisitionest tanulmányozta,
minden paragrafusát ismerte. Saját példányának margójára több észrevételét fel-
jegyzi, a könyvet sokai idézi. A közönséges törtek tizedes törtté va ló átalakításá-
val (Disq. ár. 317.§) kapcsolatban a GAUSS által bemutatott példához a következő
megjegyzés! fűzi: „Ez érdekes és figyelemreméltó tárgyban az egyébaiánt Nagy,
Mély és Éles GAUSS számtani vizsgái 551 lapján koránt sem elég illő szigor-
ral, alaposan, fénnyel s igen könnyűszerüleg s könnyelmiileg s hirtelenkedvejárt
el, csak határozatlanul s bizonytalanul állítván azt, hogy a csak bizonyos helytől
számított részletes vagy némileg közelítő öszveg az igaznál az utolsó helyen <
nek jöhet kf (335/2). Az algebrai egyenletek megoldása során GAUSS és saját
gondolatait Összehasonlítva így ír: a GAUSS elvei vagy nézeljei is manók
vagy különböznek az ertyimeklől, ezek sokkal egyszerűbb, rövidebb, könnyebb,
világosabb, tisztább, söbösöbb {sebesebb} titon vivén célhoz" (703/8).

A. ETTINGSHAUSEN 1827-ben Bécsben kiadott Vorlesungen Ciber die höhe-
re Mathemalik című kétkötetes könyvében (amely szintén megvolt János sa-
ját könyvtárában [35, 20 old.]) is több javítanivalót talál BOLYAI. A VI. feje-
zetben részletesebben szólunk majd ETTINGSHAUSEN egyik nagyobb tévedésé-
ről, most BOLY Álnak az integrálszámítással kapcsolatos észrevételét jegyezzük
le: „... miről azonban a sok érdemű ETTINGSHAUSEN az 343-lapon nem is ál-
modik. ... , mert éppen egyenesen, nyíltan lehetetlent állít." (1243/1), Vagy:
„ETTINGSHAUSEN több sok egyéb között vastagot hibázik, . . . " (1362/1).

Hiába nevezi LAGRANGE-t a tan hősének, csípős megjegyzésétől őt sem kí-
méü: „A LAGRANGE korlátok ... merőben használhatatlanok lévén . . . " (601/1).
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BOLYAI JÁNOSI tehát nem vádolhatjuk meg azzal, hogy „rendkívül kötekedő
hangon" (V. F. KAÜAN [17. 158 old.]) eíemezte LOBACSEVSZKU dolgozatát. Ő
nem csupán „vetélytársát", de minden más matematikust megbírált, ha munkájá-
ban tévedést vagy pontatlanságot fedezett fel. Tudjuk, hogy magával szemben is
mindig szigorú és igényes volt.

A kéziratos hagyaték számos oldalán, néhány helyen csak úgy odafírkálva,
máshol hosszabb szövegbe ágyazva szemünk elé bukkan CRELLE neve (478/77,
742/3, 1199/1 u, 1269/1", 1301/171'}. Hitetlenkedve fedezzük fel, hogy BOLYAI
ismerte az A. L. CRELLE (1780-1855) által szerkesztett nevezetes matemati-
kai folyóiratot. A Téka polcain hiába keressük a lapot. Mikor és hogyan ju-
tott BOLYAI JÁNOS a Crelle-Journal számaihoz? Tudjuk, hogy apjától eltekintve
egyetlen olyan tudóstársa sem volt, a k i v e l gondolatait kicserélhette volna. Még-
is akadtak a környezetében m ű v e l t emberek is, akiket tisztelt. Már készen volt
az Appendix, amikor Olmiitzben EMANUEL ZlTTA (1786-7) őrnaggyal - „egyik
legderekabb, legjelesebb egyén' - találkozott, ki ott parancsnoka lett. (Előzőleg
Aradon is szolgáltak együtt.) Nos ,.a derék ZlTTA" - ahogy BOLYAI később ön-
életrajzában emlegeti - matematikailag is képzett volt, akitől BOLYAI folyóiratot
is kölcsönzött. „,4 Crelie Journal dér Miithematik und Physikből - írja apjának
1855. január 20-án - vagy két Heftet Zittu akkori őrnagy, most altábornagytól
darab ideig bírhatván sok jót találtam benne, bár... " (742/1-21'). Ez az 1832-33-
as időszakaszban lehetett, mert BOLYAI JÁNOS 1832. április 27-től 1833, j ú n i u s
15-ig volt a morvaországi főhadparancsnokság olmützi he ly i erődítési igazga-
tóság beosztott mérnökkari másodszázadosa. Kíséreljük meg kifürkészni, vajon
mely ik füzeteket „bírhatta" BOLYAI az 1826-ban létesített folyóirat számaiból.
Jegyzetei között kél olyan oldalon is eml í t i a Crelle-t, amelyeken a racionális
törtfüggvények elemi résztörtekre való felbontásáról ír. „Minta tárgyhoz tartozó
- írja egyik helyen - <•) géber (algebrai) egy változójú toronyok {törtekj apróbb
toronyokra szaggatása vagy halogatása tehetsége bizonyját és módja megadását
kiveszem a Crelie Journaljából mely az általam eddig másutt látotttik között leg-
egyszerűbb és csinosabb..." (1269/I 1 '). Egy másik lapon: „Lásd a Cre!le-ét is a
Journal dér Muthematik und Physik von Crelie in Bérűn, mely is úgy emlékszem
egyszerű' (1199/1"). Végiglapozva a folyóirat 1826 és 1833 között megjelent
köteleit, két olyan számot találunk (az 1832/3 és az 1833/1 füzetet), amelyek-
ben a résziörtekre való bontásról éppen a folyóirat kiadója A. L. CRELLE érieke-
zik. Egy igen apró, valahonnan kivágott és szabálytalan négyszög alakú, néhány
szavas cédulán (332/5) ismételten felvil lan a Crelle's Journal címe. A papírlap
egyik sarkában eldugva a .Jiichetot de resol. citg. x~ = l" csonka mondat tűnik
elő. Nos, amint tudjuk, a folyóirat 9. kötete 1832/1, 2, 3, 4 füzeteiben közölte
RlCHELOT a szabályos 257-szög szerkesztését. Valószínű tehát, hogy az említett
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füzetek közül valamelyik kettőt adhatta kölcsön „darab ideig' ZlTTA őrnagy Bo-
LYAInak. BOLYAI ZrrrÁval a Tér tudományát is szerette volna megismertetni,
de amint parancsnokának egyik nyilatkozatából olvashatjuk, következtetéseit az
nem tudta elfogadni.

A másik „derék nyitanász", akihez bizalma volt BOLYAI JÁNOSnak, WoLTER
VONECKWi-HR százados, akiről már szóltunk (1.2.§).

BOLYAI JÁNOS mindkét föl jebbvalóját Őszintén tisztelte. Évtizedek múlva
sem feledkezett meg róluk. Ezt tanúsítja a fent idézett levél, de hogy mennyire
bízott bennük később is, azt egy 1851. nov. 24-én kelt jegyzetéből olvashatjuk
ki, amelyen fontos teendői között megemlíti, hogy „János Főherceg, Wo/ler- és
Zittánuk írni s Heil-Lehre- met {Üdv-Tanomat} megküldeni'" (474/1).

A MTA Könyvtára őriz egy érdekes levelet [ 12, K 23/117] és [95], Ez a Lem-
bergben szolgáló BOLYAI JÁNOS címére érkezett 1831. november 9-én, és hét
nappal korábban WOLTER VON ECKWEHR „Ingenieur Hauptmann" adta postára
Grazban. A levelei megil letődve vesszük kézbe, s azt vár juk, hogy abban WOL-
TER említést tesz a BOLYAI által 1826-ban számára átadott Appendi x-ről. Ehe-
lyett az igen udvarias, baráti levélben WOLTER a perspektíváról ír. BoLYAinak
valószínűleg vitá ja támadt va lak ive l a perspektíva kérdéséről, s ő volt parancs-
nokát (aki .,... jelesen az ííríuiii rajzban |ábrázoló geometria) éppen különösön
jártas egyén . . . " } kérte fel bírónak, mert WOLTER így fejezi be eszmefuttatását:
„Az e l lenfele tévedését Ön egészen helyesen megmutatta".

BOLYAI JÁNOS szerette és becsülte a könyveket. Idősebb korában is szívesen
olvasott volna többel. „Eddig elé- jegyzi meg 1856-ban - a legnagyobb szorga-
lom s képesség mellett nincs mit egyebet tenni.., mint néhány hallomás szerint
jobb, áltálján történetesen kezünkbe kerüli könyvből is némileg okulni. És való-
ban: nekem nagyon kevés könyvöm van, de azt tapasztaltam s tapasztalhatja aki
basoníólsg áll és fenékre hatólag gondoIkozUitáxra törekszik, hogy színié a legki-
sebbiknek annyira fölhasználására sem volt még időm . . . . hogy azt már egészen
fősnek {fölöslegesnek) iurtanám..." (78I/5V).

P. STÁCKEL felételezi hogy va lamely ik leggonoszabb fajtájú matema-
tikai dilettáns könyve veszedelmes befolyást gyakorolt Jánosra. Hagyatékában
ugyanis megvan a következő mű: A. VoGEL. Mathematiker in Leípzig, Enidek
kung einer numerischen A u f l ö s u n g aller hóhérén endlichen Gleichungen von
jeder beliebigen algebraischen und transzendenten Form, Leipzig, 1845" [106,
1:255]. Ez a könyv ma is megtalálható a Teleki-könyvtárban. Valóban egy mű-
kedvelő szerző munkája. STÁCKEL úgy gondolja, hogy BOLYAI ennek hatására
próbálkozott a magasabb fokú algebrai egyenletek megoldásával. Nem érthetünk
egyet STÁCKEL véleményéve!, mert VOGEL könyvé! 1845-ben adták ki, ő pedig,
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amint láttuk és látni fogjuk, már 1837-ben fordította „különös ügyeiméi' e tárgy-
ra". De az sem áll ja meg a helyét, miszerint ez a „munka" rossz hatással lett
volna BOLYAI JÁNOSra. O valóban olvasta ezt a könyvet, de hamar megállapítot-
ta, hogy értéktelen. Az egyenletek közelítő megoldásáról írva cseppet sem elnéző
a „szerzővel" szemben: „Számi vagy közelítő megfejtése bármely véges vagy vé-
gellen egyénidnek egy még 1823-bnni eszmém szerént, mely némileg :i Lipcsei
nyi(tíin)ászVOQEL munkájában is alaptalanul, handázva. felületesen, külszinűleg
előfordur (I466/21'). A rossz könyvek nem ártottak BOLYAI JÁNOSnak. Elszo-
morító olvasni a panaszát, miután arra emlékezik, hogy ZlTTÁtó! kölcsönkapta
a Crelle-tele folyóiratot, így fakad ki BOLYAI: „ . . . bár volna még itt olyasmi
Gninerí... de e Kriih-Winkei város (kisváros) és országban elég egy pár ájtatos
imádságos könyv . . . " (742/1-2"). Tudott tehát arról, hogy a nagyvilágban létez-
nek matematikai folyóiratok, könyvek, amelyekhez leginkább anyagi okok miatt
nem sikerüli hozzájutnia. BOLYAI 1851-ben fontos feladatai közölt említ i : „Némi
vagy holmi érdekes vagy nevezetes könyvököl melyek kijötte vagy megjelené-
se felől tudomásom van vagy értesültem, csuk belátás vagy megnézegetett végett
megszerezni" Szeretné megrendelni GAUSS s LOBACSEVSZKIJ minden művét,
de az ETTINGSHAUSENét is. írni akar Kazánba, ismét említi GRUNERT folyóira-
tát mint amelyre szüksége van. Külön feladat „Atyáméinak is apróra átnézete"
(474/1). Jó lenne olvasni még növénytan, állattan, nyelvtan és kr is tá lytannal fog-
lalkozó könyveket is - írja.

Amikor édesapja ha lá la után a kollégium elöljárósága az e l h u n y t végakaratára
hivatkozva arra kéri, hogy a szállásán maradi könyveket is adja át a könyvtáros-
nak, BOLYAI JÁNOS ki je lenti : „nem vonakodom az itt hátramaradott könyvököt
. . . a FŐ - Tanoda Könyvtúrába beadni...", de feltételül szabja, hogy mindazt
a bevételt, amit apja munkái eladásából nyer a kollégium, köleles matematikai
munkák beszerzésére fordítani, mert „ . . . üdvözebb célra az így befolyó pénz
nem fordfthatik..." Mindjárt összeállít egy jegyzéket a beszerzendő könyvekről.
Ezt írja: ..közelebbről megszerezni kívánatosnak tartanám n következőket:

LAGRANGEfóV Toldalék nz fíuler algebrájához 3-dik... (kézirat szakadt).

LEGENDRE: Théorie des nombres s új bővebb életrajzot. SARTORll'Snafc
GAUSS érdemeiről tartott... {nem olvasható} GRUNERT 's Archív dér reínen und
angewandten Mathematik

Crelie 's Journal dér reinen und angewandten Mathematik

EULER 's InstíOítionis Calcule IntegraJes

BÚRJA 's selbstlernender Algebraifit

Az OHM. POISSON. POINSOT. CAUCHY, JACOBI matematikai munkáját, vala-
mint LoBACSEVSZKüé/í is, Kazáni tanár, az itt már meglévő n parallelákat tár-
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gyulán kívül, melyek nemei vagy latin vagy franciául kijöttek vagy oroszból le-
fordítódtak.

A magyar s bécsi canos akadémiák matematikai és nyelvtani munkái,

LAPLACE Mécanique céleste, ha nem is nékülözhetetlen de ülő ide" (779/1 -2)
és [6, 95-96 old.].

3.2. Az alkotás örömei és gyötrelmei

BOLYAI JÁNOS is, mint minden matematikus, csak megfeszített munka árán dol-
gozta ki geometriai rendszerét és egyéb felfedezéseit. Megismerte az alkotás
gyötrelmeit, de része volt az igazság megtalálásának örömében is alig me-
rem még ki is mondani működésem és kísérleteim sikeres voltát,.." jelenti ki
(547/1). Sokszor csak a kudarcok és a különböző buktalók legyőzésén á t j u t el
eredményei felismeréséhez. „Sokkal szerényebb, mérsékeltebb vagyok ugyan is
sokkal jobban tudom s elevenebben és hívebben érzem és szemem előtt tartom
azt, hogy véges lény. kivált ember csalódhatik és hibázhstik.. ." (547/1). Vívó-
dásait tükrözik a következő mondatok is: . . . „ első tekintetre úgy tetszhetnék,
látszhatnék, hogy mind ezáltal még csak egy lépést sem haladtunk a cél felé.
vagyis egy hajszálnyit sem nyertünk. Azonban a dolog erét, kulcsát valószínűleg
megkaptuk. \ ennek folytában megkísértem a sikamlós kígyót nyakon csípni és
fejét megtörni" (547/9).

BOLYAI elismeri, ha nem tud megbirkózni egy feladattal, de néha a túlzott
önbizalom sem h i á n y z i k az írásaiból, „még nem vagyok abban az állapotban -
vallja be -, hogy a fenti ötödfokú egyenletet megoldjam . . . " (l446/131').

Ötletei időnként .,... torrens fzuhatag} módjára omolván ..." (800/1ll) ro-
hanják meg, máskor néhány perc alatt gondolja ki azokat. Amikor apjával köz-
li a Fermat-télelre készített szép bizonyításait, a következő szavakkal vezeti be
a levelét: „még akkor este (néhány perc alatt) kigondolt egy pár ... remélem
nem inelegánsnuk uüálundó s megkedvelendőokadatot {bizonyítási}... több hi-
tel nyerésre közölni..." (800/3). Ugyanakkor BOLYAI FARKASnak szól az a le-
vél (1855. január 22.), amelyben apjának arra a megjegyzésére, hogy csak sok
gondolkozással ment valamire, így válaszolt: „Azt én is írhatom, hogy bár is elég
söbösön lobbannak, viJlíímlunuk a legszebb s mélyebb tani eszmék (melyek, mint
quasi restellenék, csak egyszerre is születhetnek) úgy, hogy többnyire alig győ-
zöm, csak a feledés elleni megóvásra is, egy másra írni - de a végső kidolgozás
több időt kivan" [17, 4! l old.]. A kitaposott „ország-ütőn" elérhető vagy már
ismert dolgokkal vaíó foglalkozást unalmasnak tartja s a legnagyobb tekintélyek
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véleményét sem fogadja el egykönnyen: ..... a figyelemre méltó igazság kínálá-
sában éppen magam sem szoktam sem az ország-úthot kölni magamat, sem bár-
mekkora tekintély s nehézség által elijesztemi . . . " (1323/1). Kuiatási tárgyának
megválasztásakor igényes: ..... én pedig különösön szerelem oly tani tárgyakat
választani áthatás végett, melyek valóban szükségesek, bár hasznosak, legalább
jó ízlésüök ..." (1323/1 l'). S ha valamibe belefog azt minden részletében meg-
vizsgálja: „A/io/ pedig járni méltónak találok: ott minden szögletet szeretek el-
járni" (1323/2).

Vele is előfordult, hogy nyugtalan éjszakáin továbbgyűrűztek agyában a nap-
pal felmerült gondolatok. „Egy elméié! Ötlött egy éjjel számos álmatlan óráimban
elmémbe - írja BOLYAI - mit még akkor megpróbáltam volna minden írás nél-
kül eldönteni, azonban sok álmatlanságom után kevés erőmet kímélni kívánván
s nem akarván elme-feszítés altul még inkább elűzni az álmot (ami mindamellett
nem sikerült) elhatároztam a vizsgát végre vinni" (440/21 s).

Nem lehet kiolvasni a kusza írásokból, hogy mivel kapcsolatos az a gondo-
lat, amely ugyancsak éjszaka lepte meg, de nagy örömei szerezhetett BOLYAI
JÁNOSnak, mert így ír: „éjfél után egy óra tájban vala azon szerencsés és boldog
idő az 1854-1 év augusztus hónap 29. -érői 30.-ára virradó éjjel. Reggel sarkallva.
keményen utána állva . . . többé ki sem eresztve ..." (1263/5).

Tálé tudjuk, hogy az Appendix talán legfontosabb összefüggését is 1823-ban
egy téli éjszakán éjfél tájban sikerült igazolnia: ..... éppen télben, éjfél tájban
rontván át . . . "

Domáldon írta egyik, jegyzetének bevezetőjében: „E munka írása 1841. feb-
ruár 2-án kezdődön s a róla való gondolás, reákészüiés s ehzánús az előtti éjjel"
(759/1).

Az elmondottaknak természetesen semmi közük sincs a regényíró fantáziájá-
hoz, aki elképzelése szerint BOLYAI JÁNOS „három éjjel és három napon át dol-
gozik szemletumyás nélkül az Appendix számsorain. Aztán Arad sáncai között
botorkál . . . " Az i lyen „regényes életrajz" mendemondáiból csupán a szépiro-
dalmi termésből érdeklődő közönségünk nem ismerheti meg a Bolyaiak alakját.
Csak a lényegtelent vagy a hamis legendákat. A tényéktől eltérő képalkotás saj-
nos már elég mélyen befészkelte magát a közvéleménybe.

BOLYAI JÁNOS egész életében megfeszített energiával dolgozott, munkájába
teljesen belemerült. Nyugtalanította, ha tudományos problémáin való vívódásai-
ban megzavarták. Erre pedig még az ő magányos életében is többször sor került.
„S mi rengeteg kár, hogy a legjobb, szentebb munka közben annyi ezer. figyelme!
félre vonó s kisérő körülmény jő sziinellen közbe! S kivált egy női hang, vagy
öltöny-suhogás a feszült, elmélyedt elmét legszentebb. Istenibb dolgokkal foglal-
kozó búvárkodást megzavarja, gyakran a fölszínre kívánja, ragadja . . . " (15 1 0/) ).
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3.3. Morzsák
Ebben a rövid paragrafusban szerelnénk néhány olyan „morzsát" elszórni, ame-
lyekből megtudjuk, hogy miként vélekedik BOLYAI az írásról, szivarról, borról,
színházról „... azon meggyőződésben vagyok: hogy minden szerző legalább is
maga köteles önművét lelkiismeretesen és híven megítélni, bírálni... Atyám-
ként tán már több az író, mint az olvasó, s szinte már az érdemel emléket ki
ugyan képes lévén olvasni és írni is, fontos és nyomós ok nélkül író nem lesz,
. . ."(646/7").

Ezt a gondolatot BOLYAI FARKAS valóban több alkalommal hangoztatta, íme
néhány példa: „Több író készül, mint olvasó." „Alig tanult meg írni, s író akar
lenni." „Az a ritka szerény, aki tudna írni, s nem találván elég okot, nem ír, hogy
azalatt jobbat tehessen." [80, 139-140 old.].

„... De az egész szivar, mint szemét s tán minden pipázás vagy dohányzás
és töbhik vagy poríubákolás ái~t mellnek, szemnek, fognak, idegrendszernek ...
S azért jó volna ha nevére sem lenne semmi szükség" (700/1).

„Például n boros kancsó nem barátja az egészségnek, józanságnak és rendes
éleinek, kötelesség teljesítésnek, hivatal folytatásnak . . . " (569/1") Farkas

/.s még - nyi hon . . . de nekem már nem kell, nagyon ritkán, valami különös jó

Imi; kevés . . . " (1344/1'').

„Senki több gyönyört, magasabb éldeietet nem talál nálamníi a színházban,
operában. De oly testi (bár is nemesebb) gyönyör csak addig méltó, míg nem
jut eszünkbe a Fold népe nyomora, terhe, kínja" (1172/3"). Az 1845 végén vagy
1846 első felében keletkezett önéletrajzában is nyilatkozik a színház és az opera
iránt i vonzalmáról: „Kadét ságom alatt ... mikor csak szeréi tehettem, a gyö-
nyörű bécsi színházakban pontosan megjelenni el nem mulattam, jelesen az ope-
rákban s balettekben; s oly gyönyört leltem azokban: hogy Bécset semmién sem
sajnáltain tígy ott (el-) hagyni: mint azon ritka színházokérf (1086/2", 2).



Bolyai János számelméleti
vizsgálódásai

4.1, Néhány szó a számelméletről

A számelmélet a matematika egyik legrégibb és legérdekesebb ága. Elsősorban
az l, 2, 3, 4 ... természetes számok tulajdonságait kutatja. Ezek a legközeleb-
bi számismerőseink, egyben a legkiismerhetetlenebbek is. Ezért a számelmélet
valóságos tárháza az érdekes, sokszínű, nemegyszer reménytelenül nehéz prob-
lémáknak. Bár a száméiméleti tételek megfogalmazása igen gyakran rövid és
egyszerű, bizonyításuk sokszor hosszadalmas és nehéz. Ismeretes, hogy idők fo-
lyamán a számelméletben sok olyan probléma vetődött föl, amely könnyen ért-
hető a nem matematikusok számára is, ugyanakkor a válaszadáshoz sok évre
volt szükség, sőt egyesek mindmáig megoldatlanok. Mégis az elmúlt évszáza-
dok folyamán sok kiváló matematikust vonzott az ebben az elméletben található
feladatok szépsége és változatossága.

Vajon BOLYAI JÁNOS találkozott-e a számelmélet érdekfeszítő kérdéseivel?
S ha találkozott, hogy fogadta azokat? Sikerült neki ebben a tudományágban
is új eredményeket felismernie? Az alábbiakban kéziratainak újabb átvizsgálása
nyomán talált följegyzései alapján válaszolunk ezekre a kérdésekre.

4.2. Bolyai János és a számelmélet

Az eddig megjelent valamennyi Bolyai-monográfia szerzőjének egybehangzó vé-
leménye szerint az abszolút geometria megalkotója nem vonzódott a számelmé-
leti problémák iránt. A legtöbb könyv írója megemlíti ugyan, hogy kísérletezett
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számelméleti feladatok megoldásával is, de sietve közli, hogy ezen a téren nem
ért el semmilyen említésre méltó eredményt. Már az első, és mindmáig a legtar-
talmasabbnak ítélt Bolyai-monográfia szerzője, PAUL STÁCKEL [106] könyvében
több helyen beszámol arról, hogy BOLYAI JÁNOSI számelméleti feladatok is fog-
lalkoztatták. Megírja, hogy ezekre apja. BOLYAI FARKAS buzdította őt már fiatal
éveiben, de aztán hozzáteszi: „Előrehaladott korában is foglalkozott számelmé-
lettel, de kevés sikerrel úgy, hogy a tárgyra vonatkozó följegyzéseivel nem érde-
mes behatóbban foglalkoznunk" [106, 1:175]. A méltán nagy tekintélyű Stá'ckel-
munka a későbbi szerzőkre is nagy hatással volt, s állításait anélkül, hogy ellenő-
rizték volna azokat, minden kételkedés nélkül elfogadták. ALEXITS GYÖRGY, aki
el ismeri, hogy [1] könyve írásakor a marosvásárhelyi kéziratokat nem ismerte,
így ír: „János . . . foglalkozott számelméleti kérdésekkel is, de ezekről csak egy-
két érthetetlen jelekkel teleírt cédula és ievélboríték adhatna felvilágosítást, ha ki
lehetne hámozni az odavetett jelek értelmét. De nem valószínű, hogy számelmé-
leti kísérletei va lami lyen értékes eredményt tartalmaznának, . . . " [l, 149 old.].
SzÉNÁSSY BARNA így vélekedik: „A két BOLYAI néhány írásából tudjuk, hogy
nagyra becsülték ugyan a matematikai tudományok »királynőjét«, ennek ellenére
hagyatékuk i lyen tárgyú gondolatokat alig tartalmaz" [110. 244 o!d.]. A [19, 35
old.] cikkében pedig azt olvashatjuk, hogy a számelmélet „ . . . nem tudta a hát-
ramaradt iratok tanúsága szerint különösebben lekötni a két BOLYAI érdeklődé-
sét". Egyedül WESZELY TIBOR fogalmaz óvatosan, az igazságot megközelítően,
amikor megjegyzi, hogy BOLYAInak a számelmélet terén semmiféle jelentősebb
eredményéről nincs tudomásunk. Ez valóban így is volt, amikor WESZELY [127]
könyve napvilágot látott.

Ezek után megérthetjük, hogy a közvéleménybe mélyen behatolt az a né-
zet, amelyet a legfontosabb Bolyai-monográfiák szerzői egyöntetűen kijelente-
nek: BOLYÁT JÁNOS próbálkozott ugyan néhány számelméleti probléma megol-
dásával, de kutatásai ezen a téren nem voltak eredményesek.

A kéziratok ennek a véleménynek éppen az ellenkezőjéről tanúskodnak. Ala-
pos átvizsgálásuk eredményeképpen megállapíthatjuk, hogy az eddig megjelent
monográfiákban hangoztatott állításokat módosítanunk kell, szükséges átértékel-
nünk, sőt helyreigazítanunk. A kézirathagyaték lapjai, az eddig még feltáratlan
több Bolyai-levéi arról győznek meg, hogy a fenti véleményekkel ellentétben
a geométerként ismert BOLYAI JÁNOS igen élénken érdeklődött a számelméleti
kérdések iránt, öt is megejtették „a matematika királynőjének" nehéz feladatai,
és amint látni fogjuk, olyan följegyzéseket is rejtegetnek a kéziratok, amelye-
ket kibetűzve meglepődve fedezzük fel BOLYAI JÁNOSnak a számelmélettel kap-
csolatos eredeti gondolatait, amelyekkel megelőzte más matematikusok később
közzétett munkáit .
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A számelméleti problémákra, amint erre STÁCKEL is rámutat, valóban apja
hívta tel János figyelmét. STÁCKEL szerint Farkas az 1825 után következő évek-
ben azt szerette volna ezáltal elérni, hogy János ne pazarolja fiatal erejét a para-
lelákra, hanem térjen át más vizsgálatokra, amelyekkel még nagy sikereket érhet
el [106, 1:86]. Véleményünk szerint Farkas nem akarta elvonni János figyelmét
a párhuzamosok kérdéséről. Egyszerűen őt is izgatták a számelmélet vonzó fela-
datai. Tény, hogy apa és fia több olyan levelet váltott, amelyekben számelméleti
kérdésekről értekeznek. Jóllehet a Bolyaiak levelezésének elég nagy részét is-
merjük [6, 1 1 . 17, 20], több számelméleti tárgyú igen értékes levél közzététele
rnég nem történt meg. (Közülük többet könyvünkben fogunk először nyomtatás-
ban megjelentetni). Pedig éppen ezeknek a leveleknek a tartalma árulja el, ter-
mészetesen más kéziratlapokkal együtt, hogy m i l y e n újszerűén, eredeti módon,
másoktól függet lenül közelíti meg BOLYAI JÁNOS a számelméleti feladatokat.

Mielőtt megvizsgálnánk BOLYAI JÁNOSnak a kéziratos hagyatékban eddig
„rejtőző" néhány számelméleti eredményét - póíolva az utókor mulasztásának
egy részét -. nézzük meg rendre, mindvégig a kéziratokat faggatva, hogy mikép-
pen vélekedett ő a számelméletről, annak nagy alakjáról, GAUSSról és remek-
művéről, a Disquisitíones arilhineticae-ről. Úgy gondolom, hogy BOLYAInak a
különböző kéziratlapokra elvétve följegyzett megnyilatkozásait is érdemes rög-
zítenünk, mivel azok még sehol sem látlak napvilágot.

BOLYAI JÁNOSI a számelmélet valósággal elbűvölte. Nyilatkozata erről jó
példája írásai egyik sajátosságának, hogy sok följegyzésében mint egy bőségsza-
ruból úgy ömlenek a rokon értelmű új szavak: „A számelméletben nemcsak az
egész számok, hanem az egész tan legfontosabb, leghasznosabb, leglényegesebb,
legszebb, legérdekesebb, legkecsesebb feladatait találjuk (1179/24, 1407/3). Is-
mert, hogy GAUSS is igen kedvelte a számelméletet. Tőle származik a mondás,
hogyha a matematika a tudományok királya, akkor a számelmélet a matematika
kirá lynője . BOLYAI bár nagy tisztelője a „Göitingni Kolosszus"-ivák. Őt a számel-
mélet nagymesterének nevezi, mégsem ért ezzel egyet. „Gauss igen korán - ál-
lítja - főleg a számelmélettel foglalkozott. Ez életfogytig kedvenc tárgya maradt,
amelyei, habár nem jogosan a matematika királynőjének nevezstf (938/1u). Ezt
a kijelentését azzal magyarázza, hogy szerinte a matematika minden ága fontos,
nem csak a számelmélet.

1801 nyarán látott napvilágot a számelmélet alapvető tankönyve, GAUSS Dis-
quisitiones arithmeticae című munkája. Néha e könyv megjelenésétől számítják
a modern számelmélet kezdetét. A „kolosszális" Disquisitiones BOLYAI JÁNOS
kézikönyve volt, tehát jól ismerte, sokat forgatta. A számelmélet számos tételét
ismerte meg ebből a valóban mérföldkövet jelentő könyvből. Ma ez a munka a
Magyar Tudományos Akadémia Könyvtárában található ([12], 545.000 jelzet).
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A könyvbe BOLYAI JÁNOS a nevén kívül beírta azt is, hogy a könyvel fűzött
állapotban 4 Ft 30 krajcárért vásárolta. A könyvben sok helyen megtalálhatók
BOLYAI JÁNOS, sajnos ceruzával írt széljegyzetei. Átlapozva GAUSS munkáját
tapasztaltam, hogy jó állapotban van, de a latin nyelvű bejegyzések tnár nagyon
halványak, alig lehet kiolvasni. János több helyen a hibajegyzékből másol át né-
hány szót. Nem tűnnek a szöveget bíráló megjegyzéseknek, inkább azzal a céllal
készültek, hogy könnyebbé tegyék a könyv olvasását.

Farkasnak is volt egy példánya GAUSS munkájából a szerző dedikációjával
(Amico suo de BOLYAI per curam PAULI VADA, auctor), amelyet aztán ő a Te-
leki Tékának ajándékozott (A Teleki Tiiecanak adom néhány egyébbel együtt.
BOLYAI FARKAS). GAUSS 1803. június 20-án írja meg BOLYAI FARKASnak, hogy
VADAS PÁLTÓL küldi a Disquisitionesi, Farkas pedig 1804. március 1-én köszöni
meg a küldeményt: „.. . halhatatlan munkáid már kezemben vannak . . . "

Tehát a Disquisitiones arithmeticae kora számelméletének legfontosabb és
legújabb problémáival, megjelenése után rövidesen Marosvásárhelyre is el jutott.
GAUSS művét BOLYAI JÁNOS már 13 éves kora után olvashatta, ui, ekkor már
tudott latinul. Az 1820-as években, miközben az abszolút geometria kidolgozá-
sán fáradozik, jut ideje a Disquisitiones tanulmányozására is. Apja (amint már
említettük) 1831. június 20-án GAUSShoz írt levelében [101, 103-104 old.] olvas-
suk: „Fiam szándéka volt. hogy a Te polygon-elméletedet németül, a kisebb ka-
überű elméknek könnyebben hozzáférhető módon adja ki . . . " GAUSS polygon-
elméletét a Disqui.sitiones arithmeticae-ben fejtette ki. BOLYAI JÁNOS tehát azt
tervezte, hogy németre fordítva jelentetné meg átdolgozva, könnyebben érthető
módon az akkoriban nehéznek tartott m u n k a egy részét.

Maga GAUSS is tudta, hogy könyve igényes munka. Ebben BOLYAI JÁNOS is
egyetértett vele.

GAUSS 1808. szeptember 2-án BOLYAI FARKAShoz írt egyik levelében [101,
93-94 old.] úgy nyilatkozik, hogy a Disquisitiones arithmeticae-l csak hat ma-
tematikus értette meg egész Európában: SOPHIE GERMAIN, POULET de L'IOLE,
LAGRANGE. BARTELS. egy fiatal matematikus Ostfrieslandból és (valószínű)
BOLYAI FARKAS. Ekkor GAUSS még nem sejthette, hogy munkája egyik leg-
jobb értője később, L. DIRICHLET mellett, éppen BOLYAI JÁNOS lesz. Ugyanitt a
számelméletről szólva azt mondja GAUSS: „Figyelemre méltó, hogy bárkit, aki
komolyan foglalkozik ezzé! a tudománnyal, igaz szenvedély kerít hatalmába."
Fülünkbe cseng Farkasnak az i f j ú Jánoshoz Bécsbe küldött levelének egyik mon-
data a matematikáról: „hidd el. hogy egy tudomány sincs, amely olyan passióval
ragadja azt. akinek reá való talentuma van."
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A Disquisitionest BOLYAI JÁNOS sem tartotta könnyű olvasmánynak. Hall-
gassuk csak őt: ,,/4z ki az emberi elméknek egyik legremekebb és mélyebb mí-
vén erejét meg akarja próbálni, és magát a netaláni maga - kétség - kórságából
meggyógyítani, unnak ajánlom például a Göttingai Kolosszus Gwssnak Disqui-
siíiones iirithmeticae című munkáját' f 845/7'''). Egy másik helyen pedig ezt ír-
ja: a készülő prímámnak bármely, tehát a Disquisitiones arithmeticae-nek
is bármely theorémáját procerto (bizonyosan) megmutathatni, problémáját resol-
válfiiítni és így erre nézve, az egész Disquisitiones arithmeticae-í zsebbe lehetni
ugyan: noha másfelől, azon ABC-je az ő módjának, sajátságos és sokkal nehe-
zebb volta miatt mind az enyim mellett is, örök - megtartást és nagyra becsülést,
respeciivc bámulatot erdeme/' (800/1'').

4.3. A kis Fermat-tétel
BOLYAI JÁNOS legtöbbet a prímszámokkal vesződött. „Az egész számtan sőt az
egész tan mezején - va l l ja - alig van szebb és érdekesebb . . . s a legnagyobb
nyiászok {matematikusok] figyelme és eleje óta elfoglalt tárgy, mint a főszámok
{prímszámok} oly mély homályban rejlő titka" {1199/311). Amint láttuk (1.1.§)
már gyerekkorában elgondolkozott azon, hogy végtelen sok prímszám létezik-e,
így barátsága a prímszámokkal elég korán kezdődött.

Egy olyan eljárást keresett - mint olyan sokan mások -, amelynek segítsé-
gével bármely törzsszám megfelelő képlettel kifejezhető, vagyis egy olyan for-
mulát, amellyel kiszámíthatjuk közvetlenül az n-edik törzsszámot. Egy időben
úgy érezte, hogy ezt a szándékot sikerül megvalósítania. Egyik följegyzésén így
fogalmaz: „nagyobbra nőtt, hágott azon régóta táplált sejtelmem és reményem,
miszerint a főszámokat hányatiikságuk által függetlenül vagy egyenesen, közvet-
lenül is kitehetem, ..., vagyis egy oly idomot {képletet) adni, mely alatti számok
mind fők" (1199/2"). Ugyanezt a gondolatot olvashatjuk ki apjának írt egyik igen
bizakodó hangú leveléből: „A prímek kirekesztő formulájának is már nincs kéte-
lyem, hogy mégpedig rövid időn belül sikerülnie kell, mégpedig bármi idomúnk
legyenek ..." (800/1").

Az utolsó mondatban BOLYAI arra utal, hogy ekkor nemcsak a racionális
egész prímek, hanem a komplex prímek képletének megtalálásában is remény-
kedik. Amint az V. fejezetben látni fogjuk, az utóbbi törekvése teljes sikerrel
járt.

A racionális egészek körében a prímszámképletet ugyan neki sem, és napja-
inkig másnak sem sikerült megtalálnia, de BOLYAI JÁNOS vizsgálódásainak során
egy fontos felfedezést tett, nevezetesen rábukkant az első un. pszendoprímszám-
ra, vagy magyarul álpn'mszámra.
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BOLYAI JÁNOS a prímszámképletet először az un. kis Fermat-tételben vélte
felfedezni (PlERRE FERMAT 1601-1664). Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha p egy
prímszám, a egy olyan egész szám, amely nem osztható /)-vel, akkor ap~ - l
különbség osztható p-vel, amit röviden a következőképpen szoktunk írni:

(4 .1) ó''"1 = l ( m o d / 7 ) .

Például 2 1 2 - 1 = 4 0 9 5 osztható 13-mal, 316 - l =43046720 osztható 17-tel.
12246 - l osztható 7-tel. de 2 1 ' - l =2047 nem osztható 12-vel.

A kis Fermat-tétel fordítottja azonban nem érvényes, azaz ha teljesül (4.1),
vagyis ha az a!'~ - l különbség osztható p-vel, abból nern következik szük-
ségszerűen, hogy p prímszám. M. ClPOLLA bizonyította be [30] még 1904-ben,
hogy minden a természetes számhoz végtelen sok olyan n összetett szám tarto-
zik, amelyekre

(4.2) a"-' = l ( m o d í i } .

Például 2-140= l (mód 341), bár 341 = 1 1 - 3 1 . 2560 = l (mód 561), bár 561 =3 •
. 1 1 - 1 7 . 2161037 s l (mód 161038), ahol 161038 = 2 - 7 3 - 1103 is egy összetett
szám. Az olyan összetett n számokat, amelyekre a (4.2) kongruencia a = 2 esetén
te l j e sü l , pszeudoprímeknek, álprímeknek (precízebben a 2-re vonatkozó pszeu-
doprímeknek) nevezzük. Vannak olyan n összetett számok is, amelyek minden
ii-hez relatív prím «-ra kielégítik a kis Fermat-tételt. Az ilyen n számokat fel-
fedezőjükről Carmichael-számoknak nevezzük [27]. Ezek szerint 341. 561 álprí-
mek. hasonlóképpen a 645. 1105 és 161038 számok is, ugyanakkor az 561-és
szám Carmichael-szám. A matematikusok sokat vizsgálták ezeket a különleges
számokat. A számelmélet egyik legújabb eredménye, hogy sikerült bebizonyí-
tani (ERDŐS PÁL (1913-1996) neves magyar matematikus egy 195ó-os ötletét
felhasználva), hogy Carmichael-számok minden határon túl léteznek [78]. Azt,
hogy végtelen sok álprím van, már 1904 óta tudjuk [30]. Az álprírnck érdekes
történeiében BOLYAI JÁNOS is fontos szerepel játszott. Igaz, hogy ez a szerep
mindmáig ismeretlen maradt.

Apja ösztönzésére (l 193/20") megkísérelte bebizonyítani a kis Fermat-lélel
fordítottját. Ha a bizonyítás sikerrei jár, akkor ez a tétel szolgáltatta volna a hőn
áhított prímszámképletet. Néhány kísérlet után rádöbbent arra, hogy a bizonyítás
lehetetlen (982/19), vagyis a kis Fermat-tétel fordítottja általában nem érvényes.
Megpróbált „ellenpéldát" keresni. Fáradozását siker koronázta. A prímek képle-
tét ugyan nem s i k e r ü l t megtalálnia, de rátalált az első álprímszámra. pontosabban
több olyan n összetett számra bukkant, amelyekre a (4.2) Összefüggés fennáll.
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A legkisebb (2-höz viszonyított) pszeudoprím, a 341 -és fölfedezéséről így
P- l

számol be apjának küldött egyik levelében: „A tegnapelőtt ígért 2 : -re néz-
ve ugyan ezelőtti vizsgáimat (vizsgálataimat) hirtelen nem kaphatván elé, vagyis
inkább akarván újból gondolkozni rajta, még tegnap tisztába jöttem mire néz-
ve itt rövidségért bővebb tárgyalást mellőzve a fő dolog iránti kétely és nyug-
Uíhmság eloszlatására elég már a következőket is közölni: . . . mi pedig a leg-

_
közelebbi és tulajdonképpeni tokérdés, hogy éppen 2 '• is lehet = l ( mód m)
bár is m nem prím, minek megmutatására persze elég egyetlen példa is. mint
a következő melyre ugyan csak történetesen de még sem vaktában, hanem el-
mélci után mentem: 2~ - l oszlik (341 = 1 1 - 3 1 )-gyeí mint végtelen könnyen
meggyőződhetni abból, hogy 2 i n - 1024. melyet osztva 341 -gyei marad 1; tehát

(Dinq. Ar.7.$) (21 0)1 7 = 217Ü = 2"T~~ -nek maradéka is valamint 2341 -]-nckis
ín -i

- l . úgy. hogy sem a FERMAT theoréma sem a 2 • ~ -re nézti szép sejtelem (mely
ha a dolog termesztő szerint valósulhatott volna, egy excelleng és nagyon ké-
nyelmes új isme-jele (crítériuma) lesz a prímeknek), nem csak, hogy generáli tér
{általánosan) nem. hanem még azon különös esetben sem állnak, ha a = 2..."
(1018/1) (5. ábra).

BOLYAI a fenti levélben csak igazolja, hogy a 34 1 -és Összetett szám valóban
kielégíti a (4.2) kongruenciát. Azt, hogy milyen módon találta meg ezt a számot
iratainak inas oldalairól ismerhetjük meg (6. ábra).

Remélem, hogy megbocsátja a Kedves Olvasó ha itt egy személyes élménye-
met mesélem el. A hagyaték lapozgatása során először BOLYAI JÁNOS idézett le-
vele került a kezembe. A levél izgalmas matematikai tartalma mellett különösen
megragadott a következő két mondatfoszlány: „. . . ezelőtti vizsgáimat hirtelen
nem kaphatván elé, . . . " és, hogy eredményét „. . . nem vaktában, hanem elmé-
ié! után ..." találta. Vajon mi lehet azokban a régebbi jegyzetekben? Léteznek-e
még valahol? Búvárkodásom legnagyobb jutalma talán az volt, amikor néhány
hét eltekével előkerültek a BOLYAI által „hirtelen" nem talált jegyzetek, ame-
lyek a „vizsgái" -i titkolták. Ezek a németül írt lapok valódi kincset rejlettek.
Ki be tűzés ükké l felszínre kerültek azok a sorok, amelyekből sikerült kihámozni a
levélben említett „elméletér.

BOLYAI JÁNOS azt a kérdést vizsgálja (1265/3, 3"), hogy milyen feltélelek
mellett teljesül az

(4.3) í(/"í~1 s l (mód pq)

kongruencia, ahol p és q prímszámok, a pedig egy olyan egész szám, amely nem
osztható sem p-vel, sem <?-val.



80 4. BOLYAI JÁNOS SZÁMELMÉLETI VIZSGÁLÓDÁSAI

'

I^W^-*~ fe;
W^'^^f"^^^
*^Wfefe

S. ábra (1018/1, I" )
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fi. ábra (1265/33, 33")
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így okoskodott: A kis Fermat-tétel szerint

a?~] = 1 ( m o d p) és ö9"1 = l (mód q).

Az elsfí kongruencia mindkét oldalát q — l -re, a másodikét p — l -re emelve az

adódik, amelyekből az
a<P-«Ür-I)Hl

következik, vagyis

ö/>9-/>-v-i = ]{mod

ami tehát a feltételeinket kielégítő /;, q, a számokra mindig tel jesül.

Most azt mondja BOLYAI, hogy ha az

c,'
>+í'-2 = ](mod pq).

vagyis az

a''-' V"1 = I ( m o d pq)

kongruencia igaz lenne, akkor ez utóbbi két összefüggés összeszorzása ál ta l
nyomban megkapnánk a kereseti (4.3) kongruenciát.

Tehát most azokat a feltételeket kell megkeresnünk, amelyek ez utóbbi kong-
ruencia helyességét biztosítják. (Feltönő azonosság van BOLYAI észrevétele és D.
H. LEHMER 1936-ban, valamint ERDŐS PÁL 1949-ben felhasznált ötletei között.
Ha összehasonlítjuk a fentieket LEHMER [84, 353 old.] és ERDŐS [40, 623 old.]
dolgozataival, azonnal szembetűnik, hogy ők ugyanazt a gondolatmenetet köve-
tik, amelyet már BOLYAI JÁNOS is alkalmazott vagy 100 évvel ezelőtt.)

Mivel a11"1 = l (mód p) és aq~} = 1 (mód q ) - folytatja BOLYAI - léteznek
olyan h és k egész számok, hogy

s a =

vagyis a (4.3) teljesüléiének a feltétele az, hogy

(4.4) hp + kq=(ü!'~} - l ) + (í/'"] - l ) = 0(mod pq)

legyen. Ha p osztója k-nak, t} pedig osztója /i-nak, akkor a (4.4) feltétel teljesül,
Ez, BOLYAI szerint azt jelenti, hogy a (4.3) összefüggés olyan /? és q prímszá-
mokra igaz. amelyekre

s



4.3. A KIS FERMAT-TÉTEL 83

vagy

(4.5) és egész számok.
9 P

Az a = 2 egyszerű esetben aztán rendre kipróbál néhány, a (4.5)-Ös feltétele-
ket kielégítő prímszámot, s így el jut a p - 1 1 és q = 3 1 számokhoz, vagyis ahhoz
az eredményhez, amelyet a levélben is olvashatunk: 2340 - l osztható 1 1 -31-
gyel.

így fedezte fel BOLYAI JÁNOS a legkisebb pszeudoprírnszámot. Ha módsze-
rét figyelmesen végigkövetjük, azonnal észrevesszük, hogy az ma egy jó! ismert
tankönyvi tétel. Ugyanis a (4.5)-ös feltételek a = 2-re így írhalóak:

2P-' = l (módi/) és 2c'~l = 1 (mód p),

vagyis BOLYAI szerint, ha ezek a feltételek teljesülnek, akkor azokból a

2'"'~3 = l ( m o d pq)

kongruencia következik. Ez pedig pontosan J. H. JEANS (1877-1946) tétele, ame-
lyet szerzője 1898-ban, évtizedekkel BOLYAI JÁNOS halála után közölt [58].

Természetesen sem JEANS 1898-ban, sem LEHMER 1936-ban, sem pedig
ERDŐS 1949-ben nem sejtette, hogy gondolataikat valaki már rég leírta, s azok
Marosvásárhelyen a Teleki Tékában szunnyadnak.

A matematikai lételek jelentős része, egyes matematikatörténészek szerint
legalább a fele, nem az igazi fölfedező nevét viseli. Főleg a múlt század utolsó
negyedéig volt ez. így, amikor 1868-101 megindult az első matematikai referáló
folyóirat, a Fortschritte dér Mathematik. A fentiek szerint láthatjuk, hogy ezek
közé sorolható a JEANS-tétel is. A tételt minden kétségei kizáróan először BOLYAI
JÁNOS találta meg. Fölfedezéséi- mint oly sok más munkáját az Appendixen kí-
vül - sajnos nem közölte. Még apjával sem. Levelében csak említi, „elmélet
után mentem", de annak lényegét már nem írta meg. így történt meg, hogy az
egyik szép Bolyai-tété! ma nem BOLYAI JÁNOSnak, hanem újrafelfedezőjének
nevét viseli. BüLYAInak munkái megjelentetésére nem v o l t alkalma. De lehető-
sége lett volna erre a Bolyai-iratok átvizsgálásával megbízott testűiéinek abban
az időben, amikor 1869 és 1894 között a hagyaték az Akadémia Levéltárában
porosodott (2.1.§). Ha akkor alaposan átvizsgálják a kéziratokat, bizonyára rá-
bukkannak a fenti ,.kincs"-re. Közlésévé! pedig mindenképpen megelőzték volna
JEANS 1898-as dolgozatát, s akkor ezt a tételt ma valódi felfedezőjének, BOLYAI
nevével tartaná számon a matematika története.
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Mikor írhatta BOLYAI JÁNOS a fent idézett levelet apjának? Erre a kérdésre
első látásra nem könnyű válaszolni, mivel a levéien nincsen keltezés. Úgy pró-
báltam megállapítani e fontos levél keletkezésének időpontját, hogy átolvastam
BOLYAI FARKAS néhány levelét s aíuk tartalmából kövelke/Aettem János írásá-
nak időpontjára, az 1855-ös év május hónapjára. Ugyanis Farkas egyik, 1855.
m á j u s 2-án keletkezeti levelében azt kérdezi fiától: „Láttad-e valahol, hogy ha p

P-\
prímszám s a nem osztható /j-vel akkor a 2 = ±] (mód /?)? Csak annyit üzenj,
hogy láttad-é vagy sem, de ne hagyd semmi dolgod félbe" (1358/1). BOLYAI
FARKAS egy másik levelében, amelyet 1855 pünkösd másodnapján (tehát 1855.

£~i
május 28-án) írt. ez áll: „A 2 . conversája demonstralioja jónak látszik, . . ."
(1521/1"). Bizonyára nem tévedünk, ha János levelét e két levél közé iktatjuk.
Jegyzetei pedig, amelyekben elméletéi kifejti, még azelőtt keletkeztek. Lehet,
hogy még 1842 előtt, mivel németül íródtak. Ezt nem ál l í that juk biztosan, de
azt igen, hogy BOLYAI JÁNOS azt a számelméleti iételt, amelyik ma J. H. JEANS
nevét viseli, 40-50 évvel publ ikálása előtt már felfedezte.

A kis Fermat-tétel megfordításának cáfolása nagyon sokat foglalkoztatta
BOLYA! JÁNOSI. Bár idézett levelében hangsúlyozza, hogy ebből a célból „persze
elég egyetlen példa is", a hátrahagyott kéziratokban újabb ellenpéldákat ta lá lunk.
Megszerkeszti a

(4.6) 4 ! 4 = l (mód 15)

(1265/33, 33"), az
53 = l ( m o d 4 )

(1193/201'} és az érdekes

(4.7) 22''2 = l (mód 232 + l )

kongruenciái is (1550/1).
Egészen egyszerű példa a (4.6)-os, de nem kis meglepetéssel látjuk viszont

egy D. H. LEHMER áltat 1927 ben közölt dolgozatban [83]. D. H. LEHMER, a nagy
prímszámtáblázal [82] elkészítője körülbelül 80 évvel később ugyanazt a példát
említi cikkében a kis Fermat-téte! fordítottjának megcáfolására, amelyet BOLYAI
JÁNOS is megszerkesztett. Nyilvánvaló véletlenről van szó, de számunkra ez az
egybeesés többet jelent egy egyszerű véletlennél.

A (4.7)-es kongruencia bizonyítására már nem alkalmas a fenti „elmélet".
Itt próbálkozások útján nem j u t u n k eredményhez. Éppen ezért ebben az esetben
BOLYAI is másképpen járt el. Egyszerűen ki indul a nyilvánvalóan igaz

232 = -l(mod2 3 2 + l)
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kongruenciából, amelynek mindkét oldalát először négyzetre, majd a 2 -ik hat-
ványra emelve könnyedén jut el a (4.7) összefüggéshez. L. EtJLER (1707-1783)
megmutatta, hogy

(4-8) F5 - 22'% l = 641 • 67004 1 7.

vagyis ez egy összetett szám. A (4.7) szerint tehát F$ szám is egy álprím.
Hangsúlyozzuk: a matematika történetében BOLYAI JÁNOS az elsők között

kérdőjelezi meg a kis Fermat-tétel fordítottjának érvényességét. Ő akkor szer-
keszt több el lenpéldát a kis Fermat-tétel fordítottjára, amikor a matematikai iro-
dalomban csak elvétve ta lá lunk ilyen természetű próbálkozásokat. BOLYAI ezek-
ről persze nem tud. A számelmélet történetét tárgyaló munkák, például a kitű-
nő háromköteles [37, 1:92] mű, megemlítik, hogy a legkisebb pszeudoprímszá-
mot, a 341-est egy ismeretlen szerző már 1830-ban megtalálta, F. SARRUS pedig
1820-ban igazolta a 2I70 = 1 (mód 341) kongruenciát, ahonnan már következik
a 2'14Ü = l (mód 341) összefüggés. (SARRUS észrevétele nem keltett különösebb
feltűnést . Még L. DIR1CHLET számára is ismeretlen volt. Ő ui. a Crelle-féle fo-
lyóirat 1828-as évfolyamának 392-es oldalán egy egyszerű és elemi bizonyítását
közli a Ferrnat- te telnek. A tétel fordítottjáról azonban nem tesz említést.) Az is-
meretlen szerző [2] és F. SARRUS [96] dolgozatának elolvasása után állít juk, hogy
BOLYAI más módon okoskodott, mint ezek szerzői, bár néhány helyen BOLYAI
gondolataival közös ötletek is felvillannak. Például az ismeretlen szerző is azt
kérdezi, hogy mi lyen fellételek mellett érvényes az

a1"''1 ~ l (mód

kongruencia. BüLYAItól eltérően arra az eredményre jut, hogy ez akkor igaz, ha
ac/~ = ! (mód pq}. aminek feltétele pedig az, hogy q — l különbség p— l-nek
többszöröse legyen.

Megjegyezzük, hogy a (4.7)-hez hasonló, vagyis olyan kongruenciákat, ame-
lyekben az

(4.9) F t=22* + l

alakú un. Fermai-féle számok szerepelnek, csak az 1900-as évek elején megjeleni
dolgozatokban ta lá lunk [30, 31]. Bizonyos tehát, hogy BOLYAI vo!t az első, aki
kimutatta, hogy az F$ egy pszeudoprímszám.

Nem érdektelen talán megemlíteni, hogy a pszeudoprímszámok kutatása csak
1876-ban [91] i n d u l meg és aztán 1898-ban [58], majd pedig csak századunk
elején folytatódik nagyobb lendülettel . BOLYAI JÁNOS egyik kezdeményezője le-
helelt volna ennek a problémakörnek, ha gondolatai - mostoha sorsa miatt - nem
csupán a kéziratokban maradnak meg.
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BOLYAI módszerével természetesen más, az a"~l = l (mód n) kongruenci-
át kielégítő ti összetett számokat is előáll í thatunk. Eljárása azonban csak akkor
alkalmazható, ha az n szám két prímszám szorzata.

Biztosan meglepően hangzik az olvasó számára, amikor azt állítjuk, hogy
BoLYAinak szándékában állt módszerének kiterjesztése arra az esetre is amikor
az n szám három prímszám szorzata. Pedig kéziratainak egyik o ldalán ( 1 1 93/20")
azt a célt tűzi ki magának, hogy megtalálja azokat a feltételeket, amelyek mellett
az

aw-l = \(mod pqr)

kongruencia érvényes, ahol p, q, r prímszámok, a pedig egy olyan egész szám,
amely nem osztható ezek közül egyikké! sem. A célt ebben az esetben nem si-
kerüli elérnie. Próbálkozásait a következő szavakkal fejezi be: „. . . de már há-
rom tényezőre meglehetősen vagy elég bonyolult /esz". Szinte hihetetlen, hogy
BoLYAinak az a gondolata, miszerint a (4.2) kongruenciában az n szám három
prímszám szorzata legyen, csak nagyon későre jutott másoknak is eszébe. 1907-
ben E. B. ESCOTT [42], majd 1910 és 1912-ben R. D. CARMICHAEL [27, 28]
szerkeszt i lyen kongruenciákat.

BOLYAI kísérlete a JEANS-tétel általánosításának alábbi ötletét sugallja:

Tétel
Legyenek p\. f>2 ..... Pn prímszámok (n > 1), és legyen a egy olyan egész szám,
amelyik nem osztható ezek közül egyikkel sem. Ha

p,,).

akkor

(4.10) ri^ira '''""'s! írnod Plp2...pn).

Bizonyítás
Az

kongruenciából, ha annak mindkét oldalát a /7,,-edik hatványra emeljük, az

aP\K-P»-P'' = \(mod p„)

adódik, s innen, mivel apn = l (mod pn). az
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p„)

következik. Hasonlóképpen

ű^-í1*-1 s Hmod #,_!>,

í ;;>i/>2-/'»-i = i (mód p,).

Innen következik (4.10).
Ezt a tételt az n = 3 esetre alkalmazva könnyen megmutathatjuk, hogy például

561 =3 • 1 1 • 17 egy Carmichael-szám, amelyet felfedezője 1909-ben talált [27].
Valóban, elemi számításokkal igazolhatjuk, hogy bármely olyan a egész számra
amely nem osztható a 3, 1 1 és 17 számok egyikéve! sem

a 3 > l l - 1 = I ( m o d 17), a"1 '7-' = l (mód 3), a17'3"1 s l (mód 11).

s így
f l 3 < 1 1 < l 7 - 1 = 1 ( m o d 3 - 1 1 -17) .

Az n =4 esetre hasonló módon igazolhat juk, hogy

[28].

4.4. A Mersenne-féle számok
BOLYAI JÁNOS egy időben arra is gondolt, hogy a prímek képlete! a 2" - l alakú
számokban sikerül majd megtalálnia. Egy 1855. júl. 1 1-én kelt hivatalos okmány
ívén (1509/1) az üresen maradt részeket tölt i ki jegyzeteivel. Itt még azt írja -
hibásan -, hogy ha p prímszám, akkor a 1P — l is prímszám, de aztán később
apjához küldött egyik levelében helyreigazítva ezt a tévedést, többek között ezt
olvashatjuk: „Azi megmutatni, hogy bármely 2!' — l alakú szám prím mihelyt

p prím, ugyanakkor amikor <i22 +1 -gyei hajiódám, magam is megkísértettem.
mert amint irataim ix megmutatják én is abban zi sejtelemben voltam, hogy2!> — \
mindig prím, ha p prím. Ez egy történeti fontosságú felfedezése volna a legelső
olyan függvénynek, mely mindig prímet ad. Azonban ez sem valósul meg, mert
például 2 ' ' - 1 = 2047 = 23 • 89. . .".

Azt. hogy 2 1 1 - l összetett szám már M. MERSENNE (1588-1648) tudta.
Meglepő, hogy MERSENNE észrevételéről BOLYAI nem értesült, de amint leve-
lében olvashatjuk, végül ő egyedül is fe l i smerte azt (1014/1").
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4.5. Fermat karácsonyi tétele

A számelmélet egyik klasszikus tétele szerint minden 4m + l (m e N) alakú prím-
szám a tagok sorrendjétől eltekintve egyértelműen felírható két egész szám négy-
zetének összegeként.

Például 5 = 22 + l 2 . 73 = 82+32, 97 = 92+42, 40I=20 2 + 12.

Ezt a nevezetes tételt a matematika története P. FERMATnak tulajdonítja,
bár néhány évvel előtte A. GIRARD (1595-1632) is megfogalmazta [37]. Mi-
vel FERMAT felfedezését egy 1640. december 25-én kelt levelében közli barátjá-
val, M. MERSENNE-nel, a tételt szokták FERMAT karácsonyi tételének is nevezni.
FERMAT az un. „descente infinite" vagy „végtelen leszállás" módszerével bizo-
nyította be a tételt [97, 273 old.]. Később EULER és J. L. LAGRAN'GE (1736-1843)
is több bizonyítási talált. Bár napjainkban FERMAT karácsonyi tételének sokfé-
le bizonyításává! rendelkezünk [37, 41, 103], érdekes módon a matematikusok
most is élénken érdeklődnek iránta. Az utóbbi évtizedekben, sőt években is több
olyan p u b l i k á c i ó jelent meg, amelyek szerzői a tétel egyszerű, elemi és m i n é l
rövidebb bizonyítására törekedtek [4, 5, 43, 44. 121, 130J.

A 4m + l alakú prímszámok BOLYAI JÁNOS érdeklődését is felkeltették. Vizs-
gálódásainak eredményeképpen több rövid bizonyítása született FERMAT tételére.
Ezt a léteit BOLYAI jól ismerte a Disquis i t iones ari lhmeticae-ből. Ap ja a Teleki
Tékában megtalálta és elolvasta EULERnek a Fermat-tételre adott eredeti bizo-
nyítását. (EULER dolgozata ma is olvasható a Tékában. Egy 1754-bSÍ szárma-
zó, Szentpéterváron kiadott vaskos folyóirat 55 oldalát foglalja el.) Minden bi-
zonnyal hosszúnak és b o n y o l u l t n a k találta, s ezen arra biztatta fiát, hogy kísérelje
meg annak egyszerűbb igazolását. BOLYAI FARKAS egyik, 1854-ben Jánoshoz írt
levelében ( 1 1 1 7 / 1 , l", 2) a következő tétel bizonyítását közli: „Ha a,b. c egész

a2+b2

számok, és T— is egész szám, ez vagy két egész quadrát .summája, vagy
c1

egész quadrát". Levelének első oldalán ezt írja: „Cserébe a 4m + 1 alakú prímek
legegyszerűbb bizonyítását várom." Egy másik alkalommal, már 1855-ben azt is
tudatja Jánossal, hogy: „A 4m -f l csak a Pelersburgi Aclakban van a Comment
növi petropolitan Torna V, dátum 1754 s 1755" (1521/1, l1').

BOLYAI JÁNOS megfogadta apja tanácsát s felszólítására egy levélben vála-
szol, amelyben mindössze kél oldalon mindjárt négyféle bizonyítást is bemutat,
A bizonyításokat különböző kéziratlapokról gyűjthetjiik össze {495/2"; 800/2, 4;
1332/1, l 1 ' , 2; 1333/1, l 1 1 ) . Különös módon BOLYAI többször is lejegyezte azokat,
magyarul és németül is, néhány helyen szépen letisztázott, összefüggő szöveget
t a l á l u n k . Bizonyára ezek valamelyikét küldte el apjának.
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Ismerkedjünk meg tehát BOLYAI JÁNOSnak a Fenn át-tételre adott bizonyítá-
saival. Fogalmazásában így hangzik a tété!: „Hogy bármely pozitív, 4m + I ido-
mú prímszám p két pozitív négyzetszám összvegje, és csuk egyként1 (1332/1)
(7. ábra).

Látni fogjuk, hogy bizonyításaiban BOLYAI a Disquisitiones egyik „nagyon
fontos, szép" lételére hivatkozik, amely „Két kép is meg van a Disq. Ar-ben".
Ennek ellenére ő is készít még egy újabb bizonyítást rá (l 190/9).

Első bizonyítás
BOLYAI abból a tételből indul ki, amely szerint ha p egy 4m + l alakú prímszám,
akkor létezik olyan x egész szám. hogy

is egész szám. Ezt a tételt a Disquisitiones arithmeticae kél paragrafusa - a 64-es
és a 108-as - is tartalmazza. Ezekre hivatkozik BOLYAI. A fenti törtet

P

alakba írva következik, hogy /;-nek létezik ±l-gyel vagy ±i-vel nem egyenlő
x + i x — i

két olyan komplex egész e és f tényezője, amelyekre - - és - - komplex
,/

egészek. Legyen

ahol a, b,c.d n u l l á t ó l különböző egész számok. Mivel p = (a + ib)(c

p ap bp
a + ib a2+b2 is komplex egész.

l T T T T 0

De a <a + h~. b < a~ +b . Mivel sem a, sem b nem nul la , azért a~ + b nem
osztója egyiknek sem, s így az a2 + b valamely egynél nagyobb tényezője ősz-

9 ?lója a p-nek is, ami azt je lenti , hogy az a ^ i-nek és p-nek létezik egynél
0 0

nagyobb közös osztója. Mivel /> prím, ez csak úgy lehet, ha osztója «' +í> -nek.
Ezért

15 F ~>

a +a =np.
a b p

Az n közös osztója a-nak és p-nac, ezért -. -, és így — is racionál is egészek,
n n n

ahonnan vagy >i - p. vagy f i = l következik. Mivel az első esel nem lehet, ezért
csak n = l lehetséges. Tehát
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J^±^ /- 9S& —?^í ̂ *?ws^ ̂ ^^^á^i^MJ^^vM&t'fér&fy -fi wfM#^ »#/*#*>.9&^llJ*
7. ábra (1332/1)



4.5. FERMAT KARÁCSONYI TÉTELE

BOLYAI a bizonyítást a következő szavakkal fejezi be: „és így reped(ez), ha-
sad, nyílik a p és születik gyönyör fi poziti v iker négyzetszám, az anya p maga is
éppen azzá változván."

A felbontás egyértelműségét a következőképpen bizonyítja. Tételezzük fel,
hogy p~a~ + b~ még másképp is felírható két egész szám négyzetének összege-
ként, azaz

p = x2 + y2 = ( x + i y ) ( x — iyi) = (a+ib)(a—ib).

Mivel x + iy = (u + i v ) ( t + i z ) ,
a + ib a —ib

és
11+ív i +iz

(komplex) egészek. De akkor x — iy = (ti —iv)(l —iz). tehát

<-. -> -i ",

p pn'm lévén, n~ + r~ = ], vagy t +z =1. Tehát az első esetben vagy u. vagy
v = 0, s a másik ±1, s hasonlóképpen a második esetben is. így

a + ib a — ib
és

x + iy x —ly

egészek. Jelöljük ezeket r + is és (/• — t's)-sel. Akkor r~ + s~ = l , ahonnan x +iy =

= (a + ib) -/í következik.

Második bizonyítás
p p

Az első bizonyítás a lapján -- egész. Akkor nyi lván - - is az. Az a + ib
a+ib a — ib

és 0 — ib legnagyobb közös osztója nem lehet x + iy alakú, mert akkor x — iy
is az volna. Mivel p pn'm, az a + ib és (a — ífo)-nek ±l-en és ±i-n kívül más
közös osztójuk nem lehet, ezért ezek egymáshoz relatív prímek, s így szorzatuk,
a +b is osztója p-nek. De a~ +b" > l , tehát p = a~ + b~.

Harmadik bizonyítás
A Disquishiones arilhmeticae 2, 4, 9, 108 paragrafusai szerint ha p-4m + \

prímszám, akkor létezik --nél nem nagyobb olyan x egész szám, hogy
*

egész. I t t

9=í!±isá±i=£+i.
P P 4 p
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Ezt az egyenlőtlenséget, mivel p = 4m + l. még így is írhatjuk:
l

q<
4 4m + l '

ami azt jeienti, hogy ha p> l . akkor q < m + l (g egész szám!}. Mivel x2 + \ =
= (x + i)(x~i). és a két tényező egyikének sem osztója 4m + 3 alakú prímszám
(könnyű bizonyítani, hogy ennek komplex egész osztója nincs), tehát i l y e n alakú
prímszám az .v + l-nek sem lehet osztója, ezért q is 4m + l alakú. (Itt megjegyzi
BOLYAI, hogy ezt a komplex számok nélkül is tudja igazolni .)

Ha most megmutatjuk, hogy ha abból, hogy a tétel érvényes minden p-nél
kisebb 4m +1 alakú pozitív prímre, úgy az /?-re is igaz, és mivel 5=1 + 2 ,
akkor minden i lyen alakú prímre igaz. 4 - 0 + l = 12+02 (161/6).

Legyen p > 5. Az előbbiek szerint

; 1 = P ~ ' | _ P + 3 ^
4 4

s ha most q = r~ + .v~, ami feltételünk szerint lehetséges, úgy

. v 2 + l
' f "J T I T T T/••í+Ji- V H + .v-i/ \,-2+S2

vagyis /? két racionális szám négyzetének összegével egyenlő. Akkor viszont
létezik két olyan pozitív egész szám is, amelyek négyzetének összege p. (Ezt
a tulajdonságot BOLYAI egy korábbi napon írt levelében (800/3) bizonyítja be,
megjegyezve, hogy „itt nagyon derék szolgálatot lesz")
Negyedik bizonyítás
Az első bizonyítás szerint p-(a +ib)(c + id). De akkor p-(n — ih)(c — id)-
vei is egyenlő, ahonnan p2 = p • /? = (fl2 + b2)(c2+d2) s innen, mivel a2+b2>
> 1. r2 + d 2 > 1. /7 = «2 + b2 = í-2+d2 következik (1333/1"}.

A bizonyításokban, azok egyszerűsége és rövidsége mellett, a leginkább
szembetűnő, hogy BOLYAI JÁNOS a komplex egészekéi alkalmazza. Azokban
az években ezt természetesnek is tarthaljuk, hisz akkorra GAUSS már kidolgoz-
ta és közzétette a komplex egészek elméletét. Erről viszont BOLYAI nem tudott.
Amint arról a következő fejezetben meggyőződhetünk. BOLYAI itt saját elméletét
használta fel, amit GAUSStól függetlenül és vele egy időben 6 is felfedezett.

Az első bizonyítást BOLYAI a következő szavakkal zárja: „És hiszem, sőt fo-
gadni mernék, hogy EULER is így hozta ki, azonban az imaginárius prímtan rigo-
rosa tiszta fogalma és szigorú demonstrációja tudása nélkül s azért csodálom is.
hogy ismerhette egy GAUSS a Disq. ár. 218 főül, demonsiníción^k el. Hihetőleg
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ő sem lévén, kivált akkor, az imngináriusokra nézve, tisztában, csak ábrándozva
vette magának azon merészséget, az imagináriusokra ott is, mint egyebütt szok-
ták, kiterjeszteni a reálokról igazakáf (800/2) (8. ábra).

Tudjuk, hogy EULER nem így „hozta ki„. BOLYAI megjegyzéséből azt követ-
keztethetjük, hogy amikor bizonyításait kidolgozta, még nem ismerte El'LERnek
a Teleki Tékában megtalálható és már előbb említett 55 oldalas bizonyítását, csak
tudott arról, hogy azt GAUSS is megemlíti a Disquisitionesben. Apja éppen ezért
figyelmezteti 1855-ben, hogy EULER dolgozatát a Petersburgi Actákban találhatja
meg.

A kél négyzetszámtétellel BOLYAI FARKAS is próbálkozott, de ő nem a komp-
lex egészek felhasználásával bizonyított. Erről BOLYAI JÁNOS következő n y i l a t -
kozatából ér tesülhetünk: „Á 2 n-tan okát (bizonyítását) \/^T nélkül mint állítja
BOLYAI FARKAS adhatni, szép volna, ha lehet s nem hibázta el. szeretném Mtnf
(895/9).

BOLYAI egy másik érdekes mondata: „De van még a GAUSSén és EuLERé/?
kívül egy negyedik demonstrációin is a számtanban mindenütt átható ... kul-
csom altul, mely azonban többől áll. minthogy ilí most egy levélben megírhat-
nám" ( 1 3 3 1 / 1 ) .

Az á l t a l u n k negyediknek feltüntetett rövid bizonyítást BOLYAI nem számoz-
ta meg. Azt igen apró betűkkel írva beszorította három sor közé {] 333/1u) (9.
ábra). Csak nemrég s i k e r ü l t kibetűzni a sorok közül ezt a valóban „egy mon-
datos" bizonyítást. Nem tévedünk, amikor azt állítjuk, hogy BOLY Álnak ebben a
bizonyításban alkalmazott eleganciáját napjainkban sem szárnyalta túl senki.

Ismét csak következtetni tudunk arra, hogy melyik időszakban történt a
BOLYAI FARKAS és János közötti levélváltás. Sajnos BOLYAI JÁNOS csak igen
ritkán írt keltezést a leveleire, de néha ezt BOLYAI FARKAS is elmulasztotta. Ez-
úttal azonban megbízható támpontjaink vannak, amelyek segítségével megálla-
píthatjuk az írások keletkezésének évét, ezzel is pontosítva P. STÁCKEL egyik,
szerintünk hibás dátumát. Ő ugyanis azt sejteti egy helyen [106, 1:96], mintha
Farkas 1842-ben szólította volna fel fiát arra, hogy készítse el a 4m +1 alakú
prímszámok két négyzet összegére való felbontásának legegyszerűbb bizonyítá-
sát. Az igazság az, hogy erre jóval később, az 1850-es évek közepe táján került
sor. Bár a már fentebb idézett és ezt a felszólítást tartalmazó levélen ( 1 1 1 7 / 1 ,
1 U , 2} sincs keltezés, de BOLYAI FARKAS utolsó mondatából; „Ennyi minden bú
fel légzés alatt is egy szomorú jelentést kellé írnom B, KEMÉNY PÁLNÉ kérésé-
re . . ." egyértelműen következtethetünk írása keletkezésének évére, az 1854-es
esztendőre. Tudjuk, Farkas gyakran elvál la l ta, hogy másokról halotti búcsúztatót
készítsen. Nos ez történt most is. KEMÉNY PÁL malomfalvi földbirtokos halála-
kor (1854. április 15.) felesége kérésére írt BOLYAI FARKAS nekrológot. A báró
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Î S^̂ '̂̂ féssé^̂ - *-lU:«~^í?W«'™fT^-1375* fe^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ '̂J^
tííSi£Í̂ ^S*tS«B?Se!S <l^Sa!*S A*"*"*V :±Z-r— 1——**-; : T" . JÍ-L./S- .*,.,J/*.sr!a&Z^*z^tts*tteé&*l*-r-í.'.

4áy**X£. **» ~'jL*rtt&A&£ *T

'fes'r^-^^±áöS^fecS^^S ̂ ? í̂ r^^2>5rVftr^^-A^/^fe

.-,j.^
^^^^«-

^^'^Á^"'^^^^^'^m^^-^]jr^f^ v£iÉr>fJ-̂ f̂-̂ tX 4^*|fe4^^^^^*:fe^
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életét és munkásságát méltató beszéd szövegét KONCZ JÓZSEF is közli a kollégi-
um történetéről írt könyvében [79].

Azon a levélen (1521/1, l1*), amelyben BOLYAI FARKAS közli fiával, hogy
„A 4m + l csak a Petersburgi Actákban van" ez áll: 1855 pünkösd másodnapján.
János bizonyításainak leírását e két levél keletkezésének időpontjai közé kell he-
lyeznünk. Eligazítónk BoLYAlnak az EULER bizonyítására való utalása (,fof>aelni
mernék, hogy EULER is így hozta ki"). Segítségünkre van még egy, a Fertnat-
lélellel kapcsolatos vizsgálódásokkal egy időben készül t oldal is (800/3), amelyre
a harmadik bizonyítás végén hivatkoztunk. Ez BOLYAI JÁNOSnak azt az áilítását
tartalmazza, amely szerint már szinte egy negyedszázada (1831 első" fele) „nagy
kényelemmel és gyönyörre?' él a komplex számoknál a lkalmazott új jelöléseivel.

Következésképpen BOLYAI JÁNOS számelméleti eredményeinek egy része az
1854-55-ös években vagy azelőtt keletkezett. Leveleit a FERMAT karácsonyi té-
leléről, de a kis Fermat-téte!ével kapcsolatos kutatásairól is ebben az időszakban
írla apjának.

A 4 m + l alakú prímszámokra vonatkozó tételeket Bor.YAI meghökkentően
elemi eszközökkel bizonyította be. 140 évvel ezelőtti gondolatait számos mai
tankönyvben is megtalálhatjuk. FERMAT karácsonyi lételének bizonyításánál a

•j

legtöbb szerző napjainkban is a „szép" x = —l (mód /?} tételből i n d u l ki.

A matematika története iránt érdeklődő olvasó joggal kérdezheti, mennyire
voltak újak, eredetiek BOLYAI JÁNOS gondolatai. A FERMAT karácsonyi tételé-
nek sokféle bizonyítása között, amint arról L. E. DiCKSON (1874-1954) beszámol
[37], létezik néhány olyan is, amelyekben a szerzők komplex számokat alkalmaz-
nak. Az első, aki a komplex egészek segítségével bizonyította Pennát-tété lét. G.
EISENSTEIN volt 1844-ben [38], majd nem sokkal utána, 1848-ban P. L. WANTZEL
(1814-1848) a lkalmaz komplex egészeket két egész szám négyzetének összegé-
vel kapcsolatos számelméleti tétel bizonyításánál [125].

BOLYAI JÁNOS ezekről a munkákról semmit sem tudott. Áttanulmányozva
az említett dolgozatokat, azonnal megállapíthatjuk, hogy BOLYAI gondolatme-
nete teljesen eltérő az EISENSTEIN és a WANTZEL által követett úttól. Érdekes,
hogy a Fermat-létel bizonyítására már a múlt században néhány olyan dolgozat

n

is megjelent, amelyekben a szerzők az x~ = -1 (mód /?) kongruenciából indul-
tak ki, akárcsak BOLYAI, de azzal a különbséggel, hogy a folytatásban már nem
a komplex egészeket alkalmazzák, így például 1848-ban két i lyen c ikk is nap-
világot látott J. A. SERRET (1819-1885) [37] és C. KERMITE (1822-1901) f57|
tol lából . Mindkét szerző a törtek lánctörtbe fejtése segítségével bizonyít ja a tételt.
HERMITE dolgozata rövidségével tűnik ki. Mindössze egy oldal. BOLYAI JÁNOS
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halála után jóval később, 1886-ban R. LlPSCHITZ (1832-1903) is a fenti kongru-
enciával kezdi dolgozatát. Ő a folytatásban is a komplex egészeket felhasználva
bizonyítja be Fermat tételét, de másképpen, m i n t BOLYAI [86].

Biztosan áll íthatjuk tehát, hogy BOLYA! JÁNOS bizonyításai eredetiek, akár
más munkái . Nem ismerte az említett dolgozatok egyikét sem, egyedül, önállóan
érte el eredményeit.

4.6. A Fermat-féle számok
Az

Tfr
Fn=2z + 1

alaki'] számokat (ahol ;i természetes szám) Fermat-féle számoknak nevezzük,
amelyeknek a története ugyancsak érdekes és hosszú. FERMAT szilárdan h i t t ab-
ban, hogy az összes i lyen típusú szám prím, noha ő csak az Fg=3, F] =5,
F2 -l 7, / : j = 2-57 és /74 = 65637-et számítolta ki. Sejtése akkor dőlt meg, amikor
CHR. GOLDBACH felszólítására EULER 1732-ben megmutatta, hogy a következő
Fermat-féle szám

F5=641 -6700417.
azaz nem prímszám. Valószínű, hogy a történet ezzel be is fejeződött volna, ha
a Fermat-féle számok nem tűnnek fel a szabályos sokszögek körzővel és vo-
nalzóval történő szerkeszthetőségénél. A számelmélészek a múlt században és
századunk elején sok fáradságos munkát végeztek, hogy újabb Fermat-féle prím-
számokat ta lá l janak. Ma is folytatják a számításokat, de most már elektronikus
számítógépekkel. Eddig az eredmény negatív. Nem találtak újabb Fermat-féle
prímszámot, és sok matematikus most már afelé ha j l ik , hogy talán nincs is belő-
lük több.

BOLYAI JÁNOS képzeletét is megragadták a Fermat-féle számok. Kézírásos
hagyatékának számos lapján, kis céduláján, néha más természetű szövegek közé
beszúrva olyan hosszabb, rövidebb jegyzeteket találunk, amelyekben Fermat-féle
számok bukkannak fel. Természetesen ő! is az a kérdés nyugtalanította, hogy az
F/, alakú számok prímek-e vagy sem?

Édesapjához írt egyik levelében két helyen is utal a Fermat-féle számokkal
való kapcsolatára:

5/n
„3. A Bumemspenectas {tökéletes számok} valamint í\ 2" + l -re nézti előb-

bi demonstrációm is egycbnnínl jó és szép ...
4. Azt megmutatni, hogy bármely 21' - l idomú szám prím mihelyt p prím,

v"ugyanakkor, mikor a (2~ + \)-gyel b&floaam, éppen mugam is megkísértettem.
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mert valóban, mini irataim is mutatják, magam is azon sejtelmemben valék. hogy
úgy 2''-] mindig prím. . . . " { 1 0 1 4 / 1 " ) .

Ezen a levélen sincs keltezés, megírásának időpontjára mégis megbízhatóan
következtethetünk abból a megjegyzéséből, amely szerint egy időben azt sejtette,
hogy a 21' - l a lakú számok prímek, ha /; prímszám. Ezt a feltételezést még egy
1855. j ú l i u s l l -én kelt okmány üresen maradt részein is hangoztatja (1509/1).
Később felismerte, hogy 211 - l összetett szám (4.4.§), amit idézett levelében
BOLYAI FARKASsal is közölt. Levele tehát 1855 közepe után íródott.

A levél szövegébőt és az 1509/1 oldalon található följegyzésekből arra követ-
o ín

keztethetnénk, hogy BOLYAI a 2 +1 számokkal 1855 közepe táján vagy még
azelőtt „bajlódotf. Szintén az 1855-ös esztendőre utal a Marosvásárhelyt 1855.
március 20-án kelt kis cédulán - BOLYAI Kapitány Kontójára - a sorok közé írt

megjegyzés-töredék: „EULER altul ismert 22~ + l =232 + ] =. . ." (1127/1). Egy
1841. február 2. után készült íráson is (759/12'') ta lá lunk olyan próbálkozáso-

iS T&
kát. amelyek a 2" + l és a 2" +1 számokhoz kötődnek. Megjegyzi, hogy az
/•5-röl EULER miuatla ki. hogy összetett szám, de hozzáteszi: neki (EULElinck)
ehhez nem vol t általános kulcsa. A Fermat-féle számok tehát már elég korán,
Domáldon ( !) felmerültek a kísérleteiben.

Alaposan szemügyre véve BOLYAI JÁNOS jegyzeteit, különösen a ,Jó és szép"
bizonyítás megtalálásának reménye sarkallt. Sajnos ez nem vált valóra, viszont
sikerült BOLYAtnak a Fermat-féle számok p n'inf e l bontásához kapcsolódó gondo-
latait. próbálkozásait felfedni.

Kezdjük eiőször BOLYAInak a Fermat-féle számokhoz fűződő néhány meg-
jegyzésével. A prímszámok képletének eddigi hiábavaló kereséséről való fejte-

getéseit ezzel zárja: ..... a 2~ + l-re nézve is FERMAT elsietve, hirtelenkedve,
öncsaiódva állítván . . . " (l 199/3"), hogy minden H? -re prímszám. Ismételten írja,
hogy /Vrö! EULER bizonyította be, hogy nem prím (1214/31 ). Több alkalom-
mal kijelenti, hogy célja a Fermat-féle számok (de másoknak is) prímtényezős
felbontása: „ Új egyszerit, egyenes, könnyű mód bármely xzámnuk minden fakto-
rát megadni oda számlálva !-et és majd a számot /.s" ( 1 097/1 , egy 1 848. október

7-i képviselőházi határozat hátlapján). A 2~ + 1 alakú számokat legkitűnőbb
számoknak nevezi, s a 232 + 1 . 264 + l -el saját, módszerével tényezőkre szerelné
bontani (1193/16").

Azt a merész feladatot is ki tűzi saját magának, hogy megkeresse a neveze-
f\fJJ

tes 2 + 1 számok összes prímtényezőit, valahányszor ezek a számok összelett
számok (745/5'1, 1 048/3). Lényegében ugyanezt a szándékai fejezi ki, amikor azt
mondja: „el kell dönteni, hogy2M + 1. ... prímek vagy nem" (1021/1),
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A továbbiakban vegyük rendre BOLYAI JÁNOSnak a Fermat-féle számokkal
kapcsolatos észrevételeit. Bár végül is nem sikerült neki még az Ff, tényezőit sem
megtalálnia, próbálkozásait - úgy vélem - ennek ellenére érdemes feljegyeznünk.

Ezzel a nehéz feladattal kapcsolatos leginkább figyelemre méltó megállapí-

tása BoLYAinak, hogy „A 1~ + l alukú számok mindig 6n — l alakúak, követ-
kezésképpen sohasem oszthatóak 3-maf (1048/3). Az állítást a következőkép-
pen bizonyítja: Mivel 22"1 ] +1 =(2+ !)(...) következik rendre, hogy 22"'~' +
+ l = 3 n , 2" =3n — l, 2 '" =6/1 — 2. vagyis 2-nek minden páros halványa

6/1-2 alakú. Akkor 22m + l, azaz 22* + l viszont 6íi - I alakú (1550/1). Itt
m. n > l , k > 0 természetes számok.

Két másik idevágó észrevétele BOLYAluak: mivel bármely n természetes
számra 22n = l ( m o d 3 ) . következik, hogy 264 = l ( m o d 3 > (1021/1. 762/12).
Továbbá, mive l ha m > 2 természetes szám a 2"'+1 tényezői 4 k + l alakúak
(1193/24) s tudva azt, hogy minden 4k + l alakú prímszám két egész szám négy-
zetének összegeként ál l í tható elő. írhatjuk, hogy

92"' 4- -( 2 J. - M -~ 4. "\

(1214/25).

Végűi az 1048/3 oldalon megpillanthatjuk mint egy gondolatsor következ-
ményét (a gondolatsor viszont nem található), hogy

22"' + ! = . v v ,

ahol természetesen m > 5.

Az elmondottakból láthatjuk, hogy BOLYAI JÁNOS sokat próbálkozott a
Fermat-féle számok prím fel bontásával. Sajnos ezek a kísérletek nem vezettek
eredményre, de mutatják, hogy Ő nem riadt vissza a nehéz problémáktól, több-
ször visszatért a megoldásukhoz.

Az 1732-es évtől, amikor is EULER kimutatta, hogy az /-g Összetett szám,
szinte 150 évnek kellett eltelnie, amíg 1880-ban a 82 éves F. LANDRAYnek sok
havi kísérletezés után sikerűit tényezőkre bontania az f(,-ot [37, 1:376-377], Le-
het, hogy ez alatt a másfélszáz év alatt még más is próbálkozott ezzel a fela-
dattal (E. LUCAS azt állítja, 1883-ban, hogy ő már LANDRAY előtt megtalálta az
F(, tényezőit [37, 1:377]). A matematika története azonban másokról nem tud.
Kéziratainak tanúsága szerint tehát BOLYAI JÁNOS egy olyan problémával is fog-
lalkozott, amelyre ha lá la után csak 20 évvel sikerüli pontos választ adni.

Érdekes, hogy a Fermat-féle számokra vonatkozó jegyzeteinek nagy része
német n y e l v ű . Lehetséges, hogy az erre vonatkozó kísérleteit már az 1840-es
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évek elején elkezdte. Ezt a föltevést az 1841-ben Domáldon készült feljegyzések
is igazolják (759/12").

4.7. Wilson tétele
WlLSON tétele azt mondja ki, hogy ha p egy prímszám, akkor (p — ])! =
s -l (mód p), vagyis ( /?- ! ) !+ ! osztható p-vel. A léteit E. WAR1NG publ i-
kálta, de beismeri, hogy azt először JOHN WlLSON (1741-1793) fogalmazta meg
bizonyítás nélkül. WlLSON tételét először LAGRANGE bizonyította be 1771-ben.
Ugyancsak LAGRANGE bizonyította be a WlLSON tétel fordítottját is: ha n osztja
(n- 1 ) 1 + 1-ét, akkor n prímszám [37, 1:52-63].

Ezek szerint a (/; — !)! = —] (mód p) összefüggés jel lemzi a prímszámokat,
vagyis pontosan akkor igaz, ha a ;; szám prím. Ebben áll a tétel elméleti fon-
tossága. Segítségével eldönthetjük, hogy egy p egész szám prím-e vagy nem.
Alkalmazása azonban gyakorlatilag szinte leheletlen, mert a (p-l)!+l igen nagy
szám, ha p nagy.

WiLSON tételével természetesen foglalkozik GAUSS is a Disquisitiones
arithmeticae-ben. A 76-os í-ban megemlít i , hogy azt LAGRANGE. majd később
EULER is bebizonyította, a 72.§-ban pedig bemutatja saját bizonyításai is.

A Wil son-téte l le l BOLYAI JÁNOS kéziratainak több lapján találkozunk. A té-
telt nyilvánvalóan a Disquisilionesben olvasta s feltűnhetett neki, hogy GAUSS
nem beszél annak fordítottjáról. Ez különben a mai olvasó számára is különös-
nek látszik, mert a Disqu i s i t iones megjelenése előtt már ketten is elintézték ezt a
kérdést. Amint már említettük, LAGRANGE, majd 1788-ban GENTY is [37, 1:64].
Úgy látszik, ez elkerülte GAUSS figyelmét, s így a BOLYAIak (akik számelméleti
ismereteiket lóképpen GAUSS munkájából szerezlek) sem tudtak arról, hogy már
létezik a Wilson-tétel fordítottjának a bizonyítása is. Érdekes, hogy L. DlRICH-
LET sem beszél a tétel fordítottjáról a (4.3.§)-ban már említett Crelle-folyóirat
1828-as számában közölt dolgozatában. DlRICHLET ebben a később sokat idézett
cikkében közös L-rásból vezeti le a kis Fermat- és a Wilson-tételt [37, l :66].

BOLYAI JÁNOS számára, akit több nagy szám prím vagy Összetett volta ér-
dekelt s aki - amint már tudjuk - a prímszámok képletét is kereste („bái-mely
megudott törvény szeríntíszámsornak- írja ezzel kapcsolatban az 53S/1 oldalon
is - ... általános vagy m hely című íze (tagja) m által f éberül (algebrai l ág} kile-
helő, de hát nz eiószámokat??? {prímszámokat} (Valóban) ezt, ennek i.i így léiéi
sejtéin.'") fontos volt a tétel fordítottja is. Ezt s ikerült elérnie, de a Wilson-lélel
nem bizonyul t a prímszámok egy „excellent és nagyon kényelmes" kritériumá-
nak, mint amilyent a kis Fermat-tételtől is remélt.
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A Wilson-léte) „convsrsájíJnak" bebizonyításával apja is megpróbálkozott.
BOLYAI FARKAS l Sí 3. november 15-én kelt levelében ezt írja: „Hogyha p prím-
szám, s a minden nálánál kisebb számok faktuma (szorzata) /, akkor /+ l oszlik
p-\e], ez meg van több heiyt mutatva: de a conversíiját [fordítottját] -sehol se lát-
tam megmutatva; GAUSS merőben haligat ezen conversáról. Hanem többen értik
úgy, de megmutatás né lkü l . Jól meg kell nézni, megvan-é az írásban mind a két
fele mutatva: nálam van valami azon esetre, ha ott nem volna; de mivel k ö n n y ű
hibázni , még jobban átnézem" [11-, 272 old.].

BOLYAI FARKAS itt bevallja, hogy már kísérletezett a Wüson-tétel fordítottjá-
nak a bebizonyításával, de még nem egészen biztos annak helyességében. Ugyan-
akkor János több helyen (l I93/1611, 1265/40, 1396/1, 895/9") is ír arról, hogy
apja a tétel fordítottját bebizonyította. Az 1193/161' oldalon följegyzi, hogy az
„oly szép és fontos Wilson-téíel fordítottját apám és én is bebizonyítottuk." A
895/91' oldalon ezt írja apjáról: „A Wilson-tan fordítottjának is szigorú, bár is
nem rövid okát {bizonyítását} adtíi."

Annak ellenére, hogy a Disquisiliones arithmeíicae-ben megtalálta a Wilson-
tétel bizonyítását. BOLYAI elkészíti a sajátját is (12I4/141 1) és legalább há-
rom helyen leírja a tété! „fordítványának" is a bizonyítását (1021/2'1, 1214/1411',
1265/40).

Mielőtt ezt a bizonyítást bemulainánk, lejegyezzük BOLYAinak az egyik kéz-
iratlapon ta lá lható pár mondatát:

A Wilson-lélel így is írható:

(o-l)! + l
-=q vasy (p- 1)! + l = pq,

P

ahol g egész szám. A q legkisebb értékei, ha p = 2, 3. 5, 7, 1 1 , 13, 17, . . . ezek:
I . 1.5. 103, 329891. 36846277, és még egy érték /? = 17-re (ezt nem számítja ki
BOLYAI). Ezután megjegyzi, hogy ezek közül a számok közül az utolsó hármat.
aztán a 232 + l =, 264 + l és a GAUSS által vizsgált két számot a 97 .... 4 -
ét (csak így!) a saját módszerével tényezőre fogja bontani (l 193/16'').

A következőkben - mai jelöléseinket és elnevezéseinket használva - ismer-
tet jük BOLYAI JÁNOSnak a Wilson-tétel fordítottjára adott bizonyítását:

Legyen
( / j - 1 ) ! = - l {mod p) .

Tételezzük fel, hogy /) nem prím és, hogy e a /; szám egy prímosztója, azaz
p = e p\. Wüson-tétele szerint

(e- l)! = -I(mod e).

De akkor
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ahonnan ( e — ] ) ! = = ( / ? — l ) ! (mód c). azaz 1 = -{módé). Mivel e </;,
(e- 1)!

-=0(mod e), ami nyi lván csak úgy lehet, ha e-/;, tehát p-nek nincs
(e - I ) !

más osztója l-én és p-n kívül, ami azt jelenti, hogy p prímszám (102I/2U).

Megjegyezzük, hogy az 1214/14" oldalon található bizonyítások az 1843-as
év után keletkeztek.

4.8. Bolyai János bűvös négyzete

Elhiszi a Kedves Olvasó, hogy BOLYAI JÁNOS bűvös négyzetet (ami olyan termé-
szetes számokkal képezen négyzetes mátrix, amelynek minden sorában, minden
oszlopában és m i n d k é t átlójában iévő számok Összege ugyanaz) is szerkesztett?
Pedig így van. Egy nyugodt percében 5 is elszórakozott a számokkal. Játékos
kedvében lehetett, de az is meglehet, hogy nagyon komolyan vette ezt a játékot.

BOLYAI JÁNOS általánosan, betűkkel szerkeszti meg a bűvös négyzetét. Ha
a betűk helyébe különböző értékeket helyettesítünk, vigyázva arra, hogy mindig
természetes számokat kapjunk, más-más felépítésű bűvös négyzetekhez jutunk.

BOLYAI JÁNOS bűvös négyzete:

X

4b-2x-y

x + y - b

V

b

2h - y

$b-x-y

2x+y-2b

21; -x

Úgy tűnik, hogy az a néhány sor, amelyet a bűvös négyzetet tartalmazó kéz-
irat lapra (372/4) (10. ábra) ín BOLYAI, csak a befejezését alkotja egyik gondo-
latának. Erre utal a

egyenlőség, ahol nem tudjuk, hogy mit jelöl a z és a betű, továbbá az, hogy az
első mondat így kezdődik: „SŐl ha . . . ", BOLYAI legtöbb új gondolatát NB-vel



4.8. BOLYAI JÁNOS BŰVÖS NÉGYZETE 103

±*rtsfsL *JJ^ tört/-- 'f*

5̂t̂ '̂ ^̂

10. ábra (372/4)
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{nóta bene) kezdi. Nem sikerült megtalálni az írás fellételezett kezdetét, pedig
ez minden bizonnyal hasznos lenne annak megállapításához, hogy milyen mód-
szerrel alkotta meg BOLYAI a bűvös négyzetéi.

Rövid írásának végén BOLYAI felszólít arra, hogy általánosítsuk az álta-
la készített 3 x 3-as bűvös négyzetet, tetszőleges n x n-es négyzetre: „Lásd'a
fűrkészd-ki okát altalján bár-hány - rj mezőkre osztott D né! az egy-púti
{számtani szorzat}, néhn egy-pári {mértani sorozat} vagy zenei [harmonikus
sorozat} sorokból!..."

4.9. Néhány más termés/etű számelméleti feladat

Ebben a paragrafusban még felsorolunk röviden néhány olyan számelméleti
problémát, amelyek elvétve fel-felbukkannak a hagyaték lapjain. A bizonyítá-
sokat mosi nem részletezzük.

u) BOLYAI egyik följegyzésén (1509/1") a következő kijelentés bizonyítását
talál juk: ha a és b egymáshoz relatív prím számok, akkor 2" - l és 2b — l is
relatív prím számok. A kijelemés fordítottját nem említi BOLYAI. A m i n t tudjuk,
az is igaz.

h) N y i l a t k o z i k BOLYAI a különböző számrendszerekről is. így érvel a kettes
számrendszer hasznossága mellett: erő kíméléséért s egyszerűségért inkább
a kettős szám írásmódot kellene bevenni..." (486/1).

c) BOLYAI JÁNOS is megfigyelte, hogy a prímszámok rendkívül szabálytala-
nul fordulnak elő a természetes számok sorozatában. Érdekelte azok sűrűsége
(1396/1). vagyis a szomszédos prímek közötti hézagok nagysága. Azt javasol-
ja, hogy: „Meg kell kissé vizsgálni a főszám-tárokból {prímszámtáblázatok) a
legmagasabbakat, hogy körűibe mily közök- vagy ugrás- vagy kiilség vagy kü!y
vagy változásokkal mennek, nőnek ? Nő n külség is, vagy csak véges marad? Az
utóbbi esetben van remény u kilehctéshez;..." (538/1}.

Valószínű BOLYAI nem ismerte a CSERNÁK LAJOS ál ta l a h o l l a n d i a i De-
venterben 1811-ben kiadott törzsszám-táblázatot. Ez a nagyon precíz munka
í 020000-ig tartalmazta a prímszámokat. Korában a matematikusok körében is-
mert volt, még GAUSS is elismerően írt róla.

(!) Egy keltezés nélküli levél hátán (1015/1 L:) tömören e n n y i áll: 4272943
ecli szám (prímszám). Ez a szám valóban törzsszám [82, 122 old.]. Külön kö-
szönjük SHARON L. DRUGAN-nak, aki Kiss LEVENTE közbenjárására volt szíves
e l k ü l d e n i a Madisonban (Wiscon.sin - USA) őrzött The First Six Mi l l ión Prime
Numbers mikrofi lm 241. oldalának fényképét, amely szintén magában foglalja
ezt a számot. Honnan tudhatta BOLYAI, hogy ez a szám prímszám?



-1.9. N t L l ! \N1 M'VS l U K M h . S / h ' i r SAVMH.MI LM l ]•! l A ! > A I l US

e) Több helyen olvashatunk még a számelmélet körébe tartozó kérdésekről
(elsőlbkú diofanlikus egyenletekről, a Pell-féle egyenletekről, az eraloszlhenészi
szitáról, a tökéletes számokról stb.), amelyeket most nem részletezünk.

Úgy gondoljuk, hogy az előzőekben bemutatott eredmények alapján kijelent-
hetjük, hogy BOLYAI JÁNOS nemcsak foglalkozott a számelméletlel, hanem olyan
felfedezésekkel is gazdagította azt. amelyekre más matematikusok csak utána,
évtizedek múlva gondoltak. Igaz, hogy ezek az újdonságok nem váltak ismert-
té, s így nem is lehettek hatással a számelmélet fejlődésére. Pedig ha alkalma
lett volna ezeket p u b l i k á l n i a különböző folyóiratokban vagy könyvekben, bizo-
nyára jótékony befolyást gyakorollak volna mind a magyar, mind a nemzetközi
számelméleti kutatásokra.

BOLYAI írásai ugyanakkor ellentmondanak annak az általánosan elterjedi vé-
leménynek, amely szerint ő mindig mély geometriai szemléletére támaszkodott,
eredményei és eredeti gondolatai is mindig geometriai tartalmúak [l, 149 old.].
Számelméleti írásainak feltárásával legalább most, utólag belátjuk, hogy BOLYAlt
kora matematikájának minden ága érdekelte, sokoldalú, eredeti tudós volt.

Eddig úgy tiidluk [110, 244 és 296 old.], hogy a magyar matematika a mul l
század ulolsó negyedéig nem tud fe lmulatni említésre méltó számelméleti ered-
ményeket. Az első számelméleti feladatokkal foglalkozó dolgozatokat KŐNIG
GYULA, RADOS GUSZTÁV, BAUER MIHÁLY közöltek. VALYI GYULA nagy ér-
deme, hogy a m ú l t században a Magyarországon elhanyagolt matematikai disz-
ciplínának, a számelméletnek lelkes híveket toborzott.

Ha számba vesszük BOLYAI JÁNOsnak fentebbi eredményeit, akkor a ma-
gyarországi számelméleti kutatások kezdetéi minlegy fél évszázaddal előbbre
kell helyeznünk. Ezek valójában a két BOLYAI tevékenységével kezdődtek meg
Magyarországon. A kéziratok tanúsága szerint BOLYAI FARKASt is érdekelték
a számelméleti kérdések. Nemcsak biztat ta fiát különböző számelméleti felada-
tok megoldására, de ő is próbálkozott ezekkel (4.7.§), ha nem is olyan sikere-
sen, mint János. A két BOLYAI számelméleti kutatásai azonban eddig nem váltak
közkinccsé. Még a jóbaráthoz, GAUSShoz sem jutotlak el. Kettejükön kívül senki
más nem tudott ezekről, immár 140 éve. A Teleki Téka polcain heverlek nap-
ja inkig . Feltárva azokat elmondhatjuk, hogy az első magyar matemalikus, aki a
számelmélel lerén jelenlös eredményekel ért el: BOLYAI JÁNOS.

Valahányszor BOLYA! JÁNOS életére emlékezünk vagy munkásságáról szó-
lunk, mindegyre fe lmerül apja, BOLYAI FARKAS neve is. írásunk eddigi részé-
ben is ál landóan tapasztal tuk, hogy ez a két név szorosan összefonódik. Való-
ban lehet-e BOLYAI FARKASra emlékezni anélkül , hogy Jánosra, a fiúra ne gon-
dolnánk, és írhatunk-e Jánosról úgy. hogy közben az apáról megfeledkezünk?
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Vérségi köteléken túl a nehéz tudóssors is egymáshoz láncolta okét, meg a két
évezredes probléma, amelynek megoldásán fáradoztak. „Ezt a két embert - írja
NÉMETH LÁSZLÓ - nemcsak példátlan heves apa-fiú viszony s az azonos és egy-
másra utaló foglalkozás kapcsolta össze, hanem egy és ugyanaz a probléma, az
emberi agyban fe lmerültek közt tán a legmegdöbbentőbb, megoldásában a leg-
csodálatosabb". Idővel talán szertefoszlanak a keltejük viszonyát mindenképpen
beárnyékolni szándékozók törekvései. Mert sajnos életük jelentéktelen esemé-
nyeiből az utókor jó néhány kutatója drámai színezetű tőkét kovácsolt. Szeren-
csére van, aki jól ismerve egész tevékenységüket, megérti kapcsolatukat s mély-
rehatóan t u d j a elemezni azt. Valósággal felüdítenek VEKERDI LÁSZLÓ szavai: „A
két BOLYAI - apa és fiú - nem holmi provinciális nyomorba süllyedt s kínjukban
egymást tépő szerencsétlenek; alakjuk és sorsuk - gyönyörű levelekkel doku-
mentált harmóniájában - az európai gondolkozás főáramába tartozik, szervesen
és kitéphetellenül. Kihagyásuk az európai szellem egész történetét károsítja és
hamisítja meg, . . . " (123, 301 old.].



A prímtan

5.1. A Bolyai-kutatás egyik fehér foltja

A XIX. század első felében a komplex számok elméletének tisztázása a tudo-
mány egyik központi kérdése volt, amelynek megvalósításához a legnagyobb
hálással GAUSS m u n k á i járultak hozzá. A paraielák mellett talán éppen a kép-
zetes mennyiségek körül i titokzatosság volt az a probléma, amely mind a két
BOLYAIt a legtöbbet foglalkoztatta. Levelezésükben gyakran fölmerült a komp-
lex számok témája. Jánosnak és Farkasnak is megvolt a maga elmélete, amely
sok tekintetben hasonlított egymáshoz, é.s amelyről időnként még szakmai vi tá ik
is támadtak. „ . . . némely Tárgyban ezelőtt mindketten szerfölött sokképpen lévén
elfoglalva, elég értekezhetés (megbeszélés) hiánya miatt nem egészen egyeztünk
meg. érdemlettííl, rendkívül és éppen különösön nagyon tisztelt Atyáin . . . " - írja
BOLYAI JÁNOS (646/1).

Alig néhány évvel BOLYAI JÁNOS halála után a Bolyaiak ügyének fáradha-
tat lan előharcosa, SCHMlüT FERENC temesvári, majd budapesti építész először
ismerteti világnyelven a két Bolyai életrajzi adatait [100]. E cikk 228. oldalán
SCHMIDT megemlíti, hogy BOLYAI JÁNOS foglalkozott a komplex számok el-
méletével. 1899-ben pedig PAUL SlÁCKEL BOLYAI JÁNOS hátrahagyott írásaiból
közzéteszi a Responsiót [104] és más olyan jegyzeteket, amelyekben BOLYAI a
képzetes számokról ír, majd [106] könyvének II. kötetében is részletesen szól
ezekről a munkákról [106:2, 239-249]. SCHMIDT FERENC és főképpen PAUL
STÁCKEL írásainak köszönhetően tehát már régóta tudunk BOLYAI JÁNOSnak a
komplex számok körében végzett mélyreható vizsgálatairól.



108 5. A PRÍMTAN

Azonban sem STÁCKEL, de az eddig megjelent egyetlen más Bolyai-
monográfia szerzője sem említi, hogy BOLYAI JÁNOSI a komplex számok precíz
értelmezése, szerkeszthetősége és geometriai rendszerében feltáruló szerepükön
kívül, azok ar i tmet iká ja is érdekelte. Pedig kéz i ra ta inak szétszór! lapjai azt is el-
árulják, hogy ez a komplex számokkal kapcsolatban fe lmerülő érdekes probléma
is igen élénken foglalkoztatta őt. Szinte hihetetlen, hogy BoLYAInak a komp-
lex számok oszthatóságához fűződő eredményei eddig nem váltak ismertté. A
következőkben a Bolyai-kutatásnak ezt a fehér foltját szeretnénk eltüntetni.

5.2. Gauss és a komplex egészek

A Z[i] :=[a + bi a, bel,} halmazt, vagyis az olyan a+bi alakú komplex számok
halmazát, ahol a és b egész számok, a komplex egészek vagy Gauss-egészek
halmazának nevezzük. Ez a halmaz, a modern algebra terminológiáját használ-
va, a komplex számok összeadására és szorzására nézve egy euklideszi gyűrűt
alkot. Ebben a gyűrűben kiépíthető a racionális számelmélet analogonja, vagyis
a Uauss-egészek Z[f ] gyűrűjében is beszélhetünk az oszthatóság, a maradékos
osztás, a legnagyobb közös osztó, a prímekről és más fogalmakról, éppen úgy,
mint a racionális egészek Z gyűrűjében [56, 97, 98, 102, 120].

A komplex egészek oszthatóságának elméletét GAUSS alapozta meg és
fejlesztette ki. Tiszteletére nevezzük a komplex egészeket gyakran Gauss-
egészeknek. Ő közölte először a komplex egész, komplex prím stb. fogalma-
kat. A Gauss-egészek körében is igazolta a számelmélet alaptételének megfelelő-
jét, és olyan kongruenciákat tárgyalt, amelyekben komplex számok szerepelnek.
Munkájával a Disquisitiones arithmeticae-ben foglaltakat kiterjesztette a komp-
lex egészekre is. Új prímszám-elmélet keletkezett, amelyben például a 3 mint
komplex szám is prímszám, de ha az 5-öt komplex egésznek tekint jük, akkor az
már nem prímszám, ui. például 5 = (1 +20(1 —2i). Ez az új komplex számel-
mélet az aritmetika sok homályos pontját tisztázta, úgyhogy például a négyzetes
reciprocitás létele egyszerűbb lett, mint egész számok esetén [107].

GAUSS kutatásairól a Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio se-
cunda címmel tartott két előadásban számolt be Göttingenben a Kirá ly i Tudós
Társaság ülésén 1831. április 15-én és 23-án. Előadásainak tartalmát a [49] és
|48] dolgozatokban publikálta. Mindkét előadás 1825-ben és 1828-ban a négyze-
tes maradékokról már megjeleni dolgozatainak folytatása volt . A komplex egé-
szek elméletének részletes kifejtéséi az első (ápr.!5-i) előadást ismertető [491 dol-
gozatban t a l á l j u k meg, míg a második (ápr. 23-i) előadás szövege [48] rövidebb,
.s ebben GAUSS - amellett, hogy a 632-638 oldalakon saját szavaival „kifejti a
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képzetes mennyiségekre vonatkozó nézeteit" [101, 108-113 old.] - csupán em-
lékeztet néhány, a komplex egészekkel kapcsolatos fogalomra. Ez természetes,
hisz egy héttel korábban ezekről már részletesen szóit. Most csak megismét-
li a komplex egész, a komplex prím, az összetett komplex egész értelmezését.
Megemlíti, hogy a komplex egészek körében is megtaláljuk egy a + bt (a, b e Z)
komplex számra mint modulusra vonatkozó teljes maradékrendszer, az un. legki-
sebb és legkisebb abszolút maradékok rendszere fogalmának Z-beli analogonjaii
[97]. Ki je lent i , hogy az a + bi modulusra vonatkozó teljes maradékrendszer a 4

•>

+ b~ elemből áli, s végül minden számítást mellőzve megjegyzi, hogy például az
l+2i modulusra vonatkozó legkisebb abszolút teljes maradék rendszer az l, i.
-1. —i számokból á l l .

Elgondolkoztató, hogy a második [48] előadás 1831-ben, míg az első [49]
csak egy év múlva, 1832-ben je lent meg nyomtatásban. Mindenesetre jegyezzük
meg ezeket az adatokat, mert alábbi fejtegetéseink során többször szóba kerülnek.

Mindkét előadás szövege természetesen megtalálható a GAUSS összes műveit
tartalmazó kötelekben [50], az első előadás szövegéi még az [51]-ben is fellel-
het jük. A következőkben inkább ezekre a munkákra hivatkozunk, mert a [48J és
[49] nehezebben hozzáférhetőek.

5.3. A komplex egészek aritmetikája
Bolyai kézirataiban

A komplex egészek aritmetikáját GAUSStól függetlenül és körülbelül vele egy-
időben BOLYAI JÁNOS is kidolgozta. Lehet, hogy ez a kijelentés túl merésznek
tűnik, de bízunk abban, hogy a következőkben kellő érveléssel sikerül azt alátá-
masztani, s így a kételkedő olvasót is meggyőzni.

Bár próbálkozásairól BOLYAI nem készített összefüggő dolgozatot, mint
GAUSS, de kéziratainak különböző oldalairól összegyűjtve a tárggyal kapcsolatos
feljegyzéseit, megállapíthatjuk, hogy a komplex egészek oszthatóságának min-
den alapvető problémájával foglalkozott ő is. Rendszerezve ezeket az írásokat
világosan kirajzolódnak egy egységes elmélet körvonalai.

Elméletét BOLYAI JÁNOS ,,/;r/mfnn"-nak, ritkábban „iniíigiijárius szám-
elitiéU'l"- nek {l 134/1) nevezi.

Mindenekelőtt azt szeretnénk tisztázni, vajon mikor kezdte meg BOLYAI JÁ-
NOS a komplex számokat vizsgálni. Ha megkérdezzük magát a zseniális matema-
tikust, az ő válasza erre a kérdésre egészen egyértelmű. Apjának írt egyik levelé-
ben (740/1) m i n t h a tudatosan erre a kérdésre válaszolna: „ . . . az imagináríusok
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tanát a maga helyén kerestem és meg is kaptam szerencsésen még 1831-ben."
Vagy „Az imaginárius mennyiségek tanát- írja - kis híján negyed évszázaddal
ezelőtt, amikor az én igen fontos Tér Tudományommal foglalkoztam, már kigon-
doltam" (587/1). Meggyőzőek a következő sorok is, amelyeket 1850 után iktatott
a Responsio 9. paragrafusába: „Igaz. hogy én éppen ezekben a vizsgálatokban,
mikor e tárggyal majdnem egy negyed századdal ezelőtt foglalkoztam reájutot-
tam a képzeteseknek igaz elméletére és ezt bővítettem, meg próbára tettem'" [ 106.
2:246].

Val lomásai alapján tehát ál l í thatjuk, hogy BOLYAI JÁNOS saját elméletét már
az 1830-az évek elején, sőt még azelőtt is, az Appendix megjelenése előtt i évek-
ben (lásd amikor az én igen fontos Tér Tudományommal foglalkoztam")
t i sz tán l á t t a . Ismételten ezt igazolja az

/ac + lxS be —ad \
—— + - 77 (c4-rf) = fl + fc

\cc + dd cc + dd J

egyenlőség (ahol megjegyzése szerint •*• l = •/—!}, amelyet egy, az 1825-ös esz-
tendőre kinyomtatott újévi jókívánságukat tartalmazó papírlapon p i l l a n t h a t u n k
meg lat in szövegbe ágyazva (1546/1). S hogy BOLYAI ebben az időben az ima-
gináriusok tanán nemcsak a komplex számok általános elméletét érti, hanem
ugyanakkor a komplex egészek oszthatóságára is gondol, azt a következő, mon-
daniva lónk szempontjából különösen fontos, németül írt följegyzése is elárul-
ja: „Kezdettől fogva éreztem annak szükségét, hogy az imaginárius számokat a
számelméletbe is fel kell venni, vagyis ezekre is ki kell terjeszteni, s az óhajtott
siker érdekében már régóta némely fontos vizsgálatot alkalmaztam. Nagy öröm-
mel, meglepve olvastam a Gottingeni tudományon értesítőben ugyanezt a nézetet.
Észrevettem, hogy GAUSS sem tudott megszabadulni eiiől. és hogy ő ebben a te-
kintetben már nagyon nagy haladást tett. Mindazonáltal az ő nézete a komplex
számok alapfogalmáról amit ő olyan magasra tart (amint levelében édesapám-
nak is megírta: <£ . . . ~S>, akár az említett Gött. értesítőből is kiviláglik) még
mindig nem világos, egyszerű cs általában nem eléggé átható, kimerítő... Én
ezzel a tárggyal is már körülbelül negyed évszázada teljesen tisztában vagyok.
A maga részéről a Tentamen is szükségesnek ismerte e! tekintetben venni az
imaginárius..." (982/81').

BOLYAI JÁNOS idézett jegyzete az 1850-es évekből való. Egy olyan nyomtat-
vány hátlapjára írta. amelynek első oldaláról az 185... év olvasható le. Följegy-
zésében GAUSS [48] cikkére utal, a zárójelben előforduló három pont - <g; ...
» - pedig GAUSSnak BOLYAI FARKAShoz 1832. március 6-án írt levelét [101,
108-113 old.] idézi.
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GAUSS [48] dolgozatához János csak 1833 után juthatott hozzá. Ugyanis ez
1833-ban még nem volt Marosvásárhelyen, mert a Tentamen második kötetének
előszavában (1833-ban jelent meg) még ezt írja BOLYAI FARKAS: „addig kell
tanítványaimnak előadnom (a komplex számokat), míg amaz meg nem jelen"
[106, 1:33]. Majd 1835. á p r i l i s 20-án köszöni meg GAUSSnak „az imagináriu-
sokról szóló értesítést" )nem „hirdetést" [20, 186 old.]!) hozzátéve, hogy ..Az
imagináriusok későn jöttek, az én régi elgondolásom rég ki volt nyomva ...".
Másrészt tudjuk azt is, hogy BOLYAI JÁNOS csak 1833 nyarán érkezett haza vég-
leg Marosvásárhelyre.

Idézzük a Tentamen előszavából még a következő részt is: „Midőn pedig a
tiszta képzeteseknek csakis saját meggyőződésem szerint értelmet tulajdonítani
próbáltam még nem ismerkedtem a göttingai nagy férfiúnak (a Göltinger
gelehrte Anzeigenben) már régebben kiadott képzetes mennyiségek alapvonala-
ival és egy időben ezeknek tárgyalására vonatkozó panaszával." [10]. GAUSS
valóban panaszkodik [48, 632 old.], hogy még sokan nem barátkoztak meg az
imaginárius mennyiségek természetével és egyes matematikusoknak ezekről ha-
mis elképzeléseik vannak.

Már az eddig idézett sorokból is kiolvashatjuk, hogy BOLYAI JÁNOS Önállóan,
GAUSSIÓ! függetlenül és a Gött. gél. Anzeigen olvasása előtt kidolgozta elméle-
tét a komplex számokról. De több más följegyzésében is félreérthetetlenül utal
erre. Egy apjának írt igen bizakodó hangú levelében (800/1 l !) beszél a készü-
lő prímtanról. Nyíltan kimondja elméletének célját: „.. . a készülőprínittmnak -
írja - bármely, tehát u Disqwsitiones arithmeticaenek is bármely theorémíiját pro-
cerlo (bizonyosan) megmutathatni, problémája! resolválhatni és így e/rc nézve,
az egész Disquisítion&s aiithtneticat-s zsebre tehetni .,,". Ugyanebben a levél-
ben olvashat juk: ,,/i prímek kirekesztő formulájának is már nincs kételyen], hogy
meg pedig rövid időn, sikerülnie kell, még pedig bármi idfiniitűk legyenek". Nyil-
vánvaló utalás arra, hogy nemcsak a racionális egész prímek, hanem a komplex
prímek képletének megtalálásában is reménykedik ekkor. Ismét a Disquis i t iones
arithmeticae-re célozva jegyzi meg: ,,/lz imsgsnáríusokat is belefoglalva, miről
már GAUSS megint még csuk nem is szol „. Későbbi írásaiból még két helyről
idézünk. A 800/3 lap egyik oldaljegyzetében k i j e l e n t i : ;i prímek általam
régóta az imagioéríusokra is kiterjesztett elemi tulajdonságaiból...", 1853-ban
1106. 1:256] pedig ezt írja: „A szerző... mint a képzetes és valós mennyiségek
egész elméletének főpontjaihoz már sok évvel ezelőtt, más alkalommal eljutott,

ti

Fentebb már rámutattunk arra, hogy GAUSS két dolgozatban, a [48] és [49]-
ben közölte elméletét 1831-ben és 1832-ben. A rendelkezésünkre álló adatok,
mint például GAUSS-BOLYAI FARKAS levelezése [101], BOLYAI JÁNOS kéziratos
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hagyatéka, a könyvtárainkban fellelhető múlt századi folyóiratok tanulmányozása
nyomán áll í thatjuk, hogy BOLYAI csak GAUSS második előadásának tartalmát is-
merte, azt, amelyik 1831 -ben látott napvilágot a Göttingische gelehrte Anzeigen-
ben. Erre az írásra maga GAUSS hívta fel BOLYAI FARKAS figyelmét a nevezetes
( . . . ha fiadat dicsérem, akkor magamat dicsérem . . . ) 1832. március 6-án „régi
felejthetetlen barátjához" intézett levelében: „ . . . egyik kis dolgozatomban ...
találhatod néhány oídalon k i f e j t v e a képzetes mennyiségekre vonatkozó nézete-
imnek lényegét is ... nem nehéz megszerezni . . . " [101, 102 old.]. A folyóirat
valamikor 1833 és 1835 (már idéztük: ,.az imagináriusok későn jöttek" - írja
Farkas 1835. április 20-án) közölt el jutott Marosvásárhelyre (ma is megtekint-
hető a Teleki Tékában), de nincs meg a Commemaliones soc. reg. se. Götting.
receniiores 1832-es száma (A Teleki Tékában az 1811-es évfolyammá! szakad
meg a sorozat, a kolozsvári könyvtárakban egyetlen példánya sem laláihaló), így
aztán GAUSSnak éppen az a dolgozata hiányzott és hiányzik ma is Marosvásárhe-
lyen, amely első előadását ismerteti s amely a komplex egészek oszthatóságával
kapcsolatos legfontosabb problémákat tartalmazza ([49], ül. 150]).

Ezért nem ismerhette BOLYAI JÁNOS teljes egészében a gaussí elméletei. Le-
het ez az egyik oka annak is, hogy nem tart ja kielégítőnek GAUSS munkáját, több
bíráló megjegyzést fűz hozzá a fenti idézetben és a Rcsponsióban is „nem sértve
e kitűnő férfit megillető tiszteletet". Elég különös s nehezen megmagyarázható,
hogy GAUSS miért csak a [48] írásáról értesíti BOLYAI FARKASt, amelyben a 632-
638 oldalakon kifejtett nézeteinek ..lényegén" a komplex számok ábrázolásával
kapcsolatos problémákat érti, de a komplex aritmetika elméletének részletes ki-
fejtéséről, vagyis a [49] dolgozatban foglaltakról a későbbiek során még csak
említési sem lesz soha.

Nem tudjuk GAUSS hallgatásának okát, pedig BOLYAI FARKAS többször sür-
gette, hogy küldje el neki a képzetes mennyiségekről készült részletes munkáját.
Mivé! kérését GAUSS nem leljesílelle, 1848. jan. 18-án már így panaszkodik:
„Hosszan vártam imaginárius-teóriád kifejtésére, és már felhagytam minden re-
ménnyel . Csak néhány héllel ezelőtl olvastam egy kis magyarhoni munkában,
hogy megjelent MÜLLER Archiv dér Malhematikja I. kötelének 4. füzelében, de
semmi egyéb nem áll róla. Addig soha nem hallottam MÜLLER Archivjáról (pe-
nitus totó divis i őrbe vagyunk), tegnapelőtt írtam Kolozsvárra, hátha valakitől
megkaphatnám" [101, 129 old.], (3.1.§).

GAUSS már áprilisban ír BOLYAI F A R K A S n a k és gondosan válaszol az előző
levélben feltett kérdéseire. Csak a komplex számokról nem ír egy szót sem.

Mindezek alapján e l h i h e l j ü k , hogy BOLYAI JÁNOSnak még 1848-ban, s amint
a fent idézett, az 1850-es évekből való sorok is (982/8") tanúsítják, azután sem
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lehetett tudomása GAUSS munkájának fontosabbik részéről. Különben kéziratos
hagyatékának egyetlen lapján sem fedezhetjük fel annak nyomát, hogy ő olvas-
ta volna a Commentationes folyóirat valamelyik számát. Pedig írásaiban vala-
hányszor egy már ismert tételt vagy más ismeri eredményt felhasznált, azoknak
forrását mindig feltüntette. Jegyzeteiben sokszor hivatkozik, az oldalszámokat,
paragrafusokat is megjelölve EULER, LAÜRANGE, VEGA, GAUSS, BOLYAI FAR-
KAS és mások müveire. „ . . . amit olyast már másalt láttam - írja egy az 1850-as
évek közepéről származó föijegyzésén - vagy máshonnan tudok ide föivéve. bei-
gíizítvü. mindig meg lesz említve: de minek tömege nem sokra menyen, alig teszi
ki nz egésznek . . . " (587/1).

Következésképpen eredetinek kell minősítenünk az általa megalkotott prím-
tant. Természetesen az írásbeli közlés elsőbbsége GAUSSt i l let i , ugyanakkor a
felfedezés önállósága BOLYAI JÁNOSlól sem vitatható el. Annak az olvasónak pe-
dig, aki még mindig fenntartással fogadja az eddigi érveket, úgy érezzük, eléggé
meggyőző lesz BOLYA! és GAUSS munkáinak összehasonlítása.

A tárgyilagosság kedvéért azonban meg kell mondanunk, hogy BOLYAI elmé-
lete nem olyan kimerítő, részletes, mint a GAUSS dolgozatában foglaltak. Jegyze-
teiben nem t a l á l j u k meg több olyan fogalom értelmezését, amelyet viszont GAUSS
megad, és a matematikusok azóta is használnak, így például nem definiálja az
„asszociált elem", egy komplex szám „konjugáltjának" és „normájának" a fogal-
mát. Számításaiból azonban világosan kiolvashatjuk egy komplex egész normája
m u l t i p l i k a l í v tulajdonságának a bebizonyítását (l 190/19) és alkalmazásait, vala-
m i n t azt a tételt, amely szerint ha az a komplex egész osztja a fi komplex egészet,
akkor az a normája is osztja f) normáját (800/2). Ugyanakkor megfigyelhetjük
azt is, hogy bizonyításai különböznek a GAUSS által alkalmazott eljárásoktól.

5.4. Bolyai komplex számokkal kapcsolatos elmélete

Mielőtt rátérünk a BOLYAI JÁNOS által elért eredmények ismertetésére, meg kell
említenünk a komplex számokról írt dolgozatát, a Responsiót. Ebben az érte-
kezésben BOLYAI a komplex számok aritmetikájával nem foglalkozik, bár az
elmondottak szerint a Responsio megírása idején ennek is birtokában voll. A
lipcsei Jablonowski Társaság pályázati kiírásában arra várt feleletet, vajon a
geometriában előforduló komplex mennyiségek szerkeszthetőek-e? BOLYAI te-
hál nem tarthatta szükségesnek, hogy dolgozatában prímtanáról is beszámoljon.

Érdemes felfigyelnünk BOLYAI FARKAS egyik 1844 komi írt levelére, amely-
ben kiadási terveiről tájékoztatja Jánost és közreműködésre szólítja fel: „ . . . hát-
ha Magad költségén, az enyimnek végére az imagináriurnok theoriáját . . . oda
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tennéd?" [17, 394 old.]. Ebből a mondatból nem derül ki, hogy Farkas a Res-
ponsióra gondolt-e - amelyet János időközben visszakért Lipcséből és 1842-ben
visszakapott - vagy a prím tanra. Tény. hogy BOLYAI 1844-ben komolyan fon-
tolgatta, hogy „haladék nélkül" kiadjon egy „kis terjedelmű munkál". Tervét Do-
máldról írta meg apjának (7.2.1?). Itt olvashatjuk azt is, hogy a komplexekről „tő-
helyes és teljes tanomat is nemsokára szándékozom közre-bocsátani" (445/4").
Farkas valószínűleg ezután kínálja fel fiának a közreműködést. Nem ismerjük
János válaszát, de ha megfogadja apja tanácsát, az Appendix mellett még éleié-
ben megjelenhetett volna nyomtatásban második munkája is. Igaz, ez is csupán
egy „függelék" lett volna. Hogy BOLYAI valóban tervezte egy munka kiadá-
sát a komplex mennyiségekről, azt más alkalommal is megerősíti: „... az ed-
digelé célszerűtlen, illetlen, siileílen, helytelen, időtlenül úgy nevezeti -^.képzelt
nyik» (képzetes mennyiségj-ró'/í* tökélyen tanomat is egyébarúnt egyebütt közre-
bocsátani szffiulohló ..." (399/3"). Nem kedvelte a „képzeli" kifejezés hasz-
nálatát sem LOBACSEVSZKU geometriájának, sem a komplex számok megne-
vezésénél. Miután megállapítja, hogy az „Euklid-ellencs ffrtan {nemeuklidészi
geometria} LOBACSEVSZKlJnel képzelt űrtwi" hozzáteszi: „mi utóbbi nevet azon-
ban /ígv nem helyeselhetem, szerethetem, kedvelhetem, . . . . fogadhatom el, mint
a * nyiknek kéjj^elt-nyik nevét" (l 188/1") - s ezt azzal indokolja meg, hogy a
„•*• l és * l becseinek ... éppen úgy lényt lehet és keli megfeleltetni", mint a
pozitív és negatív mennyiségeknek (445/4u).

Később - 1846-ban - János azt tanácsolja apjának, hogy a komplex számok
terén végzett kutatásairól kérjék ki „más elismert derék b&látású s itéletű s jó
ízlésű tanászok ítéletét (például egy GMíSSét)". (739/1). De aztán végül is nem
fordultak GAi:sshoz. Mii is válaszolhatott volna akkor GAUSS? Bizonyára sem
Farkasnak, sem Jánosnak nem lett volna öröme benne.

Most pedig vizsgál juk meg BOLYAI JÁNOSnak a komplex egészek körében
végzett munkáját.

1. BOLYAI JÁNOS kutatásaiban a prímszámok - akár a racionális egész, akár
a komplex prímek - végig központi helyei foglallak el. írásainak számos lapján
fe lbukkannak a prímszámokra vonatkozó jegyzetei. Néha csupán egy-egy rövid
megjegyzést vet papírra, máskor hosszabban értekezik róluk. A téma nem hagyja
nyugton, mindig vissza-visszatér rá.

A prímszámok megnevezésében is megnyi lvánul BOLYAI JÁNOSnak a pon-
tosságra, szabatosságra való törekvése. Mivel vizsgálódásai során ezek különbö-
ző típusaival találkozott, érzi, hogy nem elég, ha mindegyiket egyszerűen csak
prímnek nevezi. Arra törekedett, hogy elnevezésükkel is világosan megkülönböz-
tesse egymástól a prímszámokat aszerint, hogy azok a racionális egészek, vagy
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a komplex egészek gyűrűjében, vagy egy időben mind a két gyíírűben is prímek.
Ttt is szokása szerint új, egyéni elnevezéseket alkot, néha ugyanarra a fogalomra
többet is.

A racionális egész prímeket, azaz a ±2, ±3, ±5, ±7. . . . számokat legtöbb-
ször főszámoknak nevezi, de előfordulnak még az elősziímok, n szűkebb értelem-
ben veit prímszámok és edi-smmok elnevezések is (németül Haupl Zaíil-nak, de
a 4m.+ 1 alakú prímeket megkülönböztetésül a többiektől Haupl-Primzahl-nak
mondja). Azokat a számokat, amelyek a komplex egészek gyűrűjében prímek,
m i n t például az l -t-i, l + 2i, 2 — 3i, 6 — i, .. .számok tökéiyesprímeknek, azokat
pedig, amelyek mind a racionális egészek, mind a komplex egészek gyűrűjében
is prímek, mint például a 3. 7, 11, ... (a 4m + 3 alakú prímszámok) számok.
abszolút prímeknek nevezi.

Megemlítjük még, hogy azokat az a + bi komplex számokat, ahol sem a, sem
b nem n u l l a egész számok, elegyes vagy sokszor vegyes számoknak, iu pedig u
vagy h nu l la , akkor liszla izamoAnak nevezi.

BOLYAI JÁNOS kéziratainak különböző lapjairól kiolvashat juk, hogy a komp-
lex egészek gyűrűjében világosan felismerte a prímeket. Akárcsak GAUSS [51,
543 old.], ő is megállapítja, hogy a komplex prímek:

(i) az, l +('. l -/. -l + / , -l -/ számok (1265/40),

h) a 4m + 3 alakú racionális prímszámok (l446/10*'),

c) a4m + l alakú racionális prímszámok komplex tényezői (l466/10 és 10").

Bár BOLYAI nem hangsúlyozza k ü l ö n , de egy komplex prím asszociálljait
is mindig tudatosan prímeknek tekinti. Nem értelmezi, mint GAUSS, egy elem
asszociált elemének a fogalmát, viszont ki je lent i (1265/40 és 495/2''), hogy ha
l eZ[f] prím, akkor nyolc osztója van: ±1, ±i. ±2, ±/2.

Vizsgál juk meg rendre, hogy mit mond ezekről a számokról BOLYAI JÁNOS?

c?) Azt, hogy az I +/', l -i, -l -t-i, -l -i számok „tökélyen príméit' az
1265/40 oldalon egyszerűen csak felsorolja BOLYAI, a 621/1 oldalon pedig meg-
jegyzi, hogy 2 = (1 +i)( l -i}, de l +i i-( ) - ( ). amivel fé lreérthetet lenül je lzi ,
hogy l -t-i nem írható fel két komplex egész szorzataként. Állítását nem indokol-
ja. Valószínűleg ezt az egyébként ny i lvánva ló tényt nem tartotta szükségesnek
még külön bizonyítani is.

h) A 4w+3 alakú racionális prímszámokról BOLYAI JÁNOS több módon is
bebizonyítja, hogy „abszolút prímek" (vagyis mint komplex számok is prímek).

így például egyik bizonyítása: „Hu ;i p prímszám 4m + 3 alakú, akkor p = t2 +
+ ir nem lehetséges, mert ha í és u egyszerre púvs vagy páratlan, akkor négyze-
teik összege páros lenne, ami nem prímszám, hu pedig t és u közül egyik páros, a
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másik páratlan szám, okkor ezek négyzeteinek Összege 4m + l alakú szám lenne.
Tehát p abszolút prím" (1190/9).

Pontosan ezt a gondolatmenetet olvashat juk mai tankönyveinkben is [103,
3 13 old.].

Egy másik bizonyítás: „Egy 4m+3 alakú valós prímszám soha sem osztha-
tó egy p + qi alakú számmal. Ha másképp volna, akkor annak p — qi-vel, azaz
ezek szorzatával vagyis p +q~-tel is oszthatónak kellene lennie ami csak nk-

7 ")kor lehetséges ha magu 4m +3 = p + q~ lenne. Ez viszont lehetetlen, mert csak
4m+\=p2 + q2". (l 129/1").

c) Azt, hogy a 4m + l alakú racionális prímek két k o n j u g á l t Gau.ss-prím szor-
zatára bomlanak, BOLYAI JÁNOS egy kis cédulán (1446/10} a következőképpen
fogalmazza meg: „a + bi. idomú {alakú} tökélyen gyök prímszámok persze van-
nak: milyek a (4m + 1} prímszámok faktorai (tényezői]". Aztán megmulatja, hogy

T 'J 1 1ha p = ((i + ib)(c + ifi), akkor p = a + b = c + d , ahonnan a +ih = c — id követ-
kezik (1436/2), vagyis ha a szűkebb értelemben vett p prímszám két komplex
egész szorzata, akkor azok egymásnak konjugáltjai kell legyenek. Ezután bebi-
zonyítja, hogy ha p = (in + ni)(in —ni), akkor m+ni prím. Tételezzük fel, hogy
az m + ni komplex egésznek van egy ±1, ±i-től különböző r+si komplex egész
osztója. Akkor, mivel

ni +ni

r+si

komplex egész, következik, hogy az — = — =- = -= — =• is egész. Mivel itt
r£+s* r* + s'L

T I 1 1 . ,
r~+s~7\. ezért r~ +s~ - p, ami azt je len t i , hogy

m + ni m —ni
r+si

vagyis - - =±1 vagy ±i, ahonnan m -±r, n = ±i vagy m =±s, n =±r kö-
r + si

vetkezik, azaz ;;*+ni prím (1431/1"). Tulajdonképpen BOLYA! itt azt mutatja
ki, hogy az m+ni komplex egésznek az asszoc fa l t ja in kívül más osztója nincs,

.. 2 2 _íamennyiben p-ni +ir prím.

A 4m + l alakú racionális prímeknek ezt a tulajdonságát BOLYAI kapcsolatba
hozza FERMAT két négyzetszám tételével is. Ezt írja: „Minden 4m + l alakú p
prímszám két imaginárius prímszám szorzata, mivel minden ilyen szám két egész
szám négyzetének összege" (1389/21, 1333/1 ").

Ugyanezzel a kérdéssel még több, más oldalon is találkozunk (1190/1,
1232/3,3", 1348/4", 594/2").
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2. BOLYAI JÁNOS foglalkozik a komplex egészek egyértelmű prímfelbontá-
sával.

Nem értelmezi ugyan a komplex szám normájának a fogalmát - amit
GAUSSnál a BOLYAI ál ta l nem ismert dolgozatban megtalálunk -, de azért anél-
kül, hogy megnevezné, mindig alkalmazza, amikor szüksége van rá. A bizonyí-
tásai ezáltal néha nehézkesebbé, hosszabbá válnak a kelleténél.

Az egyértelmű prím felbontásról szóló tételt az 1407/3" és 1431/1 oldalakról
olvashatjuk ki: „Minden a + bi alakú szám (a tényezők sorrendjétől eltekintve)
egyértelműen felbontható véges száma prímek szorzatára".

A bizonyítás érdekében először megmutatja, hogy minden a+bi komplex
egész számol legalább egy komplex prímszám oszt. Tételezzük fel, hogy az
a + bi-nék. osztója a tőle különböző c + di szám, vagyis

a+bi
C + Í/Í

"j HX

komplex egész. Akkor - is egész, ahonnan következik, hogy - - r- is
c-di c-^+d2

egész.
N y i l v á n nem lehet c~+d~ >a +b", sem c + d~=a +b~. Ennélfogva

Ha most c + di egy prímszám, akkor ál l í tásunk igaz. Ha nem, akkor éppen
úgy, mint előbb, létezik egy e + /i komplex egész, amely osztója c + c/i-nek, és

Ezt az eljárást addig folytatjuk, amíg egy p + qi prímszámot kapunk. Termé-
szetesen megjegyzi, hogy az

,22 , 1 a . , . fa +b" > c +d > e~ + f > . . .

sorozat véges (143I/1 1 '), továbbá azt is. hogy „az a + bi-nek degy-osztójs
T T ? *"?{komplex-osztójaj csak nz a + b" reál (egész) c +d~ idomú osztójának (ha

c. d ^0) tjecompositíojából eredhet: mi az előbbi szerint csak egyként eshetvén.
viJtígos, hogy az imuginárokat admittáiva is bármely számnak csak véges számú
mérője (tényezője) lehet . . . tehát . . . bármely számot a rendre nem tekintve csak
egyként . . . ugyanazon prímekre szaggathatni (tényezőkre bontani). És a leg->
köz-osztója bármely, tehát slegyes számnak is megtaláítatik prímekre szaggatás
áltar (800/2, 1 333/1 *).
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Itt arra is gondol BOLYAI, hogy a komplex számok esetén a „legnagyobb
közös osztója" helyett más elnevezési kellene bevezetni, mivel „a >, < nek az
elegyeseknél per se (persze) nem lévén érteimé'.

3. BOLYAI JÁNOS több alkalommal k i je lent i és számelméleti tételeinek bizo-
nyításainál alkalmazza a következő tételt: ha az a komplex egész osztja a (b +
+ di)(b — í/ i) szorzatot, akkor a-nak van két olyan e és / tényezője, hogy e osz-
lója í>+di'-nek. f pedig b — (/(-nek.

,.Miír szükséges ex tudom is azon theorémál az imaginárokra is kiterjeszteni
- írja a 495/1" oldalon -, miszerint. lm egy s szám két szám faktumát {szorzatát)
osztja, min! ilt a (b + di)(b~di)-t. úgy van a-nak oly két factora e, f, melyek
közül az egyik itz előbbi két fiictor egyikét, a másik 3 másikát osztja". Ugyanez
a mondat ismétlődik szinte szóról szóra a 800/3 oldalon azzal a bevezetéssel,
hogy mindez már a prím tanból (minek okát (bizonyítását) itt rövidségén el
kel!hagynom) bizonyos ..,".

Az 1332/1 oldalon ezt olvashat juk: „Ismésképp (ismeretes) van olyan x reális
•- i

szám, hogy - - egész legyen ( i t t p=4m + l alakú). De .v~ +1 = (x +i)(x — i)
P

tehát az ímaginériusokra i.v (per se szigorú demonstrációk mellen) kiterjesztett
x + i x — i

prímfanból lennie kell oly móddal p=ef-nek, hogy - —. - - egeszek legye-
e ,/

nek. Sem e, sem f tiszta nem lehet, mert ha egyik tiszta, úgy a másik is nyilván az,
de akkor a fölsőbben! l-t mindeniknek osztania kellvén, nyilván mindenik Csak

C v ! {±1, ±i'{ lehetne: mily két szám egymértje (szorzata) pedig soha sem lehet

= !>"•
Sajnos a kéziratokban nem s ikerül t BüLYAInak ezekre a „szigorú demonst-

rációim" rábukkanni, csupán egy befejezetlen próbálkozására találunk a 800/3
oldalon.

4. A komplex egészek Z[f] gyűrűjében a kongruenciák elméletét is kidol-
gozhatjuk. GAUSS ezt az elmeletét az [51, 534-586 old.] dolgozatában fejtette ki
részletesen, de néhány fogalomról - amelyekről írásunk első felében már szól-
tunk - röviden a [48] dolgozatban is említést tesz. A komplex számok kongru-
enciájával BOLYAI JÁNOS is foglalkozott és ezen a téren is több figyelemre méltó
megállapítást tett. Eredményeit önállóan éne el, hisz a [48] munkában csak né-
hány olyan fogalomról olvasott, amelyeket ő már előbb kigondolt, s amint már
többs/ör hangsúlyoztuk, nem ismerte GAUSS [49] dolgozatát. GAUSS m u n k á j a
összefüggő, több paragrafusból felépített írás, BOLYAI viszont elég rendszertele-
nül, különböző papírlapokra jegyezte le gondolatait („búrén itt semmit se járok
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correct conceptus (rendszerezőösszefoglalás) után, nyakra főre sietve" -vallja be
a 800/1" oldalon).

A kéziratos hagyaték 1190/18" és 1190/19 oldalain BOLYAI is meghatározza,
akárcsak GAUSS, de más úton, azt az e + fi komplex számot, amelyre adott a + bi
és c + di mellett

c + di = e + fi (mód a + bi).

A feladatot a következő elemi .számításokkal oldja meg. Az adott kongruen-
cia így írható

c'-e + (d-/)i =

ami azt j e lent i , hogy
tv - e + (d - f ) i a(c -e) + b(d - f) + \a(d -f)- b(c - e)]/

T ~ ~—''—2—Ti egész,

azaz

és

Léteznek tehát olyan h és k egész számok, hogy

a(c — e) + b(d — /} =
a(d- f)-b(c-e) =

- e) + b(d - f) = (a2 + lr)h.

Innen

ae = ac + b(d - /) - (ti2 +b2)h.

be = hc-a(d - f ) + (a2+!>2)k.

Most ha az egyenlőségek közül az elsőt a-val, a másodikat pedig b-vel szorozzuk
és összeadjuk a szorzatokat

e-r — ah + bk.

Ha pedig i\7. első egyenlőséget b-vel szorozzuk, a másodikat pedig n-val szorozva
kivonjuk az elsőből, akkor

f=d~ak-bh.

így tehát meghatároztuk az e + fi komplex számot s ugyanakkor még azt is
észrevehetjük, hogy a.c — eé&d — f különbségek oszthatóak a és b legnagyobb
közös osztójával (11. ábra).
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GAUSS is természetesen ugyanahhoz az eredményhez jut a [51] 43.§-ban,
megállapítva még, hogy a legkisebb maradékok elemei a 0 és a~ + b1 — l, a leg-

kisebb abszolút maradékok elemei pedig a --(a^+b2) és -(a2+lr) határok

közé esnek. A 44.{j-ban megmutat ja azt is, hogy egy adott modulusra (példa-
ként az 5 + 2Í modulust tárgyalja) nézve miképpen szerkeszthetjük meg ezeket a
maradékokat.

BOLYAinál is több helyen megtalál juk azt az észrevételt, hogy az a + bi mo-
dulusra vonatkozóan egy teljes maradékrendszera~ + b~ elemből á l l {pl. 1134/1),
ami! különben a [48]-ban is olvasott. (Bizonyos komplex számokról - akár az
egész számok esetében - akkor mondjuk, hogy egy teljes maradékrendszert al-
kotnak modulo egy adott a + bi komplex egészre, ha páronként inkongruensek
modulo a+bi. és minden komplex szám kongruens a rendszer valamelyik ele-
mével modulo ci+bi.)

BOLYAI JÁNOSnál szintén találunk egy példát. Megállapítja, hogy az l +2f
modulusra vonatkozó legkisebb maradékrendszert a 0, 1 +/. l —i, -l +i, -l -i
komplex egészek összessége alkotja. „Hű jól emlékszem - írja ezzel kapcsolat-
ban - GAUSS példaként az l + 2í moduluszt vezeti be és azt állítja, hogy a teljes
maradékreodszer csuk az \ + i, l — i, — l + i , — l — i számokból áll. De hol ma-
rad a nulla maradék ? Alig hiszem, hogy az óvatos és körültekintő GAUSS ennyire
szembeötlő hibát követett el. Ezt a bajt a nyomdásznak vagy a korrektornak tu-
lajdonítom" (1193/7). Más helyen (1190/20") megjegyzi: Azt, hogy ezt n
négy komplex számot miért nevezte abszolút legkisebb maradéknak, még nem
tudom".

BOLYAI ezúttal nem emlékszik pontosan. GAUSS a [48] cikkében, amint már
láttuk, valóban az l + 2 i modulust említi példaként, de nem az erre vonatkozó
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i ! w f1'

12. ábra [l 193/7")

legkisebb maradékrendszert. hanem a legkisebb abszolút maradékok teljes rend-
szerének elemeit, az l , i, —l , — i elemeket, sorolja fel.

A továbbiakban (1193/7 és H 93/7") annak igazolására, hogy a 0, l + i .
l - / . — l +1, — l — i számok egy teljes maradékrendszert alkotnak modulo 1 +2i.
BOLYAI először is kimutat ja, hogy ennek a rendszernek tetszőleges két eleme
nem kongruens egymással modulo l +2i (felírja, hogy — l -t-i = l ( mód l +2í),
-l -i =2(mod l +20, l +i =3 (mód l +20. l -i =4(mod l +20), aztán pe-
dig tekinti a következő 15 komplex egészet:

2/. l +3i. l +4i, 2 + i ..... 2 + 4i, 3 + i ..... 3+4i,4 + í ..... 4 + 4i

és számítással igazolja, hogy ezek mindegyike kongruens maradékrendszerének
valamelyik elemével modulo l +2i.

Számításait valószínűleg fejben végezte el, mer! jegyzetében (1193/71') csak
egyszerűen felsorolja a kongruenciákat (12. ábra). Könnyebb olvasásért néhá-
nyat részletesebben is felírunk:

l +2i =0(mod l +2i). mert l +2i = 1(1 +2i).
l + 3 / = ( _ i -0(rnod 1+2Í). mert 2 + 4i = 2(1 +2i).

l+4t =(] -i')(mod l+2i), mert 5i =(2 + 0(1 +21),
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2 + i =(] -i)(mod l+2i). mert ! +2i = 1( I -f 21).

4 + 4/ s(-1 -í')(mod 1 + 2Í), mert 5 + 5f =(3 -(')(! +2i).

A felsorolásból kimaradt az l +i komplex szám, ami érthető, hisz l +i = l +
+ t (mód 1 +20, továbbá az l +4i esetén egy elírás történt.

BOLYAI a módszeresen felsorolt példákból arra következtetett, hogy bármely
komplex egész kongruens lesz rendszerének valamelyik elemével modulo l +21.
Majd hozzáteszi: ,j4 bizonyítás vizsgálatai most még nem melóm véghezvinni"
(1I93/71').

A következőkben BOLYAI gondolatait kiegészítve röviden vázoljuk ezt a bi-
zonyítást, vagyis kimutatjuk, hogy bármely m + n i e2[i] kongruens a 0, l +/,
l —i , — l +/, -l — / komplex egészek valamelyikével modulo l +2/.

a) m + tií' = 0(mod l +20 azt jelenti, hogy - - eZ[i"],

ni+2n+(n-2m)i
vagyis eZ[t],

m + 2n — 3 + (« — 2m + l)t
b) m +ní = l +i (mód l +2i) azt jelenti, hogy - - e

eZ[/]. Hasonlóképpen

löd 1 + 20-ből '

m + 2 t i - l +(ti-2m-3)i

m + 2n+ l +(n -2m+3)í
c) m + n i sí -i (mód 1 +2f)-b61 - -eZ[f],

d)m+ní = -1+i (mód

itt + 2n + 3 + (n - 2m - l }í
e) m+ni s-l -/{mód l +2i)-bol - - eZ[i] követ-

-'kezík.

Könnyen b e l á t h a t j u k , hogy

5 k ± l .̂ n - lm =5h ̂  2,

3) m + 2 / i = 5 A ± 2 « » r t - 2wi = 5h ± l ,
aminek alapján azonnal következik, hogy az a) - e) esetek közül valamelyik
bármely m és n eS-re fennáll.

BOLYAI .TÁNOSnak azok a jegyzetei, amelyekben a komplex egészek kongru-
enciájával foglalkozik, későbbi keletűek. Hivatkozásaiból láthatjuk, hogy amikor
ezeket papírra vetette, már olvasta GAUSS [48J munkáját, de nem valószínű, hogy
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ötletét onnan merítette volna. Amint előbb már láthattuk, BOLYAK éppenség-
gel meglepte, amikor a Gött. gél. Anzeigenben olvasta, hogy nézeteit GAUSS is
felismerte. Jegyzetei mindenesetre többet tartalmaznak a kongruenciákról, mint
GAUSS [48] írása.

BOLYAI abban az igyekezetében, hogy a számelmélet fogalmait a komplex
számokra is kiterjessze, fölveti az összes komplex tökéletes szám meghatározá-
sának kérdését is. Két helyen is (495/1 és 800/1ll) följegyezte szinte ugyanazt a
mondatot: „A már EUKLID által vizsgált rökclyes számok, a tan gyermek-karában,
azon (tudtomra ugyan sem a Régiek, sem az újabbak által még csak nem is érin-
tett) hozzátétellel, hogy mindég oly szám megadódjék ( +• is)" (komplex is).

Ötletét nem részletezi. Egyike lenne ez is azoknak a „legderekabb eszmék" -
nek, amelyeket „nyakra, főre sietve" nem dolgozott ki? BOLYAI minden bi-
zonnyal a tökéletes számok ismert definíciójának a komplex egészekre való alkal-
mazására gondolt, írásaiból azonban nem derül ki, hogy ezt miképpen képzelte
el.

5.5. Befejező gondolatok

Reméljük, hogy az elmondottakban s i k e r ü l t bemutatni BOLYAI JÁNOSnak a
komplex egészek körében végzett vizsgálódásait és elért eredményeit. Szándé-
kunk az volt, hogy felszínre hozzuk BOLYAInak azokat a munkáit is a komplex
számokról, amelyeket a matematika története eddig még nem ismer. Szükséges
tehát kiszélesítenünk ismereteink körét s ezután a Bolyai-mű szerves részéhez
tartozónak tekintenünk a komplex egészek aritmetikáját is.

A komplex számok BOLYAInál a geometriában is fontos szerepet játszanak.
Szerinte „.. . az (úgynevezett) képzetes mennyiségeknek igen kiváló alkalmazá-
sa ..." van, mert segítségükkel az egész (a XI. axiómától független) tér-
tudományt lehetőleg egyszerűen és kényelmesen adhatjuk elő. . . . " [106, 1:101].
A Responsio 9.§-ban közli a hiperbol ikus trigonometria

a c c a h
sin ;'- = sin öl s i n / - és cos t- -cos/- cost-

k k k k K

(t - V^T) képleteit, amelyek az a és h befogókkal, valamint a c átfogóval ren-
delkező derékszögű háromszögekre vonatkoznak, ahol a az a befogóval szemben
fekvő szöget, k pedig a hiperbolikus állandót je lent i , megemlítve, hogy a hiper-

bolikus trigonometria formailag megegyezik a - sugarú gömb trigonometriájá-

val. Ezzé! az észrevétellel azt óhajtotta igazolni, hogy az i képzetes egységnek
fontos, addig ismeretlen geometriai alkalmazása tárult fel az ő rendszerében.



124 _ _ _ __ 5. A PRI'MTAN

BOLYAI JÁNOS nemcsak kidolgozta a komplex számok elméletét, számára
fontosak voltak ennek alkalmazásai is. A komplex egészekre vonatkozó megál-
lapításait nagyszerűen felhasználta különböző számelméleti tételek bebizonyítá-
sánál. így például a 4m+l alakú prímszámok kél négyzet összegére való fel-
bontásának télelét a komplex egészek segítségével bizonyította tae több módon
is (4.5. §}. Ugyancsak a komplex egészeket alkalmazva bizonyítja a következő
tételt: ha a összege két racionális .szám négyzetének, akkor két egész szám négy-
zetének is összege (495/1).

BOLYAI JÁNOS gondolt az analízis fogalmainak a komplex számokra való
kiterjesztésére is. A 759/3 oldalon egy rövid megjegyzése olvasható: „A/B. d-s

-tíint {differenciál- és integrálszámítást) is elegy nyikre {komplex mennyiségre)

m+ín
is ki kel! fi lehet terjeszteni". Az 1537/2 oldalon egy még rövidebb írás: „ /

.'n

/

/>+'(/
nem illő jer.

Megismételjük a P. STÁCKEL [106, 1:2551 által idézett következő följegy-
zést: „Hogy valamely határozott integrál határai mennyiben lehetnek képzetesek,
vagyis mennyiben terjeszthető ki képzetes hínárokra. ... tudtommal még sen-

ki sem vizsgálta meg. itt most meg akarom mutatni, hogy a d és l -tan miként

és mennyiben terjeszthető ki a képzetes mennyiségekre. Hu n - f(x, .y. z. . . .},
akkor először is p + iq, r + i.v. . . . , -/ lehetjük x, v, . . .helyébe, minek követ-

dv
kéziében v + i V-#(/). q. r. s. .. .) + i/7(/?, q, r. s. ...), V = s, V = h, dv= —dn +

Sp
3v , 3V , dV ,

H dq + ..., dv =—dp-\ dq +..., dív+i V) = dv + idV = .... Másrészt.
öq op öq

minthogy a konvergencia miatt 3 'ó-tan könnyen képzetes növekményekre ís ér-
vényesíthető, az x növekménye Ap + Aq." Itt, fájdalom, vége szakad ennek a
ló [jegyzésnek.

Akik BOLYAI JÁNOS kéziratos hagyatékának tanulmányozására vállalkoztak,
valahogy eddig nem figyeltek fel azokra a jegyzetekre, cédulákra, amelyekről
kibelűzhel jük a komplex aritmetikát tartalmazó írásokat. (STÁCKEL sem biztat,
sőt inkább lebeszél BOLYAI i lyen természetű vizsgálatainak kutatásáról, amikor
megjegyzi: „Jánosnak szándéka volt, hogy a képzetes mennyiségekre vonatko-
zó tanának bővített és javított kidolgozását is készítse el, melynek fontosságát
egyenlőrangúnak tartotta az abszolút geometriájával. De amit ebből nyújt, csak
szélesre taposott fejtegetése oiyan gondolatoknak, melyeket már régebben szűk-
szavúan . . . adott elő; tárgyilag új aüg van benne." [106. 1:176]). Talán nem
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is csodálkozhatunk ezen, hiszen olvasásukat, mint különben a többi kéziratlapét
is, megnehezítik a Bolyai-féle jelölések, elnevezések. Első látásra az olyan sza-
vak, mint „tökélyes"-, „elegyes"- vagy „ed;"- számok érthete l lennek tűnnek az
olvasónak. Ezeket csak több kéziratlap összehasonlítása után fejthetjük meg. Ne-
hézséget okoz az is, hogy legtöbbször más-más oldalakon találjuk meg az egy
gondolathoz tartozó jegyzeteket. Amint már említettük, az elmondottakat mi is
csak különböző kézirat-mozaikokból tudtuk összeállítani.



Az algebrai egyenletek elmélete

6.1. Az algebrai egyenletek megoldhatóságáról

Egy adott algebrai egyenlettel kapcsolatban felmerülő legfontosabb feladat meg-
oldásainak (gyökeinek) megkeresése. Többféle módon és többféle eszközzel le-
het egyenleteket megoldani. Ezek között különleges szerepet tölt be az un. al-
gebrai megoldás módszere.

Valamely algebrai egyenlet algebrai megoldásán olyan eljárási értünk, amely
az egyenlet gyökeit annak együtthatóiból kizárólag a négy alapművelet, a ha tvá-
nyozás és pozitív egész kitevőjű gyökvonás véges sokszor való alkalmazásával
adja meg. Ezt úgy is szoktuk mondani, hogy az algebrai egyenletek megoldásá-
nál az elsőrendű cél egy általános megoldó- vagy gyökképlet megadása. Ez egy
olyan algebrai úton nyert kifejezés, amelynek összes értéke és csak ezek az adott
egyenlet gyökei.

Az algebrai egyenletek megoldhatóságának kérdése egyike a matematikatör-
ténet jelentős problémáinak, amely századokon át foglalkoztatta, izgalomban tar-
totta a legkiválóbb matematikusokat. Ezek sorába tartozott SCIP1O dél FERRO
(14657-1526), G. CARDANO (1501-1576), L. FERRARI (1522-1565), N. TAR-
TAGLIA (1500-1577), J. L. LAGRANGE, I. NEWTON (1643-1727), L. EULER, J.
D'ALEMBERT (1717-1783), E. W. TSCHIRNHAUS (1651-1708), C. F. GAUSS, P.
RUFFINI (1765-1822), N. ÁBEL, E. GALOIS. BOLYAI JÁNOS kéziratos hagyatéká-
nak átvizsgálása azt mulatja, hogy ezt a hosszú névsort az 6 nevével is ki kell
egészítenünk.

Az a kérdés, hogy az algebrai egyenletek algebrailag megoldhatóak-e, a re-
neszánsz korában került előtérbe. Az első- és másodfokú egyenletek megoldási



128 6, AZ ALGEBRAI EGYENLETEK ELMÉLETE

módszerét lényegében már a régi babilóniaiak i.s ismerték. A harmad- és negyed-
fokúak megoldás;) gyökképlettel csak a tizenhatodik században sikerült olasz ma-
tematikusoknak. Az i t á l i a i matematikusok s ikerei mély hatást eredményeztek. A
modern idők tudománya először haladta jelentősen túl az antik és az arab mate-
matikát. Nem létezett ezután egyetlen jelentős matematikus sem, aki ne próbálta
volna folytatni az olaszok eredményeit és ve lük analóg módon algebráikig meg-
oldani az ötöd-, hatod- és magasabb íukú egyenleteket. Ezek az erőfeszítések
azonban sorra kudarcot vallottak.

Az évszázadok előrehaladtával mind több és több matematikus fejében meg-
fordult, hogy talán nem is létezik megoldóképlet az ötöd- és magasabb fo-
kú egyenletekhez. A vélemények viszont ebben a tekintetben megoszlottak.
LAGRANGE például kételkedett az ötödfokú egyenlet megoldhatóságában, sejtés-
ként kimondta, hogy az ötöd- és annál magasabb fokú egyenletek nem oldhatóak
meg algebrailag. EULER viszont úgy vélekedett, hogy a négynél magasabb fokú
egyenleteket is meg lehel algebrailag oldani . TscHiRNHAUS azt hitte, hogy álta-
lános módszert ta lá l t az egyenletek megoldására. A kérdést végül is a 18. század
végén és a 19. század elején s ikerül t tisztázni.

Először P. RUFFINI a Teória Generálé Delié Equazioni kétkötetes könyvében.
1799-ben jelentette ki azt a tételt, hogy az ötöd- és magasabb fokú egyenletek ál-
talában nem oldhatóak meg algebrailag. Bizonyítása azonban hiányos volt, és így
még nem döntötte el véglegesen a problémái. 1826-ban N. ÁBEL hibátlan gon-
dolatmenettel bebizonyította a teleli. Pedig 1820-ban még ő is úgy vélte, hogy
megtalálta az ötödfokú egyenlet megoldóképletét. ÁBEL az éppen akkor indu-
ló Crelle-féle folyóirat első számában, a 65-84 oldalakon közölte dolgozatát, de
nem tudott arról, hogy volt már egy elődje. Később azonban értesült RUFFINI
munkájáról. Egy 1828-ból származó .s csak halála után megjelent kéziratos föl-
jegyzésén ezt olvashatjuk: „Ha nem tévedek, előttem csak egyedül RUFFINI pró-
bálta meg <iz általános egyenletek algebrai megoldásainak lehetetlenségét bebi-
zonyítani, de az 5 munkája olyan bonyolult, hogy nehéz megítélni érveléseinek
helyességét" [26, 321 old.].

KUFFIM és ÁBEL tevékenységének elismeréseként ezt a fontos algebrai tételt
róluk nevezték el.

ÁBEL cikkével az egyenletek megoldásának problematikája még nem zárult
le. Ugyanis számos olyan négynél magasabb fokú egyenlet létezik, amelyik al-
gebrailag megoldható. A Ruffini-Abel-tétel szükségessé tette egy fontos elméleti
kutatás megindítását: mi a szükséges és elégséges feltétele annak, hogy egy adott
egyenlet algebrailag megoldható legyen. Ennek a problémának a tisztázása sem
váratott sokáig magára. Egy igen fiatal matematikus, E. GALOiS adott rá pontos
választ.
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Ezzel a közel három évszázados küzdelem, az ötöd- és magasabb fokú egyen-
letek megoldóképletének a felkutatására eldőlt. Bebizonyosodott, hogy ezek az
egyenletek általában gyökjelekkel nem oldhatóak meg. Kiderült, hogy a mate-
matikusok olyasvalamit kerestek, ami nem létezik.

6.2. Bolyai János kísérletei

Az algebrai egyenleteket BOLYAI JÁNOS nagy szenvedéllyel vizsgálta. Amint a
kéziratokból k i v i l á g l i k , Ő is sokat vívódott az egyenletek megoldhatóságának kér-
désével. Eddig feltáratlan hagyatéka igen gazdag a tárgykörhöz tartozó följegy-
zésekben. Hosszabb-rövidebb írások, néha csupán egy-egy megjegyzés tanúsít ja,
hogy élete végéig foglalkoztatták őt az egyenletek. Többször nekigyürkőzik „új-
ból elévéve x nekifogva" e tárgynak. Nem készített összefüggő dolgozatot erről a
témáról sem, s a leggyakrabban nem találjuk megkezdett gondolatainak befejező
részeit. Különösen akkor sajnáljuk ezt, amikor nagy lendülettel induló és merész
címet viselő írást nem olvashatunk végig, mert az hirtelen megszakad. Ilyenfor-
mán a kéziratokból sok kérdésünkre nem kaphatunk határozott feleletet, mégis
érdemes ezeket a vizsgálódásokat számba venni, mivel eddig semmit sem tud-
t u n k Bolyainak az egyenletek megoldhatóságára vonatkozó próbálkozásairól, s e
kérdésre még a legismertebb Bolyai-monográfiákban is [32, 106, 112, 127] leg-
feljebb csak utalás tör ténik. Pedig iia szerencsénk van, elég néhány száz oldalt
átböngésznünk a kéziratokból s máris meggyőződhetünk arról, hogy nemcsak
„szándékában áilt" foglalkozni a/ algebrai egyenletekkel - amint eddig olvashat-
tuk -, hanem valóban vizsgálta is ezt a kérdést.

A feljegyzésekből és töredékekből tiszta kép tárul elénk ez irányú törekvései-
ről. Kiolvashat juk belőlük, hogy sok ideig b izonyta lan úton járva az ötödfokú, sőt
a tetszőleges fokszámú algebrai egyenletek megoldását is keresi (erről, bizonyára
STÁCKEL nyomán a [85] is említést tesz), majd ráébredve tévedéseire ő is eljut a
Rufrini-Abel-tételig.

BOLYAI JÁNOS már aradi szolgálata idején (1826-1830) készített néhány föl-
jegyzést (1.2.g) a magasabb fokú egyenletek megoldásával kapcsolatosan, de na-
gyobb lendülettel csak 1837-ben. Domáldon kezd a témával foglalkozni. Két
olyan írás is létezik, amely erre vonatkozóan eligazít. Az egyik saját vallomása.
.Már még 1837-ben - írja egy később keletkezett szövegben -fordítottam külö-
nös figyelmemet e tárgyra, keményen neki állottam, vetettem magamat ezen erős
vagy kemény sőt megvíhatallan vár ostromának, és némi több oldalú különbnél
különb, élesebbnél élesebb úton végre itt is szerencsésen a dolog igaz erére ta-
lálnom és célhoz is jutnom hála /.(fen sikerül! is" (143/3) (13. ábra). A másik
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13. ábra (143/3)

írás apjának, BOLYAI FARKASnak BŐD PÉTERhez intézett és 1837. június 20-án
kelt levele, amelyben többek között ezt olvashatjuk: „A fiam azt mondja, hogy
a 5ÍÍ( gradus aequatiot generaliter rezolváHa, megmutatván a/ impossibilitas de-
monstratioja hibáit (célzás RUFFINI pontatlan bizonyítására}; sőt kiterjesztette a
még felsőbbekre is: még nem küldötte el hozzám, de Ígérte, hogy elküldi, várom
talán holnap" [11, 268-269 old.].

Ezek szerint BOLYAI JÁNOS 1837-ben már Donnáidon valóban foglalkozott
a magasabb fokú egyenletek megoldásával. Farkas leveléből azt is megtudjuk,
hogy ekkor még bizonytalan úton járt. 1837-ben azt közölte apjával, hogy sike-
rült megoldania az ötödfokii, sőt a magasabb fokú algebrai egyenleteket is. A
„megoldást" biztosan nem küldötte el másnap, amint ígérte.
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Tehát amikor BOLYAI JÁNOS az ötöd- és enné] magasabb fokú egyenletek
megoldására vonatkozó gondolatait papírra veti, a matematikusok már ismerik a
Ruffini-Abel-féie tételt. Erről, valamint GALOIS munkásságáról azonban BOLYAI
a későbbi évek során sem értesül. Különös módon a BOLYAI FARKAS és GAUSS
közötti levélváltásokban [101] sehol sem találunk az algebrai egyenletek megold-
hatóságára (sem számelméleti problémákra) való utalást. A témát BOLYAI FAR-
KAS nem veti fel. pedig jól tudta, hogy János kutatja ezt a kérdést.

Vajon milyen forrásból értesült a nagy geornéter az algebra egyik alapve-
tő problémájáról? Olvasmányai közül melyek hatására kezdte meg az algebrai
egyenletekkel kapcsolatos vizsgálódásait? Mit tudott és mit nem munkája kez-
detén az algebrai egyenletek megoldhatóságáról? A kéziratokat vizsgálva választ
kapunk mindezekre a kérdésekre.

BOLYAI JÁNOS minden bizonnyal már édesapjától hallhatta, hogy az ötödfo-
kú egyenlet algebrai megoldása még nem ismert (a Tentamenben megtaláljuk a
liarmad- és negyedfokú egyenletek megoldását), de matematikatörténeti olvas-
mányaiban is találkozhatott ezzel a problémával. Nem kétséges viszont, hogy
leginkább GAUSS, ANDREAS von ETTINGSHAUSEN (1796-1887) és LAGRANGE
míiveitiek tanulmányozása váltotta ki belőle ast az elhatározást, aminek eredmé-
nyeképpen keményen nek iá l lo t t „ezen erős ... vár ostromának".

Jól ismerte nemcsak GAUSS Disquis i t iones arithmeticae című könyvét, de a
Demonstratio nova . . . kezdetű doktori értekezését is, amelyben a még egészen
fiatal matematikus 1799-ben szigorú bizonyítását adta a klasszikus algebra alap-
tételének. Nagyon sokszor emlegeti jegyzeteiben A. ETTINGSHAUSEN 1827-ben
Bécsben kiadott kétkötetes Vorlesungen über die höhere Mathematik című köny-
vét. Ebben a munkában a szerző egy teljes fejezetet szentel a négynél magasabb
fokú egyenletek megoldhatatlanságának, s közli RUFFINI erre vonatkozó 1799-
es bizonyítását. (Az 1827-ben kiadott könyvbe még nem kerül j hetet)! be ÁBEL
1826-os dolgozata). E munkák mellett BOLYAI még gyakran idézi LAGRANGE
[81] művét, amely azzá! a alapvető kérdéssel foglalkozik, hogy a négynél ala-
csonyabb fokú egyenletek megoldására használt módszerek miért nem alkalmaz-
hatók négynél magasabb fokú egyenletek esetén, így jutott el LAGRANGE a gyö-
kök racionális függvényeihez és a gyökök permutációja esetén tanúsított visel-
kedésükhöz. Ez nemcsak RuFFiNinek és ABELnek az ilyen irányú vizsgálódásait
ösztönözte, hanem ebből származott GALOIS csoportelmélete is [107, 142 old.].

BOLYAI így ír olvasmányairól: „Hogy pedig a 4-nél fölsőbb rangú geber
(algebrai) egyenletek geber föloldását még egy Gaussi Nagyság is mily lehel-
lennek hiszi és tartja: elég világos fényben kitűnik remek Demonstratio nova-ja
9.§-áhan. a a kolosszális Disquisitiones aríthmeíicae-je 645 la/ijáni liaiulmas és
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heves nyilatkozatából, hol némileg meg is ígéri ... a lehetlenségnek már az 5-
rangra, tehát annyival inkább a még fölsőbb rangokra nézve ... bizonyításiadul;
mii RUFFINI íi derék ETTINGSHAUSENbeí/ is meglévőig, elmésen ugyan, de egy
csomó hibával, egyszóval lehal csak képzeitképpen meg is te.it" (710/2").

Egy másik, val ősz ín fi lég később keletkezett, hosszabb és összefüggő írása
már bizakodóbb, mintha látná a megoldást: „ . . . jelenleg csak a geber vagy
algebrai egyenletekről szólok, azokat sem tevén egész kiterjedésében vizsgála-
tom tárgyává, hanem csak annyira terjeszkedvén, ... , hogy világitljon ki az:
hogy az eddig lehetlennek tartott, sőt, némely . , . derék nagyérdemű nyíászok
(matematikusok) képzeitképpen vagy hiedelmük szerint lehetlennek is bizonyga-
tott legfontosabb e tárgy körüli kérdés:, tiulniilik bármely megadó!! vagy határo-
zott rangú egyenlet gyökeinek a szorzók {együtthatók} általi kilételét, vagyis az
egyenlet föloldását . . . A Lipcsében 1799-ben kijött Demonstrálio nova remek
munkájában GAUSS illő szigorral legelőbb mulatta meg azt, hogy minden geber
egyenlet valóban ki is elégíthető ... Ezen mestermff 9.tf-ában így szó! a Nagy-
Tiszteletű Szerző Őr: csekély remény maradt hátra a géber egyenletek általános
ígeher) föloldására. És hogy tán nem volna oly nehéz minden szigorral megbizo-
nyiíani a lehetlenséget már az 5-rangiíra nézve: miről vizsgáit másutt előadni L\
ígéri ... Nem több reménnyel nyilatkozik , . , a Disquisitiones arithmeticae 645.
lapján így szólván magyarrá fordina vagy átírva: Áll vagy bizonyos az, hogy a
legnagyobb nyiászok minden igyekezete a 4-eí fölülmúló rendít egyenletek meg-
fejtését ... megtalálni mindeddig sikertelen volt és alig marad kétely fönn azi-
ránt, hogy ezen feladat nem annyira az. Üd-tan (egyenletek elmélete) ereje! maija
fölül, mint inkább valami lehelten! foglal magában ...

így állott a dolog amikor RUFFINI . . . okmutatási {bizonyítási) kísérletei lelt
a lehetlenségre nézve: a 4-nél magasabb rangú egyenleteket általános géberfüg-
gönyök {függvények} állal föloldtini. De ezen kísérletbe néhány hiba csúszott be:
azt nyomról nyomra követve vagy kísérve kétségen kívül érdekes cáfolatját késfíb-
ben fönntartom magamnak." (547/1-547/5) (14. ábra).

,y4 RIWINI oka, bizonyja a ... le/tétlenségről erőtlen vagy rossz, vagy csak
képzeli ..." (143/2'').

„RUFFINI ügyöközetje által, legalább ETTINGSHAUSEN már ... sikerültnek
is hiszi ... vagy képzeli a leheilenség megbizonyítódását. Azonban, mind ezen,
részint rengeteg fontossági! tekintélyek mellett a dolog nem úgy van" (143/3).

Mit olvasott ki BOLYAI JÁNOS LAGRANGE általa ismert műveiből? íme né-
hány mondat: ,.a derék LAGRANGE 164.§-os alján és ]66.§végén nem csak ne-
héznek, hanem tán éppen lehetlennek tartja a szóbanforgó tárgy eldöntését . . . "
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(26/3"). „Különösön GAUSS és LAGRANGE mélyebben, hatalmasabban hehatol-
!ak a geber egyenletek termeszeiébe, lényegébe, jobban megbarátkoztak, ismer-
kedtek szellemével, főleg amaz volt első ki a legegyszerűbbikét (x"! = l )-( ... m
egyszerű gyökmértíre {gyöktényezős} szaggatás {fölbontás} által . . . géberülföl-
oldoíla. LAGRANGE a Résolution des éfjiiations numériqites-ben némileg legalább
a 4 első rangtiak föloldásmódját egy mintára, rámára, kaptára vonta" (143/3).

Amint nyilatkozataiból kitűnik, BOLYAI a Ruffini-tétel bizonyítását ETT1NGS-
HAUSEN könyvében olvasta és felfedezte, hogy ez a bizonyítás hiányos. Ebből ar-
ra következtetett, hogy a tétel nem érvényes, s ezért az egyenletekkel való fogla-
latosságainak első, elég hosszú szakaszában nagy energiával látott hozzá a négy-
nél magasabb fokú egyenletek megoldásához. „Megcáfolásával egy (RUFFINI
által) az ilyettevés leherlensége mutatásának . . . egy új úton eo ipso (magától
értetődően} megnntraítaiik" - írja 1844-ben (445/3v).

Megkísérli az ötödfokú egyenlet „geber" megoldását. A hagyatékban több,
erre vonatkozó feljegyzést találunk. Az egyik egy hosszabb (befejezetlen) dol-
gozat első része (710/1, l1'. 2, 2V). Amint a 710/2" lap alján található őrszóból
következtethetünk ennek volt folytatása is. Az írás címét magabiztosan, nagy be-
lükkel írja le BOLYAI: ,Az 5 azaz öt-rendű vagy ölöd rangú geber egyenlet geber
/(Holdasa vagy megfejtése útja vagy módja.'" (A 710/1 oldal fényképét megtalál-
juk a [!27]-ben is). Hosszabb címe van egy másik kísérletének: ,̂ 4 föld Eddigi
Leg-Nagyobb Tiszteletű s Leg-Colossalisabb Nyiászjal állal Lelietlennek Tartott,
vagy A Föld-Gömb Ny'tászjaitól ez-előtt, sőt képzettképpen Némelyek által lehet -
lennek is bizonygatott minden rendű és rangú, bármely megadott algebrai egyen-
leteknek algebrai föl-oldása módja vagy útja.''' (1297/1). Ezekről a lapokról nem
derül ki egyértelműen, hogy ő miképpen képzelte el az ötödfokú egyenlet meg-
oldását, csupán arra következtethetünk, hogy valószínűleg LAGRANGE hatására a
gyökök permutációját, a „kfircseréf vizsgálja részletesen. Azt írja, hogy ha a, b,
c, d. e az

X = .t + Ax + Bx + Cx- + D.\- + E=()

egyénié! gyökei és bevezetjük a következő jelölést

(abcde)=a + I5b + l\c + 7;
3d + /5

4e,

ahol 1$ az 5-öd rendű egységgyök, akkor
(cibcdtí)5 = (bcdeaf = (cdeab)5 = (deabc}5 = (eabcd)5,

120
vagyis (abcde)5-nek. bármely „körcsere" által csak -— = 24 különböző értéke

lehet-
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Sajnálhatjuk, hogy nem találjuk a terjedelmes dolgozat folytatását. Jóllehet a
címben kitűzött célt nem érhette el, de tanulságos volna annak a mozzanatnak az
olvasása, amelyben rádöbbent saját tévedésére.

Egy másik próbálkozásában BOLYAI a másod- és harmadfokú egyenletek is-
mert gyökképleteinek analógiája alapján felírja az ötödfokú egyenlet „megoldási
képletét" (775/2).

Megemlítjük még egy hosszabb dolgozatának érdekes címét, amelyet való-
színűleg életének egy későbbi szakaszában jegyzett föl: „Egy régi kísérletem a
5-ik rangú általános geber-egyenteteknek csakugyan megfoghatatlan csodámra,
hogy ezt rég észre nem vettem midőn szinte éppen ennél, e helynél régóta oly
nagyon közel jártam {a nem dőlt betűvel írt rész a kéziraton áthúzva} geber föl-
oldása, vagyis bármely S-rangú egyenletnek általános geber föloldása módjára"
(1309/5).

A körcserét, amelyet fent említettünk a következőképpen értelmezi BOLYAI:
ha a gyökök vagy bármely más elemek körbe íródva gondoltainak vagy kép-

zelteinek, úgy hogy az utolsó az első mellé és elejébe essék: csak az egész előbbi
sor, vagyis fl- előbbi rendnek minden eleme, bizonyos kényleges {tetszőleges}, de
mindenik elemre nézve ugyaii-azon-egy-számú hellyel és ugyan-egy-félé odébb-
taszitődik: az ily cserét mondom <K. körbeni csere S>, . . . , vagy legrövidebben
<K kör-csere 3>, vagy kevésbé szépen és jól hangzólag <K tasz-cseré 3>-«ek ne-
vezendein" (396/6"). Vagyis a körcsere nem más mint a cirkuláris permutáció.

Megállapítja (396/6), hogy ha /,„ az m-ed rendű egységgyök, akkor

hol, mivel //,','-!. rövidebben /,",' " = /,„", „ás így a fölebbi rang-jelekből
{kitevőkből} az „m"-ék eí is hagyhatók. Lesz lehat ... (/,?/' = C" =(O" =

'ín '
— 7
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Ezeket az észrevételeket a tetszőleges fokszámú algebrai egyenletek vizsgála-
tánál próbálta hasznosítani, nyilván sikertelenül (15. ábra). Mert az ötödfokú
egyenlet megoldásán túl kísérleteinek első szakaszában merészebb tervei voltak.
Kereste a bármilyen fokszámú algebrai egyenletek megoldása! is. Megkezdte
egy írásának megfogalmazását, amelynek címe: „General Auflösungs-Méthodes
atler algebraischer Gleiekungen" (396/5 "). De a bevezetésen túl nem jutott, nem
juthatott.

Magyarul is megfogalmazta egy másik dolgozatát, amelyik így kezdődik: „A
nem csak ai 5, azaz öt vagy ötöd, hanem minden, vagy bármely rendű vagy rangú
geber vagy algebrai egyenleteknek geber föloldáaa vagy megfejtése útja vagy
módja" (703/1). Ebben a dolgozatban ta lá l juk meg a fenti u kifejezést (703/6").

BOLYAI még m i n d i g abban a hitbei él, hogy „nyomozásaiéval minden algeb-
rai egyenlet megoldását megtalálja, amikor papírra veti az örökös „bajlódásai"-!
tükröző következő Mórokat: „N.B. E raj! is csakhamar észrevettem, vagyis ide is
elhatottam s némileg t'ljtirtam s szinte már célnál is voltam, még csak egy lépés
kellett volna: azonban mint gyakran, sok más tárgy és találmányoknál gyakran
szókon történni, hogy néha még egy kis továbblépésre is évszázadok kívántainak,
midőn egy finomabb körülményt még akkor elején nem vévén észre, éppen nem
útközben talált hasznos aratás vagy gyümölcsök nélkül a főcélra nézve azonban
csakugyan sikertelenül vagy hiába bajlódva s járva el, kisértgetve bármi fortély
vagy müfogások által, az áthaflannak látszó föltűnő (merülő) nehézség élőn da-
rabig, ideig magam is végre részint, de még sem egészen reményvesztetten ideig
visszahökkentem, visszatértem vagy föl- vagy annyiban hagytam. Később újból
elévéve s nekifogva e tárgynak előbb azt gyanítottam, hogy az általános 5 -rangú
egyenletek geber föloldása csakugyan lehetséges: minek eldöntése vagy tisztába
hozása, hozatalára is sok vizsgákat, nyomozásokat tettem a nélkül csakugyan,
hogy e célt elérnem sikerült volna.

Később azonban még annál is > kincsre tettem szert, többet találtam: ugyanis
félre hárítva vagy legyőzve vagy eltüntetve minden akadályokat vagy nehézsége-
ket az áthatolhasalltinnak tartott és . . . fal itt van rontva és portivá, a Herkules-
oszlopok ledönívék, ontvák, az általános íágasb értelemben geber, bármely meg-
adott rendű egyenletnek geber föloldása módját: melyei ezennel, a következőkben
a Tisztelt Közönségnek van (kimondhatatlan nagy) szerencsém és gyönyöröm kö-
zölni, vagy átadni ..." (1298/1).

Sajnos az írás következő része már nem ilyen összefüggő, világosan érthető
szöveg. Az „átadásra" nyi lvánvalóan nem kerülhetett sor.



138 __ 6. AZ ALGEBRAI EGYENLETEK ELMÉLETE

6.3. A Ruffini-Abel -tétel megfogalmazása

Elég hosszú ideig tartónak BOLYAI JÁNOSnak az algebrai egyenletek megoldására
vonatkozó próbálkozásai. Egyik helyen, amint láttuk egy régi, s kétségtelenül hi-
bás kísérletét akarja újból fölvázolni. Sokáig járt tehát bizonytalan úton. (Közben
1845-ben P. WANTZELnek is sikerül találnia egy bizonyítást a négynél magasabb
fokú egyenletek megoldhatatlanságára, amely hasonlított RUFFINI munkájának
egy részéhez.)

Egy idő után aztán BOLYAI ráébred kísérletei hiábavalóságára. A hátrama-
radt kéziratokban található nyilatkozatai tanúsítják, hogy sikerült kijavítania a
Ruffini-tétel hibáit, és ezáltal meggyőződik arról, hogy a négynél magasabb fo-
kú algebrai egyenletek algebrai úton általában nem oldhatók meg. Nem tudjuk,
mikor történhetett u fordulat. De jő okunk van feltételezni, hogy erre csak az
1850-es évek elején került sor. Egy 1850. október 25-én kelt levélen maradt üres
részekre írja ceruzával: „Hogy az 5-rangú általános egyénié! s annyival inkább
a még fölsőbb rangiíakaí geberíil föloldaní lehetlen ... a legegyszerűbb valódi
helyen úi csakugyan a RUFFINI általam ilíiileg megjohhíwtt én tökélyre, vin esz-
mélve nyomán lehet" (1494/1) (16. ábra). Figyelemre mélló a hagyaték 395/11'
oldala. Sajnos ez is csak egyoldaJnyi írás, amely keletkezésének időpontját nem
sikerült megállapítani, de a Ruffi ni- Ábel -tétel BOLYAI általi világos megfogal-
mazását tartalmazza: „Tan. Négynél fölsőbb vagyis legalább őr- rangú (gébéi-)
általános egyenletet geheriü fölnldani lehetlen". A tétel kijelentését a bizonyítás
követi, amelynek azonban csak első néhány szavát olvashatjuk le erről a lapról
(17. ábra).

BOLYAI JÁNOS következő gondolatai is az 1850-es évekből valók. Ezek fia,
BOLYAI DÉNES (1837-1913) írásgyakorlatára odavetett s elég nehezen kibetűz-
hető sorok (3. ábra). A megvonalkázott füzetlapon 1851 olvasható a 14 éves
Dénes írásával. „Véghatározat vagy ultimátum - írja a lap alján maradt üres
helyre BOLYAI JÁNOS - Az 5' '-s fölsőbb rangú egyéniéi általános föloldása le-
hellenségét két módon tudom megbizonyítani, úgy mint: a RUFFINI illöleg meg-
javított s tökélyre vitt szép, eredeti, elmés eszméje szerint; év hogy az fm {fa =
= (abc . . . ki)'" . fb = (bed . . . la)'" (703/61') ugyanazt jelöli, m i n t fent az u = (a +

'~"+ I,nb + !^c + . . . + l"'~"k + f'"~ l)"1} számok 5-gyök-fiJggvény csoportjait nem
lehet 5-nél alsóbb (kisebb) rangú egyenlet által meghatározni, vinni. A legtöbb
és szebb lehat, mi! iu meg lehet tenni és kívánni, megkísérteni: hogy ily ..."
(1293/1 "}. A folytatásra már nem maradt több hely az irkalapon.

Hasonló gondolatokat olvashatunk még az 1214/68 oldalon is: „N.B. A 4-
néí fölsőbb, vagyis már az 5-rangú, s lehal nem bajosan megmutatkoíólag annál
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inkább a még fölsőbb rangú általános geber egyenletekel, hogy általánosan ge-
berül föloldani, azaz gyökjét a szorzókkal (együtthatókkal) geberü! üszonyomi
(kitenni, kifejezni) nem lehel, azt a Rujjini módjai, kísérletéi is illöleg megiga-
zítva, jobbítva, szigorítva, tökélyeivé többképp megmutattam." Miután sikerüli
a tétel hibáit helyrehoznia, még dicsérő szavakat is ta lá l az olasz matematikus
munkájára: „RUFFINI valóban éppen a legjobb hely!, az erénél, legegyszerűbben,
könnyebben - és illöleg megjavítva, lökélyesítve okmutatványát {bizonyítását) -
a dolog fenekére botolva csípte meg a dolgot, jól vette föl. eszméje jó és -jól
kívíve - nagyon becses, szép, egyszerű ..." (1094/27).

Az algebrai egyenletek kérdése BOLYAIl élete végéig foglalkoztatta. Ezt tanú-
sítja egy l §57. december 29-én keltezett sorsjegy, amelynek hátoldalán (337/1) a
Cardano-képletet boncolgatja. Valamivel korábbi lehet Jánosnak az a rövid nyi-
latkozata, amelyet egy 1854. február 19-i kelettel el látott s a „szegények meg-
segítésére" felszólító nyomtatvány hátulsó lapjára (1390/1) írt: „4 rangon fölül
semmire sem mehetni, semmit sem eszközölhetni ugyan elég a gyököket elég kö-
zelítőleg kifürkészve, puhatolva . . . " meghatározni.

Természetesnek érezzük, hogy BOLYAI JÁNOS írásainak számos helyén fel-
t ű n i k az x'" — 1-0 binomegyenlet. Ő ezt az egyenletet „tiszta egyen!el"-t\sk
(710/2) vagy „legegyszerűbb egyenleí"-ne\í nevezi (547/3). GAUSSnak a Disqui-
sit iones ar i thmeticaeben bemutatott körosztásra vonatkozó tanulmányairól, más
szóval a fenti egyenlet gyökeinek problémájáról a legnagyobb elismeréssel ír:
„GAUSS ki az xm - 1 = 0 vagy tiszla egyenleteket is legelső oldotta geberíil föl,
az! alsóbb. ... egyszerűbb rendű tiszta egyenletekre vissza-viíel állal, még pedig
különös mélységgel, belátással és rendkívüli fényes elmének csaknem mindenütt
gyönyörű nyomait hagyva ..." (710/2"). Hasonlóan meleg szavakat olvashatunk
egy más alkalommal megfogalmazott nyilatkozatában is, noha ennek végén már
f e l v i l l a n t j a saját gondolatait is: „A geber egyenletek terén a múlt és jelen év-
század óriásai sőt colossalis nyiászai - m'dyek egy EULER, LAGRANGE, GAUSS
. . . - által tett számos szebbnél szebb ... találmányok közölt a GAUSS általi ge-
ber föloldása az x"' — 1=0 legegyszerűbb egyéniéinek, vagy ha inkább tetszik
az .c"'~' +x'"~~ + ... +x + x + l =0-ií«k ... kétségen kívül első rangú csillag
gyanánt ragyog. Mi megfejtése is ... új nézetem szerént, különös utakon is rövi-
debben és egyszerűbben eszközölhető lesz" (547/3, 3''). BOLYAI véleményét nyo-
matékosabban hangsúlyozza az jé"1 -1=0 egyenlettel kapcsolatosan följegyzett
következő sorokban: GAUSS elvei vagy nézetjei is mások vagy különböz-
nek az. enyiniéktcil; ezek sokkal egyszerűbb, rövidebb söbösebb úton vivén
felhoz" (703/8). S végül: „ . . . x'" — l =0 elöleges föloldására már ugyan szük-
ség van; de ez! is, nem csak ... új, egyszerű elv szerem a GMISSénál rövidebb,
könnyebb úton teljesíteni: hanem egészen új utakon is . . . " (547/5).
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Ezek az idézetek azt érzékeltetik, hogy BOLYAInak valóban sikerült leegy-
szerűsítenie GAUSS megoldását. Ugyanakkor alálámaszlják Farkas 1831. j ú n i u s
20-án kell levelének azt a részletét, amelyben tudatja GAUSS-szal János elhatáro-
zását a „polygon-teória" érthetőbb módon való ismertetésére (1.2.§). A?, iratok-
ban viszont nem sikerült rátalálni az érthetőbb vállozal részletes kidolgozására.
Mivel János elég korán, még az 1820-as évek folyamán tanulmányozta GAUSS
munkáját, így az akkoriban készített jegyzeteinek elkallódását megmagyarázhat-
juk.

Még hosszan idézhetnénk az algebrai egyenletek megoldhatóságára vonatko-
zó jegyzetekből, de úgy gondoljuk, a bemutatott részek is jól mutatják, hogy a
geométerkénl ismert BOLYAI JÁNOS is sokai löprcngetl e fontos problémán anél-
kül, hogy tudta volna, hogy azt előtte vagy vele egy időben már mások megol-
dották.

6.4. A klasszikus algebra alaptételének
„tiszta" algebrai bizonyítása

A klasszikus algebra alaptétele így fogalmazható meg: Minden, legalább első-
fokú komplex együtthatós egyismeretlenes algebrai egyenletnek van megoldása
(gyöke) a komplex számok testében. A tételt először A. GlRARD mondta ki (bi-
zonyítás nélkül), majd D'ALEMBERT adott rá egy nem túl szabatos bizonyítást. A
tételre az első szigorú bizonyítás GAUSStól származik, aki azt az 1799-es doktori
disszertációjában közölte. GAUSSnak ez is kedvenc témája volt. Később még há-
rom bizonyítást is talál l az algebra alaplételére 1815-ben, 1816-ban és 1849-ben.

Az e l m ú l t két évszázad folyamán GAUSS munkáin kívül még sok más szerző
is bebizonyította ezt a tételt. Egyik nyilatkozata szerint maga BOLYAI JÁNOS is.
.,... hagy a gyök léte - írja 1844-ben - mit GAUSS .í-szor, CAUCHY egyszer, úgy
tetszik OHM is, s én is tisztán finom úton régen megmutattam . . . " (445/3''). Saj-
nos nem sikerült ennek a bizonyításnak nyomára akadni. Pedig léteznie kellelt
v a l a h o l . Különben nem írta volna BOLYAI egy másik helyen is, hogy: „.. . esz-
közölvén egyszer-s-mind a gyökök léié bizonyítványját is, és nyervén erre nézve
is egy új, még pedig kétségen kívül iegtartalomdúsabb utat és módot" (703/1").

Az alaptételt „tiszta" algebrai úton még nem sikerült bebizonyítani. GAUSS-
nak is az algebrai eszközök felhasználása mellett igénybe kellelt vennie az ana-
lízis vagy a geometria módszereit is. Ez már BOLYAI FARKASnak is feltűm, s
bár a Tentámenben a legnagyobb dicséret hangján említi GAUSSnak az algebra
alaptételét bizonyító híres értekezését, a Demonstratio nova-t, nem hagyja szó
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nélkül, hogy itt a tisztán algebrai tétel bizonyításában geometriai megfontolások
is szerepelnek [10, 1:461].

Amint már láttuk. BOLYAI JÁNOS jól ismerte a Demonstratio nova-t. Valószí-
nűleg édesapjának a Tentamenben emelt kifogása sarkallta arra, hogy megkísérel-
je az algebra alaptételének tiszta algebrai bizonyítását. Szándékáról kéziratainak
két oldalán (885/1, l1') tatálható német nyelvű jegyzete tanúskodik, amelynek
címe: „Egyszerit, tiszta algebrai bizonyítása a telelnek, hogy minden algebrai
(rcndczcü egyenlet legalább ere.) sima racionális egész függvény! (kifejezés) elő
lehet állítani egyszerű (vagy első fokú) tényezőkből."

A címet követő szöveg nem világos. BOLYAI itt is említi GAUSSt, aki először
bizonyította a tételt, tud arról, hogy A. CAUCHY is adott rá egy bizonyítást, s
hogy GAUSSnak létezik (akkor!) két további bizonyítása, de megjegyzi, hogy ő
azokat nem ismeri.

BOLYAI JÁNOS följegyzéseit egy 1846. ápril is 27-én keltezett katonai ok-
mányra írta. Bizonyítását nem tudjuk követni ezen a lapon. Lehet, hogy a mate-
matikatörténetben GAUSS után ő az első, aki kísérletet tett az algebra alaptételé-
nek tisztán algebrai eszközökkel való bebizonyítására. Nyi lvánvalóan nem tudott
arról, hogy erre GAUSS is törekedett.

Végül egy újabb helyreigazítással tartozunk. P. STÁCKEL megemlíti [106,
1:254]. hogy János egy cédulán Összeállította azokat a problémákat, melyekről
úgy vélte, hogy meg tudja őket oldani. STÁCKEL állítását későbbi szerzők is
fönntartják [32, 242 old.], [127, 126-127 old.]. Amint máj- szóvá tettük (2.5.§),
ennek a kis írásnak a Marosvásárhelyen található iratok közötti felkutatása nem
járt eredménnyel. STÁCKEL egy másik helyen [106, 1:277] azt írja anélkül, hogy
állítását megindokolná, hogy ez a cédula 1855-ből való. BOLYAI JÁNOS eddig is-
mertetett kutatásainak számbavétele azt sugallja, hogy ez a vélemény kiigazításra
szorul. Mi is van a cédulán? Csak két pontját emeljük ki:

1. Va lamennyi egyenletnek algebrai ütőn való megoldása.

5. Valamennyi fajtájú törzsszám véges alakja.

E két feladat megoldását BOLYAI nem tűzhette ki magának 1855-ben. Az
előző (6.3.§)-ban láttuk, hogy már az 1850-es évek elején tisztában voH a maga-
sabb fokú algebrai egyenletek algebrai magoldhataílanságávíű. Akkor 1855-ben
az l . feladatnak számára már nem lehetett értelme. A (4.3.§) és (4.7.§)-okban
pedig megmutattuk, hogy BOLYAI JÁNOS már előbb meggyőződött arrói, hogy
sem a kis Fermat-tétel, sem a Wilson-tétel nem szolgál „excelleng" kritériumnak
a prímekre vonatkozóim. (Igaz, hogy a Mersenne-féle számokkal még 1855-ben
is kísérletezik (4.4.g).) Az (5.4.§)-ban pedig láthattuk, hogy a komplex prímek
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leírása teljes mértékben sikerrel járt neki, vagyis ezeket már nem kellett kutatnia
1855-ben.

Következésképpen ez a cédula jóval korábban keletkezhetett, mini ahogy
STÁCKELnél olvashatjuk.



A két Bolyai matematikai tartalmú
leveleiből

7.1. Néhány mondat a levelekről
A két BOLYAI levelezésének tekintélyes része már közismert. Sok Bolyai-levél
JAKÓ ZSIGMOND [17, 375-421 old.] és különösen BENKŐSAMU [6, 1 1 , 20] gon-
dozásában jelent meg s az 1952-ben új lendülettel megindult Bolyai-kutatásban
fontos szerephez jutott. Nélkülözhetetlen és hiteles forrásokká váltak a Bolyaiak
élete és munkássága több, addig ismeretlen mozzanatának megvilágításában. A
levelek közlésével BENKŐ és JAKÓ nagy szolgálatot tett azoknak, akik az utóbbi
évtizedekben érdeklődéssel közeledlek a két BOLYAI felé. A kutatók számos tu-
dományos munkában hivatkoznak ezekre a levelekre, mert segítségükkel jobban
megérthet jük a két tudós-matematikus hétköznapjait, mindennapi gondjait s az
őket foglalkoztató problémákat.

A napjainkig feltárt levelek csak elvétve tartalmaznak matematikai szöveg-
részeket. A közreadók nem lévén járatosak a matematikai ismeretekben és tartva
a szaknyelv buktatóitól , érthető, hogy kerülték a matematikai természetű fejte-
getésekel. Ha mégis vállalkoztak i lyen levelek közlésére, néha bántó elírások
jelentek meg a közölt szövegek képleteiben [17, 413 old.], s ezáltal a szakma
m ű v e l ő i részére azok használhatatlanok maradtak.

A kéziratos hagyaték újbóli áttanulmányozása során több olyan ismeretlen
matematikai tárgyú levél is előkerült, amely nem keltette fel a kutatók figyelmét,
vagy amelyeket egyszerűen mellőztek. Nem is csodálkozhatunk ezen. hiszen eb-
ben az esetben a Bolyai-levelek kibetűzése a lkalmával nemcsak az általa használt
sajátos elnevezések és jelölések megfejtésével, de a szövegekben rejlő matema-
tikai tartalom megértésével is meg kell birkóznunk. A BOLYAI JÁNOS állal beve-
zetett olyan szavak mint „okadar", „mértárs", „tevő-" „vevő-nyi" először még a
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szakember számára is különösnek tűnnek. Az ilyen fogalmak nem érthetőek meg
a szövegekben rejlő belső Összefüggések kihámozása nélkül,

Az itt következő tizennyolc levél közül négyet Farkas küldött Jánoshoz, a
lobbii pedig János írta apjának. Ezek a levelek jórészt csupa tényközlő, száraz
írások, némelyiket kisebb értekezésnek is t e k i n t h e t j ü k , de szinte mindegyik tar-
talmaz apró tanácsokat, néhány személyes vonatkozású közlést is. „Szuvaséin kö-
szönöm a herpesre nézi! tudakozódást'" - kezdi levelét BOLYAI JÁNOS s aztán né-
hány szó után nyomban rátér a tárgyra: ,Az pedig, hogy ha p prím, . . . " (746/1).
Farkas pedig először azt közli fiával, hogy: „A templomban hosszú prédikalzió
alatt hajdonfőn Grippet kaptam . . . " s csak azután kérdez matematikát (1358/1).
Azt is kiolvashatjuk a levelekből, hogy sokszor felkeresték egymást, tehát nem
megalapozott az a vélemény, amely szerint miután ismét egy városban éllek,
kerülték a találkozást s csak levélben érintkeztek [6, 94 old.]. A mindeddig is-
meretlen levelekből éppen azt olvashatjuk ki, hogy gyakran felkeresték egymást.
Idézzünk csak néhány mondatot ezekből: holnup délután oda is iigyökszoin
. . . " vagy .Addig is míg magam oda mennék ..." - írja János. Gyakrabban sze-
retlék volna egymást lálni, de néha ez v a l a m i l y e n akadályba ütközött. Milyen
szépen menti ki magát János: „Nagyon köszönöm a meglátogatni kivonási. DE
csak úgy, hogy legkisebb alkalmatlansággal se történjék, kivált ezen mosioha.
vad, zordon, savanyú, kellemetlen s egészségtelen időben, bánnint kívánnám is
különbön találkozni ...". „Meglátogatnálak, de nem merek akkora úthoz fogni"
- panaszkodik az idős Farkas, írásaik elárulják, hogy számos matematikai té-
máról beszélgettek, amelyeket aztán levél formájában is rögzíleltek. Megtörtént,
hogy az újbóli találkozástól csupán egy nap választotta el okéi, gondolataikat
mégis megírják egymásnak.

A Bolyaiak életrajzírói számtalanszor felrótták, hogy leveleikről hiányzik a
megszólítás és végükről az üdvözlet meg az aláírás. Lehet, hogy ez az eljárás szo-
katlan az olvasónak, de nem feltétlenül a levélírók közötti barátságtalan viszony
tükrözője. Olvassuk csak a leveleket!! Hangvételük szépséget, egymás iránti ra-
gaszkodást, féltést, tiszteletet sugall. Egy matematikai dolgozat nem kezdődik
f e l l é t l e n ü l a megszólítással és nem végződik búcsúzkodással. Különben is írásai-
kai rendszerint visszakérték egymástól, így ezeket nem annyira leveleknek, mint
inkább saját maguknak készített jegyzeteknek tekinthették. A megszólítás akkor
pedig fölösleges.

Feltűnő, hogy János az apjának küldött levelekben nem a más kéziratlapo-
kon előszeretettel a lka lmazott , maga által alkotott betűket használja. Úgy látszik,
nem akarta terhelni apját, ezérl leveleinek fogalmazásakor megelégszik az ábécé
szokásos betűivel. Leveleinek nagy része gondosan elkészített, szépen lemásolt
szöveg. Azért e lőfordul t néha, hogy „nyakra-főre sietve" csúnyán ír apjának. „A
küldött demonstrációm bár is rútul írva" - ismeri be egyik alkalommal (1014/1).
Máskor, ha lúl sok a tennivalója, nem ér rá rendbeszedni gondolatait. „Ez
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demonstrációkat - írja - lehel s kell szép logikai renddel különböző osztály s
alosztályokkal előadni: mire most nem érkezem" (495/2).

A közlendő levelek közül az elsőt 1844-ben Domáldon írta BOLYAI JÁNOS, az
utolsók Murosvásárhelyen keletkeztek 1855-ben. Elég sok gondot okozott több
levél keltezésének a megállapítása. BOLYAI FARKAS gyakrabban ín időpontot a
leveleire, de néha ő ÍK elmulasztotta ezt. Bizonyos esetekben a levelek tartalma
vagy valamilyen eseményre való utalás a levélben elég jól eligazít, megtörtént
azonban az is, hogy a dátum megállapítására vonatkozó kísérletünk nem járt si-
kerrel. Egy időrendi sorrendet mégis feltételeztünk s ennek alapján helyeztük a
leveleket egymás után.

Apa és fia egymásnak írt, most napvilágot látó levelei - három egyes rész-
leteinek k ivéte léve l - eddigelé kiadatlanok. K ö z ü l ü k többől idéztünk kisebb-
nagyobb részleteket a közelmúltban megjelent vagy sajtó alatt lévő tanulmánya-
inkban [63, 64, 65. 66, 67. 68. 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76] s természetesen
k ö n y v ü n k előző fejezeteiben is. A leveleket most a hagyatékban megtalált formá-
ban - egy kivételévei - teljes ter jedelmükben adjuk közre. Az írások a két Bolyai
számos gondolatát megőrizték számunkra. Ha János nem levélben válaszol ap-
ja kérdéseire, akkor ma igencsak szegényebbek volnánk az őket foglalkoztató
matematikai problémák ismeretében.

A levelek nem egyformán értékesek. Van köztük olyan, amelyet könnyű ol-
vasni, s egyben sok felvilágosítással szolgál, de akad olyan is. amelynek fogalma-
zása nekézkes, körülményes és nem sok adatot tartalmaz. A már az előzőekben
feldolgozott, értelmezett levelek mellett néhányat most minden különösebb ma-
gyarázat nélkül, közlünk, remélve, hogy tanulmányozásuk így is hasznos lesz az
olvasónak és a későbbi idők kutatóinak.

A legtöbb levélben számelméleti kérdésekkel találkozunk, de a matematika
más ágaihoz tartozóak is előfordulnak közöttük, BOLYAI JÁNOS sokoldalúságát
bizonyítják az algebra, a geometria és az analízis kérdéseit boncolgató levelei.
Számos levél elolvasásakor sajnáljuk, hogy h i á n y z i k a befejezése. Egy gondolat
hirtelen megszakad, s nem tudhat juk meg a folytatást. Ez a más kéziratlapokkal is
elég gyakran előforduló jelenség mindig nehezen elviselhető a kutatónak s nyi l-
vánvalóan az olvasónak is. Még fájdalmasabban érint BOLYAI GERGELY 1884-
bŐI való írása, amelyben megvallja, hogy János és Farkas sok matematikai tar-
ta lmú levelét megsemmisítette, mert nem ítélte méltónak az utókor pillantására.

Ugyancsak pótolhatatlan íírt je lent a Bolyai-kutatás számára azoknak a leve-
leknek a hiánya, amelyeket János Bécsből és fialai t iszt korából intézett apjához.
Ezekben feltehetően részletesen beszámolt geometriai rendszerének megalkotá-
sáról. Sajnos éppen ezek a tudománytörténeti szempontból legfontosabbak tűntek
el nyomtalanul . A leveiekről csak annyit tudunk, hogy léteztek (hisz, amint Já-
nos a nevezetes temesvári levelében f 1565/1'') apjának megírta: „inindaz, valami!
eddi K kühlaitem. isiik kányaház a toronyhoz képes:", arra enged következtetni.
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hogy valóban voltak még olyan levelek, amelyeket még nem ismerünk), de ami-
kor a tudományos kutatás figyelme ráterelődött a Bolyaiak kéziratos hagyatékára,
már csak a temesvárit sikerült meglelni [20, 24-25 old.].

Nemcsak János ifjúkori levelei tűntek e! végleg, de több időskorából szárma-
zó levelel sem találunk. Éppen az általunk bemutatott leveleket olvasva lámád
sokszor hiányérzetünk, mert bennük mindegyre olyan, más levelekre való hivat-
kozásokba ütközünk, amelyeket hiába keresünk.
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7.2. Bolyai János levele apjához

Kedves Édes Atvá/n*

Örömmel alvásom, hogy a Iái elhagyd (még említeni sem szerelem): nem is
hiszem, szokott diaetája mellen sokszor jóit volna elő; még számot sem kell reá
tartani: de a szilva evéstől mégis kivált ebéd élőit s későbben ebéd iiíáji is (lega-
lább az én fermészelemrSl íréivé) jó lesi Magát óvni, ha csakugyan bízvást kéván
enni, legártatlanabbnak gondolom mindjárt ebéd után néhány szemet: ne vegye
rossz néven ez emlékezterést, mert bár jól tudom i.v, hogy életrendre nézve nem
sok szüksége van senki tanácsára; de véges tény (nem-isten) egy sem tud min-
denkor minden az előtt tudottat egy elevenséggel: azért (az ember magát könnyen
elfelejthetvén) jó tanács soha senki számára nem fölösleges'.

Én elhatározám magamban (bár nem örömest is szólalok meg, úgy mint (a
nyelv miatt s egyéb-aránt is, ha nem a legalsó alapokon kezdem a Kegyed, Gauss
x akármelyik legtisztább szellemű hellén Sinnjével {érzékével} természet szerint
erősen atyafius mód de mégis új módon, olyan, melyet többé nem hiszek soha
szükség legyen megújítni - míg már meggyőződik a tettel nemsokára, csak az a
kérésem, egyfelől higgyen azaz ne legyen rossz véleménnyel irántam, másfelől
pedig ne higgyen semmit meggyőződés nélkül - nem hiába fáradtam!

Kegyed egy nevezetes nagy epochái {korszakot} csinált Eiíklidtől fogva: oly
vezetőnek örvendve (miért örök hála Istennek s Kegyednek) illő volt bevégeznem
magam nem lehetek megelégedve), hogy elöljárón! s némi elő-izletűl bocsássak
előre haladék nélkül mihelyt Kolosvárról vissza kerülök hová már több okból
nem mehetek el {utólagos öl dal jegyzet) magyarul is (gondolom a magyar tudós
társasághoz küldendőül), nemeiül is (mint Gaussnak küldendőt) egy kis terjedel-
mű munkát következő cím alatt, mint az oc kicsi, Leibnitzislák rossz s/ylusukka!
szóivá differenciáljál azon rengetegnek, mely már szándékozok a köz-jóra világ
elébe adni. némi jeléül annak, hogy korán! sem aludtam el életemet, s nem va-
gyok azon meg-vettetésre méltó, millyel némelyek hát megett illetnek. Csak az a
fatális körülmény szúr, fúr most is, mi taniin kiadásától eddig is mind el-tartott,
hogy a tan még TÖKELYES rendben, idomban nincs, vagyis míg kijel_e!ése is
nem tökélyes. Bármily tökélyeden tudja is az ember maga mind értésre, mind
kijelel és re nézve, de lia az olvasót is meg nem barálkoztafta még a helyes nyelv-
vel, oly mint mikor egy darázsfészekbe nyul az ember. Hagyva most a nyelvet
mellyel is azonban, melyet így neki tanok a leg>szeríí és közjáró hatóxahb szer-
nek s laláimányim közül a megírandó (erősen tágas) korlátok között, mint minden
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18. ábra (445/11

fannal i,v - f (iké l vés. ve l ht'rnk csak isten jó akaratja sz.eri.nr per se érdem benne
ífgy nincs, ini/a ,f veko bújának, hogy több kél vékánál. Kolosvárra is megírátn,
hogy buzgón igyekszem, némi figyelmei (azaz. hirl neve!) nyerni, hanem figyelmet
érdemlő dolgokat tenni, e~t pedig csupán a közművelődés jó terjesztésére, einelé-
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sere f tehetség szerint) s azáltal a közszeretet lehető megnyerésére de (vissza térve
levelem fonalára l hagyva mosta nyelvel, a dologban magában is alig tudok meg-
szólalni, hogy egy egész nagy sereg odatartozó ne tolja magái elt">, mi! kihagynom
is bajos. Szinte másodpercenként omlik a mind újabb mélyebb belátútt s az elme
hova lovább a gyakorlással erősülve könnyül és a mii régen magam sem hitlem
foo-nek tartván az iielő-tan mezeje!) már olt állok, hogy reményiem, hogy nem
sokára {jeleni célomhoz, képest csaknem kifogom merilni bizo/ivos kijelelendő tá-
gas korlátokon belő! az időtant is. Az integráÜsíanban is tömérdek új, kd'tuivíí,
tiszta tanom van: de (min is csodálkozni fog) a variációtant, több más utakon
kívül, elég furcsán egyszerűen, könnyen, kőzonien (általánosan) sernél pro sem-
per {egyszer s mindenkorra) úgy oldottam föl, hogy csak gyermek-játék, de most
ezeket is hagyva Kegyednek, mint a dicső URÁNIA hív elleniének {ügyfelének}
egy kis Örömöt szerezni kívánó balzsamul egy néhány föladat megfejtését írom
meg ide röviden, mely ugyan (mim Kegyed is jól tudja) egy a leg>bogok közül s
melyről egy EULER, LAGRANGE mán még egy GAUSS is {a földgömbnek taná-
szcittiak s az évezredeknek egy oly kolossza, herkulese) így ír a Detn. novában:
„... pást töt tanfórum geometrantm laboresperexiguam spem superesse ad re-
solutionem generáléin a equat ionian algebraicarum iiiiiqnain perveniendi iia üt
mágia magisque veri sűrűié fiat, tálam resoliitionem omnino esse impassibilem ét
coniradiclariam hoc eo miniis paradoxum videri debet ... Forsan non ha diffi-
cile fórét, impossibilitateni jani pro quinto gradu omni rígore demonstrare ,.."
A Disq. Ár. bán ismételve 645, lapon: „Conxtat omnes suminorum geometmrum
laborén, aeqnalionum ordinem quartum xnperantiutn resohinonein generáléin in-
veniendo semper hactenus irritos fiiisse ét vix ditbiutn mattét ffiiin hacce problé-
ma nostram analyseas hodiernae vires superet, quatn potius aliquid impossibile
proponál", s midőn Ő Maga méltán oly nagy becset tulajdonít már az xm — l =
= 0 resohttiojának (mi is nem csak az én gralis módomon megesik, hanem külön
ülőn is erősen könnyen röviden) ,v mindenként minden csak valamennyire jarras
mathematikus előtt elég evidens, mily rengeteg becse van a következő tannak, mi
által (min! egy befejező (annál némely egyebek mellett az egész algebra kíván
teljesen merítve — mit szándékom is tenni - minden egyéb tanom jelemnek erő-
sen hív testvére tévén, s vele mind egy szellemű lévén, egy húron pendiilvén) sok
egyebet is létesítettem, mit Gauss leheti ennek deciaráit. Már a dologra („ne verő
hoc inepte" {hogy ne legyem ezt ostobán) ). Hogy bár bemenni szándékozván
is Vásárhelyre, most írok, oka az., hogy (megvallva1) már szégyenleni többször
tanálkozni Kegyeddel magamnak tévén szemrehányást míg valamit nem muta-
tok. Jeleni tan elgondolása pedig nem volt több néhány másodpercnél, mintán
más csakugyan természetes bajok, de nehéz, méjj és nem egészen áthalott utakon
sok élességgel és elme-feszítéssel próbálta, (mini tették kétségen kívül a tisztelt
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említettek is, noha ott' nem hiszem jártak volna), mihelyt e gondolat elmémbe öt-
lött: azonnal néhány másodperc^ alatt (mint iram) azt is láttam, ho£V meg van.

Legyen tehát ez, mint a nap följöttének a hajnal tüzes pírja előjele annak mik,
ha isién továbbra is kedvez jeleni működésemnek, nemsokára következnek. Már
megdicsekvém íme itt van.

MINDEN (KENDŐ) ALGEBRAI EGYENLETEK (KÖZÖN!) ALGEBRA!
FÖL-OLDÁSA MODORJA (ÚTJA) (a Ó-rendűt kivéve).

Megcáff>lásával egy (RUFF1N! álra!) az. ilyenevés lehef/ensége mutatásának
(hogy a gyök léte (mit G. {Gauss} 3-szor, Cauchy egyszer, úgy tetszik Ohm is, s
én is tisztán finom úton régen megmutattam), ez által önkényt egy új úton eo ip-
so {magától értetődően} megmulattik: meg-látszand. Egyéharánf e demonstráció
erősen egyszerit, rövid, könnyít, gyönyörű (mit hiszem, hogy sem Kegyed, sem
C. csak szóra nem hiszem, vagy azt mondaná akármelyik ily ígéretre íré/ásfí/
szólva), hogy ha azt megteszem: varázsolni indok.

Már a dologra!

Legyen m akánnely tevő-szám (tettleges szám, latinul numerus positivus) 1-
i't fiiul haladó ej legyen a, b, c; . . . közül mindenik, vagy akármi véges nyj.
(mennyiség) vagy 0, s ezeknek hánya — m; továbbá legyenek

—a — b — c — ... = A

ííb + ar + bc-K. . = fi

—abc — ... = C

ismeretesül lesz, akármennyi legyen x {itt mind véges nyit értve),

U - a ) ( x - b)(x -c)... =xm + A .v'"-1 + Bxm~2 + Cx'"~3 +...

ezen fii x-lö! függő (latinul f t t n c t i i t s insiis x) =0. mihelyt x= az a, b, £, - - - akár-

melyikéhez, vagy is a, b, c, ... nek mindegyike azon függőt, mely legyen rövid-
ségért = X. 0-vá teszi (ezen egyenletet X = Q kielégíti, vagyis az Ule.tle.fi latin név
hív fordításával, gy_ök(er)e_ ezen egyenletnek).

Legyen rövidségért, egyszerűségért egy idamáságért jobb Ízléssel s minden
tekintetheti! jegyi lökélyesítésén 4- }, s •*• i a V ~ l becseinek (melyeknek éppen
úgy lényt lehet és kell megfeleltetni, mint a tevő s vevő nyiknek (pozitív s ne-
gatív mennyiségj (az utóbbi latinul qitantitatis negativa) jegyei, s neveztessenek
itt mind a + mind a - nyik sima vagy egyenes, mind a -f mind a -e- nyik pe-
dig pontos - vagy mellék - vagy oldalas - nyiknek (melyekről! tökélyes és teljes
tanomat is nemsokára szándékozom közre-bocsátani).
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Ezen magyarázatok után az! állítom, hogy ha egy szorzat = 0. akkor is, mikor
a szorzat ,.p-*-q" [p + iq] idomúak, vagy elegyek is lehetnek (rí is g_ is sima-nvit
jelentvén}: valamelyik szorzó = 0. Mert ha (p-+-ö){r-f s} = 0 (r is s is sima nyíl
lévén): úgy ismeretesül (pr — qs) + (őr + ps) = 0 tehát pr — ás =0, ar + ps = 0, s
az utolsó egyenlet r-rel. az előtte valót s-scl szorozva, s az utóbb származott
egyenletet az előbb származotlból elvonva, ered (r~+s )a = 0 e's így vagy r2 +
+ s , tehát r is, s is s végre r +s is (mely az egyik szorzó), vagy a =0, m; utóbbi
esetben az előbbi pr — qs = 0-í, r-rel, a qr + ps = O-t s-sel szorozva, s a két új
egyenletet summázva lessz

A lévé] (445/1, l", 2, 21', 3, 3'', 4, 4") Domáldon 1844. szeptember 2-a után
íródott. Erre a kolozsvári és vásárhelyi utazásokkal kapcsolatos utalások alap-
ján következtethetünk. Amint ismeretes [ó, 17 old.] BOLYAI JÁNOS meghívást
kapott a magyar orvosok és természelvizsgálók 1844. szeptember 2-án (42l/ l t ; )
kezdődő kolozsvári nagygyűlésére. Előadásra kérték fel, s Ö „buzgón" igyeke-
zett „némi figyelmet nyerni". Sajnos a nagygyűlés végül az ő részvétele né lkül
zajlott le. Erről tanúskodik oldaljegyzete a 445/1" lap szélén: „hová már több
okból nem mehetek el", amellyel levelét kiegészítette még mielőtt postázta vol-
na. Milyen nagyszerű alkalom tehetett volna számára, ha a domáldi magányból
„a közszeretet lehető megnyerésére" legalább egy kísérletet tehetett volna.

BOLYAI szinte minden írását számos betoldással tarkította. Levelének első
oldala (amelyet fakszimilén is bemutatunk) jó példa erre. Az eredeti levél máso-
dik bekezdésének 2. sorában található jel azt mutatja, hogy a gondolat a lap alján
folytatódik. Ennek második sora végén egy újabb Bolyai-jel arra utal, hogy az
uldaljegyzet következik, aminek végén is van, most már egy harmadik ..jegy",
amelynek alapján a befejező részt akkor olvashatjuk el. ha a levelet 180°-kal
elfordít juk.

Az i lyen betoldások néha körülményessé teszik az írás folyamatos olvasását.
Átírásunkban például a második bekezdés első három szavával kezdődő mondat
folytatása k i lenc sorral lejjebb található, vagyis így hangzik: „Én elhatározóm
magamban, hogy elöljáróul s némi

GAUSS Demonstratio nova és a Disquisitiones arithmeticae-ből idézett
hosszú latin szövegek BOLYAI által készített magyar nyelvű fordításaival vagy
„át f e vese/"-vei a (6.2.§)-ban találkoztunk.

A levélből több helyen - (1.2.8), (2.3.§), (5.4.§), (6.2.§), (6.4.§) - idéztünk.

Végén csonka, nincs bei'ejezve.
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7.3. Bolyai János levele apjához
Újabbí levél-küldésem, se levelem hosszúságán ne botránkoz.zék meg: olvassa

végig csendesen s figyelemmel (nekem is meg-lévén magam sérelmei) a körülmé-
nyek által magát történetesen előadott mathesisi részt is különösön; midiin az
(mennyiben hineienaéggeí rövidre lehetett) nem csak egy felől azon kívánsága
szerimi, hogy látná valami jelét, hogy élek még: hanem azon másik kívánságá-
nak is eleget teszen. miszerint az imagináriiimokrúli tátijának (iheorici) alapos
és körülményes (én deSail) megcáfolását kívánta több ízben. Ebből most erős re-
ményem szerint (2-2=4 módra) mnlhailann! megfog teljesen győződni, hogy
(bár is az eddigi módja, egy első útnak, próbának kitűnő szép elmére mutatón)
az imagináriiimokruli tanja ingó gyenge alapra s nem elég körültekintéssel (cir-
ctftns) sectio {beosztás}, circunispicientia {vizsgálal}j megfontolással s a dolog
erébei belátással, hatással van építve s teljességgel meg nem állhat: a dolog lé-
nyege kissé ínéjjebben van (bár is nem erősen méjjen), és egyebütt; én otl maga
helyén kérésiem, és meg is kaptam szerencsésen még 831-ben.

Botlani (mint a legügyesebb dextcrusb {jobb}, habilisehb calculi.altinak
(ügyesebb számííónakj is) emberi dolog: a hiba! meglátni észre venni £gy_es em-
beré; megismerni becsületes szerény és nemes jószándékú emberé; s nem hogy
szégyen volna: hanem dicsős(ség); s épen meg-nem-iámi tudni vagy akarni lenne
(egyébarámi elme mellett) szégyen s <-ség.

Jeleni tárgy is. bármi rövid is, mini per se (a G. (Gauss) nyilatkozata, elis-
merése, ítélete szerint is, s minden derék malhematicusé szerint) egyik legfonto-
sabb, sarkalaíosb dologra nézve az egész tanban, Kegyednek oly rég óta és oly
vakmerőén (az enyimnek, elment (ügy) hitt s ráfogott, vagy képzelt gyengülése
állításával, megvetése, legyalázása, mocskoíása mellett, noha a végin csak an-
nak kell örökre meg- és fön-állnt mint Kegyed is rá-fog-térni-) erősített latiját
egyszerre végképpen le-ontó, nem keveset ér, s reményben Kegyed is már most
ily apróra ki-fejtve, meg-becsiili.

Egyébaránt mind ennek a veleje már a Dissertatiomban (célzás a Responsio-
ra) is meg volt, mennyi indniilik elég a Kegyed módjával ismeretes és figyelemmel
s jó combinatioval s alkalmazással bíró olvasónak. De sok szerencsétlenségre
váltt már az, s ereden abból linind fanilag, mind egész lelkületet véve), hogy
Kegyed elejétől fogva nem nézte jól meg a levelemet, s alig átfutva, félre vetette,
s annál fogva sok legfontosb s derekasb fanimaf is egészen félre s nem értette, s
megvetette miből azután sok erősen kedvetlen penna- s szóharcok (logomáchia)
(kóros böbeszédűség} kerekedtek.

Jeleni példából is győződjék meg kegyed, hogy nálam (oly régóta állhatato-
son, lelkiismeretesen, aufTod und Lében (Élelre-halálra} neki feküdvén) meg is
van rágva s emésztve holmi tökélyesen ki-téve azt, miről magam ki-jeielem, mi hi-
ányzik, s az korám sem emberi erőt föliil-haladó dolog, ezt állítni absurdnm, mert
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én soha olyan transscendefltalev&l nem bajlódom, minek ne lehessen ember em-
bere s más józan termett ember is éppen úgy képes jól Iáim s olvasni a termesze!
(nagy könyvében) -ben mim én, ha elfagul.ar.knni! nyitja ki a szeméi, s huzamosan
ráfiiggeszti. Minden isten akaratja szerint van, s nincs egyéb dics, érdem, mint
az ön-érzet, s a mások művelődése s boldogsága előmozdítása s emelése tudá-
sából eret/ő bei-jutalom (mint millió másának nincs semmi érdemes dicse, hogy
> l másánál); nz pedig tiszta, ártatlan gyönyör.

Egyébaránt jelein levélben még (fájdulom!) kellett lenni a jó mellett kedvet-
lennek is, hogy még egyszer akaratom szerint utoljára, vagyis befejezőié^} kese-
rűségemet és ebbéli tudatomat őszinte kijelentve, könnyebüljek s csendesedjem.
Nincs mód, hogy jeleni levelemben! fölvilágosítanak s kifejtések után (mind az
engem mikor nem is gondoltam volna, oly méltatlanul sértő s <bitni kívánó, An-
talnak írott, de mellékelt levele iránt, a többi melyek mind oo tónusúak s az én
Antal előtti becsületem, tekintetem s nyertt jóindulatom lerontására s engem ki-
rekesztésre célzók voltak, nem is említve mind pedig egyebekre nézve) nincs mód
mondom, hogy áf-neiássa s meg ne ismerje, hogy bizony én is sok méltallanságot
szenvedtem Kegyedtől minek egy jó nagy része (többként) most az Antal halála
után jőve (hihetőleg nem várt képpeti) világosságra: de el-tölttek s legyenek el-
feledve! töltsük kedvesebb foglalatossággal a becses időt s ne rontsuk magunkat
is egymást rontani akarva.

Egyébaránt, a: (Kegyed által célba vett) osztály bevégzéséig (végre-
hajtásáig) is legegyszerűbb, tisztább, egyenesb, illőbb, iguzságosb s természe-
ti'sbnek tanálom engem minden (pénz- s natiirale, ha ez nem letétinek pénzzé)
jövedelemből, mint harmadost, részeltetíni de én nem tőrvénykezem s tzetlenke-
dem, ha lehet, kivált az apummal. Kegyed lelkiismeretére bízom.

Gergelyt pedig nincs mért illő gondoskodásom főül félteni, hogy meg nem él,
mert ő ügyes ember s életre való jó gazdának iiiduli (éppen mivel nem öli maga!
a ... {itt megszakad).

Három apró zöld színű lapocska mindkét oldalára (740/1, l", 2. 2", 3, 3")
írt levél (vagy fogalmazvány) . Azért iktattuk a matematikai tárgyú levelek közé,
mert az imaginárius számokkal kapcsolatos.

Keltezés nincs rajta, de abból, hogy az Antalnak írott levelet emlegeti, követ-
keztethetünk arra. hogy azl nagybátyja. BOLYAI ANTAL 1845-ben bekövetkezett
ha lá la után írta. Ui. ekkor kerül János kezébe Farkasnak az a levele, amelyet
öceséhez, Antalhoz 1838. március 19-én írt.

E levélből hosszan idéz BENKŐ SAMU is [6, 86-90 old.]. Egy lényegtelen
elírást kell csupán ki javítanunk. Az idézet első része [6, 8S old.] nem az 1124
jelzetű kéziraton, hanem a 740/1'' jelzetű oldalon található.

Ez az írás enyhébb szövegezésű, mint a JAKÓ [17, 389-390 old.] és STACKEL
[106. 124-125 old.] által közölt fogalmazvány töredékek (739/1).
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7.4. Bolyai János levele apjához

gyönyörűbb, dús aratással példáid (mi megint föl-ér magával a QD val {kör
négyszögesítéssel 1) a MONTUCLA álla! méltán dicsén MASCHERON1 a geo-
metria constructiokat {geometriai szerkesztéseket) csupa kör-Írással it és nagyon
szépen, elmésen viszi ugyan véghez: de egyfelől fölteszi a l!-dik elvét, másfe-
lől a lapít melyen működik, s még egy 3-dik s 4-dik hiány is van. Nekem pe-
dig a Világon semmi sem kell (!!!) és így, például föltéve a Qü\ hatásai a Q
azon gyönyörű tulajdonnal bír, saját magához - deí csinálni tudni. Recte! (Igen!
Helyes!} , hagy O végesen yn nem lehel, s főbb afféle, rég megbizonyítottam.
Arnil pedig a lúg nat functió tárgyról motidonum. oly bizonyos, mint 2 - 2 = 4;
(néhány szó hiányzik a lapról} s fölér némileg megannyi QU-vet. a rt-í ma-
gár még, írón akadályom miatt nem igazíthattam el,' de csalni nem igen szokott
tapintatom avval bíztat, hogy az is ki-jő; sőt még oo sok egyél? afféle. Mostan-
ság csaknem az egész mathésis minden régiói el- {hiányzik a levél egy részlete}
több egyéb lényeges új {néhány szó hiányzik] némi ez! illetői láthat. Nagy ta-
núság volt a Newton {olvashatatlan}. Ezt anlic.ipálva, nyakra-főre iram, tartva
tőle, hogy kiilönhön igen hátra halasztóm: már váíaszlok a kiiSdöítök rendje sze-
rint pontonként. De még egyet: rögtön válaszoltam volna, ha beteg ne legyek: de
már néhány hét óta bajlódom, vagy kétszer éppen veszélyesen is lévén, de a ha-
talmas Priesznitz. módján (örök hála a testi egészség ezen nagyszerű nömös hőse
és X Hasának!) befogva mind a hatot. Isten után némileg jobbacskán lettem, s
reményiem már nem sokára helyre állok: minek írásával nem is alkalmatlankod-
nám, ha nem erezném kötelesnek magamat megmenteni hosszas hallgatásomén
és ni incassum aut perpcram me jacravixse, mihi quidquam arrogavísse, vanas
exercuisse mituts. gemitusque immanes cieiido miirem ridiculus peperisse ne vi-
dear {ne tűnjek úgy, hogy hasztalan és hamisan büszkélkedtem, magamnak olyan
érdemeket tulajdonítottam s megalapozatlanul fenyegettem és óriásokat nyögve
egy nevetséges egeret szültem},1 s más

Levéltöredék egy kis cédula két oldalán. Elején és végén csonka. A kézirat
{741/1, l'1) felső része hiányzik, azért nem olvasható az oldaljegyzet egy része
sem.

Keltezését nem sikerült megállapítani.
L. MASCHERONI (1759-1800) neve gyakran feltűnik BOLYAI JÁNOS kézirata-

in. Műve a Geometria dél compasso (Pavia, 1792) francia fordítása BOLYAI saját
tulajdona voll. Ez a fevéltoredék tanúsítja azt is, hogy János olvasta J. MONTDC-
LA matematikatörténetét
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7.5. Bolyai János levele apjához

A kívánt főlvilágosításra, közinegnyugtatásutikra ex a tárgyak annyiban,
ezenneli bevégzésére s részint csodámban és szinte rémí/iésemben az uióbbi leve-
let - melyei az előtt, már ismerve lényegét, megvallom csak futva vagy könnyiisze-
riileg néztem át - még tegnap estve figyelmesebben vagy apróbbra véve átolvas-
ván és az í'gaz valódi szép és jó országában hogy szokott, de időtlen kifejezettel
éljek, szerencsére nem lehetvén disharmonia, tehát két ellenkező közölt egyiknek
hamis vagy hibásnak kel/vén lennije - a számítási hibái oíí találtam rö/leni. hogy

T T
az ölti úton, a 4X.4 ~X. 4Y.A Y meglurtárzásakor eltnulatódott az ugyancsak
változó x, y, r is annak nézetni vagyis az ezekre ne'zíi alképzés kimaradóit. Er-
re ugyanis tekintetei véve lesz, ha idő, lénia s rézpor s fáradság kevesbitésért s
mocsokra kevesebb alkalom adásén „4 " helyett ó -f írok. per se

s úgy tovább; azonban, bár-is nem állítom, hogy ezen úton is célt ne lehetne ér-
ni: teljességgel nem látom sem szükséges-voltát, sem hasznát, sem csinosbítást
benne nem találok, ezen sokká! hosszasb, íeherményesb, egybe-bonyolódoimbb
és unalnuisb úton járni s keresni azt: mi már az ország-útón könnyön el-érodik
és ismés; mind a mellett is, hogy a figyelemre méltó igazság kutatásában ép-
pen magam sem szoktam sem az országúthoz kötni magamat, sem bármekkora
tekintély s nehézség által is elijesztetni s éppen jelenleg is néhány óriás sőt Co-
losz áll előttem, melyekkel meg kell kísértenem a küzdést vagy küldést. Hanem e
szögletben nem vala mit tenni; én pedig különösen szeretem oly tani tárgyakat
választani áthatás végett, melyek valóban szükségesek, bár hasznosak, legalább
jó fzlésüök - És marad vagyis ál! tehát e részben az

ha tudni illik (a tudva lévő módim elbontott pillanati erőnek az x-ekre L
{merőleges} oldalhatása mint már Vega is állítja. A jobbacska, vagy megle-
hefósbb vagv legalább középszerű, sőt még a leghalványabb szerzőnél is kivált
egy ily eljárt terüli tárgyban, nagyon szükséges az ugyan szemes vizsga, mi-elötl
az ember bollasztaná, s legelőbb legjobb ha az ember önmagának nem hiszen,
mert a sok rossz s időtlen között mondanak csakugyan sok jói, s ügyöst, derekat,
íalpra-esettet is. De megszűnöm, mert így levélen ei-nem- végzem, s az efféle, be-
látó előtt, úgy is, mind önként bizonyos. Csak azt jegyzem meg erre nézve még,
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hogy furcsa, hogy várakozásom ellen, minden elvetése mellett a számításnak az
-j

yÖ~x+(a — A-)0y = ö,

per se csak történetesen, jól vagy helyesen jő ki, mind a mellen, hogy még mán
hiba is csúszik be, tudni illik az otti

, 20(a-.\-)w
O X = c — — bül.

r

az otti módon is, vagyis az átképzéskor, csak B-t nézve is változónak, nem
, 2 2(a-x)u>

0 -f = ,
r

hanem

következnék: de mikor aztán űz említett másodrendű Ó egyenlet per se nem jő-
ne ki. - Egyúttal Makót is ugyan még az estve nézegettem: jeles, ügyös, érde-
mes, derék s becsületes szép jetleim'f ember (munkájút ezennel köszönettel kiildvén
vissza): de egyéb sürgősbe vagy szorgosbb ex nagyobbszerű dolgaim miatt most
annyival kevésbbé érkezem, hogy hövöbbön egyébbe elegyedni, hogy a Götlingai
s Oxfordi s több efféle millionciir. könyvtárakban s a többiben még van tömér-
dek még derekabb dolog, s végre és főleg az egész Mindenségi oo és ccfolsétjes

könyve is tárva áll az ember előtt és örökös dolgot ad. -A l 0-nak a c b = c-ből

a h- l-nek nem általános következtethetésévdi hasonlat/át sem foghatom meg:
/•

ágy az l -tan leomolnék, mely pedig minden még abban is leendők mellett, di-
J

csőfíl áll és szilárdabban a Sión hegyénél. Azt sem foghatom meg, hogy miképp
ne lenne a tanú siók. előtt érdekes a 0 ii d rá dolga, sőt mi föladat volna még
tán az egész tan mezején ennél éráekesbb, szebb és némileg inkább tetőpont-
ját, koronáját tevője a tannak: mint ez: midőn nyilván látszik, hogy hajhássza
imialanul az egész tanász-Vilúg, és sok időt len-szülött mellett mily gondosan kit-
porgatják, ha mi szépet találnak evvel érintkezésbe lévőt. Én Isten kegyelmi-hűi
nem elme-vakon s a priori föltett szándokkal dolgozom: hanem okszerűiéi; s a
hol mi jóra új utat veszek észrenyilni, per se lehetőleg eljárom, mint iram semmi
tekintély s nehézség által vissza~nem-rettenvén ezt senki sem teszi: semmi új jó
nem születik soha és a Mindenség — lesz egy co halotthoz. Lenne csak meg.' de
csinálna ám akkora lármát éppen az. fiz egész malhem-Világbatt! minél tán na-
gyobb sem volt, hOí,zá'jándván a jó bőrös pecsenye s megfelelő vagy ahhoz jó
kortyok sem hiányozván. - Még egyet! Az igazság is per se nem mind méltó a
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fölvételre; mert különbön akkura lan-halmaz kerekednék, hogy a rendezés, idézis
és föl-keresés több bajba kerülne az ön-erőni kigondolásnál: mily esel van már
is sok könnyeknél, hol az áfhatoíás, tisztált és éiiettség hiányja miatt gyakran
iiitalHiasb a kicsinálásnál. így. hogy az. a/g. görbére bárhonnan L van, arról s
bizonyíthatásáról meg vagyok győződve, mint a

állandóságára nézve is, h_a_csaknsyan igaz: de most fontosb és itj vagy ere-
déi tárgyaként c:.r nem szükség vitatnom vagy belé-ereszkednem. Afféle viszony
számtalan van. A hó! pedig járni méltónak találok: ott minden szögletet szeretek
eljárni.

Analízist tartalmazó levél (1323/1, l", 2", 2). Nincs keltezés rajta.

A levélben BOLYA! MAKÓ PÁL (l 724-] 793) Compendiaria physica insti iutio
. . . . Partes duó, 1762-63 könyvének nézegetésére utal, amely BOLYAI FARKAS
tulajdonában volt [36, 45].
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7.6. Bolyai János levele apjához

Addig is míg magam oda mennék a szóban forgó kétely vagy jolhő lehető
eloszlatására s közmegnytigtatásunkra csodámban egy rövid szót kívántam kö-
zölni; bővöbhön ezen magában per se egyik fofontosságú s érdekű tárgyba je-
lenleg azon okból nem könnyön ereszkedhetvén, hogy a már ottlétemkor említet-
ten kívül is közelebbről még néhány egészen új s ugyancsak legfőbb súlyú tárgy
áthatása kísér/etjére érzem magamat ugyan szorgosan fölhívó vagy ösztönözve
és kötelesnek, gyönyörű új mezők nyílván s dolgok adván elé magukat, a köz-
ponti mozgástan, mint a gyakorlat vagy használatnak az elméletteli megegyezé-

se is arra mutat vagy int kiilönbön is alkalma-
^^/j^^^^n/7 x s!ílí e-ÍÍar! d°l°S lévén bár is teendő per se még

csaknem mindenütt van, mint említem, még az
oly triviális másodrangú egyénié! tanban is, s
Természetemben lévén, hogy semmit se szeres-
sek félig csinálni vagyis a tökély előli megelé-
gedni hol respecteivel minimum a summit dis-
cedere. Egyébarání pedig per se, mihelyt egy
kis résem lesz közelebbi vagy előítöm álló fő
dolgaimat kissé végezvén, minden olyas, kivált
Apámtól, vagyon és főleg érdekel.

A mindnyájunk állal elfogadott vagy közmegjegyzés szerinti al-kép- egyenlet
t üd f Örá/íozóra nézve, tehát az Apám jegyeivel

melynek lm! felöli tagja közvetlenül az az -í és y közötti viszonytól függetlenül

l -ezhető és így

y Ax + (a — x)Ay = l 0-consí.,

mivel mint Apám is írja, ennek al-képe amaz. vagy pedig egyenesen
í •> í •>t y4 x+ l (a -.v)«l-y-fo/?sr.;

J J

de

j d : A- = y« l .v- f Ay4x.
J J

l (ci - x ) 4 2y = (a - A-) *l y - A-d „v J y) = (a -x) 4 v + l J x J y2
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melyei az előbbivet ösiözve, ki jó az említet! és ugyancsak senki által el-nem -
vitázott s nem is ostromolt vagy megtámadott elsőrendű ul-kép - egyenlet, integ-
rál egyenletül: hol d x, «f y iránylag vagy respective az x iránnyal j| bn, és ami
L Db irányhani só'bök vagyis sebességek.

És itt már nem tudom vagy értem mi okból és joggal lehetne lenni *l y helyébe
(c - 4 y)-í, valamint azon áiííímrínyf is hihetőleg csak valami errorboíi vétségnek
tálalóin, hogy y *l x + (a — x) 4 y = 0, az. x-nek bármely becsére nézve.

Hanem a dolgot szabályszerű rend szerint én is így gondolom bevégezni, hogy

a már talált l -egyenletben legelőbb is a const. lehető meghtitárzúsához látunk

vagy fogunk vagy kezdünk, vagy azt (Igyekszünk teljesíteni vagy megtenni vagy
véghez vinni vagy hajtani vagy megkísérteni s a t.

Már pedig erre nézve a mozgás kezdetén vagyis a-ba/i, ha először b vagyis
Aac nem > R (ectv); úgy x -0, y = 0, «iy pedig f-nek i//ó' decompositioja ál-

tal könnyön láthatólag = r sin b, «i x padig = c cos b, mi becseket a főlöbbi l -
i/

egyenletben helyettesítve, lesz

0 • c cos b + (a — 0} c s inb = const,

és így jelen különös esetben vagy (idatok szerint vagy ahhoz képest, const =
= ac s inb és tehát

y J A- +(a —.v) «l y=ac s i n b

határozottan vagy kifogás nélkül.

Ezen egyenlet bal/elöli tagja már ugyan többé nem az x és y közötti viszony-

tól fiiggötleniil l eshető, azonban mindkét tagot, jelesen az elsőnek második izét

í f íezen isméskép szerint / udv = tiu— f vau, l-eznikezdve, k'ijö
,' J J

U.f. Ha bA > fi úgy lehet, hogy valamely a cg -hét magához cisymiotailag
közelítő görbére nézve is az elsepert térj {felület} —> oo {tart végtelenhez}. Egyé-
baránt ezen esetre is kiterjeszthetni, ha a testet útja bármely pontjából ugyanazon
t többel sürgetve gondoljuk; de mit itt most nem fő iy rá í hatok.

Anal íz i s tárgyú levél (734/1, l". 2, 2L'). Keltezés né lkü l .
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7.7. Bolyai János levele apjához

Sziivösön köszönve a herpesre néni tudakozódást és holnapra! inviiátiót, hol-
nap délután oda is UgyökszÖm.

p ^
Az pedig, hogy ha p prím s q > l, de < —: úgy p-vel osztva q a pót

(maradék) nem l, nem áll. Ugyanis nem csak ha prím. hanem bármely reális
(egész} szóin legyen p, a" — l = (a + l )(a - l ) nyilván oszlik p-vel, mihelyt vagy
a+ I, vagy a — l oszlik p-vel, azaz: mihelyt a vagy kp—\, vagy kp + l idomú. És

2 _ T
aztán a Disq, Ár. §4-je szerint éppen mindig lesz oly q < — is, hogy - - égési

" /"

legyen; ludni illik a-t p-vel osztva a lég < kér féle (úgy mint + és -> maradványok
(maradékok) < bbikét véve q-nak.

Mit is kívánatra ezennel kívántam közölni, hívén, hogy kis közelebbi megte-
kintés urán nem is lesz vala erre szükség.

Egyébaránt én is nagyon kötve hiszek magamnak úgy, hogy lehető minden bí-
róim öszvösi'n sem bírálhatnak keményebb és kíméletlenebb szigorral meg, mint
önmagam de azért amit lehet ösztön - ja levélből egy rész ki van szakadva) ség
szeri/ír csak megteszünk.

A gyomor fájdalmon tudván azt, hogy minden tanátsom fölösleges csak saj-
nálhatom, fájlalhatom azt: csakugyan kis fodorminta szeszt idciogátni nem volna-

Rövid levél (746/1). A keltezés tekintetében tanácstalanok vagyunk. Tartal-
ma alapján feltételezhetjük, hogy az I850-es években íródott.

2 _ 2 ,
Egy elírás van benne. A - - helyett - —t kell olvasni (I. ( 7 . 1 1 . $ )

/' P
Dem.3).
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7.8. Bolyai Farkas levele fiához, Jánoshoz

Szász Károlynak el is küldöttem a választ: csodálkozom, hogy az ezer teen-
dők közt úgy elfelejtettem: hogy confinnálni (igazolni} is lehet oly hamar, melyei
többként lehet két quadratra osztani, 4>i + l kép alatti prímet lehet, de csak unica
módon (bizonyos természetes számokat többféleképp á l l í t h a t u n k elő két négyzet
összegeként (pl. 1105 = 33"+ 4" -32~+ 9"- . . . ) , a 4n + l alakú prímek esetén ez
a felírás egyértelmű (4.5.§)}.

Megvénüll az ember.

Jakab János haza jött a borvízről kérdezte a Paganinit: kérlek próbáld el.

Az a fehérnép éppen akkor vitte a holmi ját el összeveszlek.

Egy kis cédulára (l 194/1) írt rövid levél. Mivé! SZÁSZ KÁROLY (1798-1853)
1848 és 1853 között tartózkodóit Marosvásárhelyen, a levél valószínű l ég ebben
az időben keletkezett. A 4n + l, alakú prímekre vonatkozó megjegyzés alapján
keletkezését inkább a fenti időszak végére tehetjük.

Másrészt a Paganinire való utalás gondolatainkat arra a hangversenyre irá-
nyítja, amelyen BOLYAI JÁNOS is fellépett, s olt Paganini műveiből adott elő rész-
leteket. A jótékony célú hangversenyt 1843. május 4-én tartották (.12, K.25/6],
így azt is fel tételezhetnénk, hogy BOLYAI FARKAS levelét Jánoshoz korábban írta.
János 1856. májú;: 31-én VÖRÖSMARTY MIHÁLY özvegye és árvái fölsegítésére
az Apolló- teremben rendezeti hangversenyen ismét eljátszott néhány hegedű-
számot, többek közölt Paganinit is (244/1), de ekkor SzÁSZ KÁROLY már nem
éli.
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4. Migány-dtl Zímpibút, Héroldnil, SzBihiníri Ijiíllu á lu l ,
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7.9. Bolyai Farkas levele fiához, Jánoshoz

a 2 +b 2

Ha a, b, c egész számok és ^— egész .szám ez vagy kél egész quad-

rát summája {kél egész szám négyzetének összege), vagy egész quadrát (teljes
négyzet}.

a2 i b2 a2 fa \ : b2 ib \2

Mert -^-=r~, s ^-=s~. ugyani t t —- = - =r , g -=-= - = j . Tehát
(~ c- c- \i- c2- \ c l

er + b- 2 2
-=/-+s -a.

Ekkor r vagy egész, vagy (rulional akkor is meni.) tört: ha egész úgy s is
egész midőn a egész .s ha r tört, s is tört.

Ha r, s egészek; úgy a - r + s~ két egész quadrát summája.

Ha r, s törtek úgy a quadrát.
Most gondoltassék oly rectiing (derékszögű) A, melyben az átfogó •Ja s

egyik végéni szög v. s az azzal szembeillő befogó r = siu v • ~Ja

Hogy r rational legyen sin u-nek olyan Vk-nak kel l lennie, hogy Vka ratio-

nál legyen, sin v = y l —cos2 u. tehál k = l —cos v mely rationál mert =sin~ v s

cos" v+sin~ v - l .
(N.B. Minden sinus nélkül lehet r= •/kő', s k < l s hogy \fka = — legyen,

n
m2

k-nak = —=-a ke l l . lehat . . . = . . . = . )
n-

/ — "'Azonban k < l s Vak csak akkor lehet rationál tört - ha u olyan, hogy
n

k - — T amikor is vak =
ám2- /m 2 m

Von*'"- '
T

Minthogy k tört edj {egy) m- <f?~a: legyen m =<p ketn hol ^ tört edj. S

lesvén <a = - - legkisebb kifejezésben s t . ! legyenek prímek.
. . . / / . . .
.2 2

Hogy - —^ egész szám legyen =m~; le kell rontattni (í • / . . . ) " nek: l -
(i -l ...)-

bői i. l . . . közül semmi se rontatik le és legkisebb kifejezésének n~-nek vagy
factora (/•/...) egészen vagy csak egy része, vagy egyik sem: az első eset-
ben ha marad n2-böl valami, az quadrát, legyen /r, tehát m =í^p a, és így o;
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quadrát; ha semmi sem marad, ügy m~=i"a. tehát a quadrát. A második eset-
ben maradjon n2-b61 i2. a többinek a-ból kell lebontattni; maradjon a-ból n lesz
m~ =í~z~u, tehát n quadrát és így a is.

Szintúgy van ha tr-böl semmi se romatthatott le, s ismét a ból rontattván le
y maradt, nr=nry, iehát y quadrát és így a is.

Innen két törtek quadrátai summája csak úgy lehet egész szám, ha ez vagy
két egész quadrát .summája, vagy egész quadrát.

Ha pedig két quadrátoknak (akár egészek, akár tört . . . ) summája egész: úgy
ez számtalanképpen kifejezhető kei töritek quadrálja summájává!.

Ugyanis legyen / az adjik (egyik) s a más ik Q. f > Q; s legyenek / — z s
~í "J

yz.—G azon kél quadrátok oldalán, melyeknek summája f +Q legyen.

Hogy

(/-:

s ebből

s y helyébe kell csak számot tenni.

y 2 + l

Például -1 +(- -l - l

7 2^+2^ 4 7 3 4
Ha y = l: úgy ;=- [z = -- — } s /-; = --- = --: s y; -£» = -. s

4\ : 4
+ l = l . H a v = 2; lesz z = -, tehát /' - 3 = 0, s vz -Q= 1. s 0~+ 1" =

5 J \5j 5
13 7 24 / 7 \2

= 1. Ha v = 3; lesz z = — . tehát / — z = —, vi — o- —, s
25 25 25 \ 25

625 68 336 377
= = 1. Ha v =10; esz z = - - s f — z = — , vr — o = — , s 1 +

625 5Ü5 505 505 V505^

/377\ 2 _ 112896+142129 _ 255025 _
f \5Ö5/ 5052 " 255025 ~

Az aequinoctiummal fnapéjegycnlőséggel} változásaim vannak - s minden
reggel egy darabig k e l l harcolnom, hogy a bút egy napra legyőzzem - : sem itt
nem tudok maradni, sem elmenni; - csak a halál rághatja ketté a már oldhatlan
bogot.

Ennyi minden bú feledés közt is egy szomorú jelentést kellé írnom B. Ke-
mény Pálné kérésére s megint olyan kérésre melyre nemet nem mondhatok, ke-
mencézni k e l l mennem.
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{A levél első lapjának felső részén (111711)}: Cserébe a 4m + l alakú prímek
leg-adjszerübb (legegyszerűbb) demonstrálj óját várom.

{A mondat után János megjegyzése): Conversa is igaz így: bármely pozitív
páratlan prímnek csak egyként kél egymáshoz prím O-ra oszló szám prím.

{A levél üresen maradt részein, néha a sorok között is olvashatjuk Bolyai
János bejegyzéseit. Például (l l 17/ l ' r ) ( : így is helyes út: ha a pozitív a nem 2 D

szám öszveee i/gv 2 pozitív nn-te sem. Mert ha a- { — \ + l - , úgy ár =
\r / \r l

t i i ( m » f i ) ( m » n |
= m~ + r~.r~ = - —, tehát mivel a alfuí) prímszám (§) vagy m *-n, vagy

it
*? *) 1 *J

m s n oszlik a-val, sőt nyílván akkor mindenik, tehát r~ = a(s" + t ); teháf 5" +
2 M "> ">'t ~

A levelel ( 1 1 1 7 / 1 . l 1 ' , 2) BOLYAI FARKAS röviddé! báró KEMÉNY PÁL ina-
lomfalvi földbirtokos 1854. április 15-én bekövetkezett halála után írta. Erre a
B. KEMÉNY PÁLNÉ kérésére való utalásból következtethetünk.

írásában BOLYAI FARKAS egy számelméleti tétel bizonyítását közli fiával, s
ugyanakkor javasolja Jánosnak, hogy készítse el a legegyszerűbb bizonyítását
a 4/n + ] alakú prímszámok két négyzet összege alakjában való előállításának
(„Cserébe a 4m + l alakú prímek ..."). Láthatjuk, hogy Farkasnak ez a felszó-
lítása János felé nem az 1840-es években történt, amin! azt STACKEL BEDŐHÁZI
JÁNOS nyomán állít ja [106, 1:96].

BOLYAI JÁNOS válaszát a {4.5.§)-ban ismertettük.
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7.10. Bolyai János levele apjához

Az abbéli nyughaíaltanság elén vesztésére kívánom ezennel a meg tegnap est-
ve, néhány perc alatt gondol! két reményiem nem inelegánsnak találandó s áltál-
jába;; megkedvelendő okadaíot {bizonyítást} némi elöízletill, és a még enné t is,
bár is ez is nagyon fontos és szép, ezerszer, söl. a mennyiben bizonvos már az
egész számtant is átható és kimerítő kulccsal vagy eszközzel bírok, mondhatni co
szer > bakra nézve több hitel nyerésre, közölni. Azon a számtanban mindenható
kulcs pedig abban áll, hogy midőn már a másod rangú számi csak két ismeret-
lenit egyenletet is, csak egy La-Gfünge volt képes és Gauss föloldatii (nem kevés
bajjal), s az utóbbi még a 3 ismeretlenül is, ha homoKénea szerencsés és dicső-
ségesen föloldotía: de olt belé is fáradva úgy is cl-áll, hogy kénytelennek látja
magát minden további lépést a tanasz.uk különös figyelmébe ajánlani, s az arra
nézte ipart szüvükre kötni: de a mely dolog természete szerint in oü bonyolódott
s amennyiben nehezülő úton alig léphetend ember legalább sokkal tovább és me-
lyei én meg se kisértek: nekem, miután magam is némi gondolkozás titán szinte
desperálék {elvesztettem a reményemet), azaz erre nézve reményvesztetten csen-
desen le akarék mondani róla, vagyis annyiban hagyni, egyébhez látandó, isten
kegyelméből, hála éne! sikerűié bármily mind íilxi'brai, mind transzcendens szá-
mi egyenletek teljesen, mégpedig akár csak n azaz raíional becsek, akár éppen
számok kívántassanak resolválni. Üd-íani vagy (még) fölsőbb kérdés aztán, n,
al-uti, sőt bármint szabályzóit exponens vagy egyéb fölléteket is odabocsáumi
és iidi vagyis nem számi (vagy számtalan?) több változójú egyenletekel is (N.B.
általános adva - l - idomú becs nyilván csak az egyenletek számát szaporítja
oly becsekkel föloldani: melyek bármely adva l, n, vagy számok, legáltalánosb.
Példáid imag. prímek, 4m + l idomú prímek, . . . És ez, mint már bármely co szer
... eldönteni). És még sok efféle. De torrens (zuhatagj módjára omolván a lég-
derekabb eszmék, mielőtt érkezném egyebeket is, tisztára írva közölni, ezt sietve
elküldöm.

N.B. És ci már Euklicl állal vizsgál! tökély szántok fogalma s tudja, azon, már
sem a Régiek, sem tudtomra az újabbak által nem érintett, hogy minden oly szám
megadódjék (-f is {komplex is}) annál nevezetesb, hogy a számtan tetőpontja.
{Ezek a sorok olvashatók, jobb megfogalmazásban a SOO/l" oldal al ján, I. 7.12.
levél)

Azt sejljük, hogy ez a levél (495/1), vagy inkább fogalmazvány is az 1854-
55-ös években íródott.
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7.11. Bolyai János levele apjához

Jelentsen itt a theor.-ban kijelelt kivétellel bármely algebrailag használt betű
ö-töl különböző pozitív számot. Teljesítem még pedig mindkét egymással némileg
rokon okadatot {bizonyítást}, mit elsőtekimetrenem hivék, hogy lehessen, a 4m +
+ 1 nélkül.

Theor. ha a nem öszvegje két D-számnak, vagyis mi evvel mindegy (egyetievff).
a-nak nincs elegy (imaginárius) {olyan m+ni alakú komplex szám ahol m =^0,
a yO) osztója; azonban

h\- (í2 b2+d2

úgy a D-szám.

Vagyis: Ha a =—, úgy a va.syi O-szám, vagy két D-szám összvegje.

Vagyis a következő idomjának a thcorémának a ö-í i's befoglalva a számok
közé. ha a nem összvegje két O számnak úgy két n {racionális} D nak sem össz-
vegje {[102, 352 old.] Corollary}.

Vagyis: Ha a összvegje két nn számnak: úgy összvegje két D számnak is.
i a

/Jem. I. Ha a = er~ és r > l , vagyis a az I-nél > D számmá! oszlik: úgy —= =
rz

\r+tC~ fb\2 íd\2 a 2 3
= 5̂ =-=1 l +1 e$ -= sem =s~ + i~, azaz két D szám összvegjé-c^ + r- V e r / V e r / rz

hez: mivel külön hon fői ü't ellen a =r~(s~ +t } = (r s)~ + (r t) , íeháf a = két szám

Ójához. Ha pedig —= D szám: úgy — r" is az. Tehát e/ég már a íheo. csak oly D

szám osztóktól ment a-król dem. {Ezl a részt Bolyai igen apró betűkkel két sor
közé és ít levél oldaljegyzeiébe iktatja}.

A föltétből l ) a c2 = b2 + ci2,

e

Már szükséges és tudom is azon theorémáí az imaginárokra is kiterjesz-
teni, miszerint ha egy szám a két szám fuciumát {szorzatát} osztja mint itt a
(b-f í/)(í>*f/)-í, úgy áll a oly két factora {tényezője} e, / melyek közül az egyik
az előbbi kél factor egyikét, a másik a másikat osztja. (Ha a maga oszsza vala-
melyiket: úgy ci mértárs (a másik osztó} = ÍJ.
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Legyen lehat a = ef, és

b + d b -e d

e f
egész. Mivel a-nak föllétel szerint nincs ele&y osztója; mind e, mind f tiszta [ín +
+ ni alakú komplex szám, ahol m =0, vagy n =0} lesz, még pedig legyen a legelső
föllét szerint mindenik pozitív. Ha ! a lég-> köz-osztója e, f-nek és e —l ni. f -

b-d
=/«; ágy mivel ——-t m is, n is osztja, a prímek kiterjesztett theohájából {m, n

pedig prímek egymáshoz) m n is oszsza —-—f, tehát Imn a b * d-í.

Mi okoskodmúnytfolytatva, világos, hogy ha miiid ily esetjőne elő; úgy, mi-
vel a-nak nem lehet oo sok, i-nél > osztója, egykor a mind H-szám osztok fac-
tuma, tehát maga is G-számid títnikföl.

Dein.2: Ha m ai n-hez prím: iíg\ a prímlcinbó!, Imn is aszsza h, d, b+d,
b d b+d b-d

y-e-d-f; és na rövidségért t> = m n. li = —, k - —. ügy nyilván lesz • • =
'g /S l l K

= g(h *k)(h*k) = g(h2+k2},- fehát (l)-ből c2 = g(b2+k2}. Az előbbi eset szerint,
szabad a g-t is, mivel a-t oszsza, minden I-nél > D-szám osztótól mentnek ten-

• e-1 c~ '1 1 2 ~> i ,(. 2 2 „2 12 . i_2 /i-ni föl, miszerint nyilván — = h +K =gs~, tehát g~s~ =t~ = fi~ + k . (Ez egész
g

demonstráí/ókat lehet s kell szép logikai renddel a különböző osztály- s alosztá-
lyokkal előadni; mire most nem érkezem).

Már mivé! a az I-nél > D számmal nem oszlik (foltét szerint) nyilván l = i,

mivel ekkor az a-nak osztójiprímek egymáshoz, tehát g=a; de li--.k--.Es
a a

^ "í Tígy ás =ii -t-k" mely az (i)hez hasonló egyenlet, csakhogy b. d. c helyett h, k, s
kisebb számok [utóbbi két szó kihúzva) állnak. Az előbbi módot lehal ez utóbbi
s bármely így nyerendő egyéniéire is alkalmazhatni: mi által h, k is folytonoson
bárhány szór osztódhatnak a-val, azaz a-nak bármely szám exponcntü potenciájá-
val: mi pedig nyilván csak úgy lehet, ha a — l . Miszerint meg van mulatva, hogy
ha a nem oszlik. I-nél > G számmal, s nem két D szám öszvegje, de Öszvérje kél
ÓD töröttnek: úgy a= l, mibőlfölöbbi szerint a theoréma igazolva van.

János ebben (495/1". 2, 2") az írásában apjának a (7.9.§)-ban vizsgált téte-
lével foglalkozik. Bizonyítása „derék szolgálatot tesz" majd a következő, 7.12.
levélben, amelyet másnap írt.
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Nem t u d j u k , hogy ez a levél pontosan mikor íródott. Csak a n n y i bizonyos,
hogy 1854. ápr i l i s 15- után és 1855. májusának vége előtt (1. a 7.12. levélhez
fűzött megjegyzést).

A 495/lL ', 2 oldalak kihúzásokkal, betoldásokkal vannak tele, sok utólagos
bejegyzés olvasható a sorok között a régi sorokra ráírva. A későbbi bejegyzé-
seknél a saját maga által szerkesztett betűkel használja János, ezért arra gondol-
hatunk, hogy miután apjától visszakapta sokat javított első fogalmazásán. Meg-
é r t j ü k a levélben telt megjegyzését: „Ez, egész demonstráiiokat lehel x kell szép
logikai renddel ... előadni . . . "

Ugyanezekkel a gondolatokkal még a német nyelvű 745/4, eléggé össze-
vissza firkáit oldalon is találkozunk.



172 7. A KÉT BOLYAI MATEMATIKAI TARTALMÚ LEVELEIBŐL

7.12. Bolyai János levele apjához

A tegnapi első theoréma demonstrációját per se {perszeJ a (4m + \)-gyel is
könnyön véghezvihetni. Azon kívül és főül {fölül} van még más haíalmasb és
előre tudhatva, sikeres vagy sikerülő generá/is módom, mini mindjárt megírom,
bármely számtani föladat megfejtésére. Ezennel bevégzem a ' 2dikét is, levélcí-
mei, miután nem les;, több szükség rájuk, mivé! nem érkezem most újra leírni,
visszaváró.

Ha ezen speciale theorémák demonstrációji reményteli jól fogadtaínak; rö-
vid időn készülök, mi már még saját rengeteg várakozásomat is messze fölül-
múlja, és első tekintetre hiszem (hogy) képtelen vagy igen merésznek tetszik, az
egész OQ számranl átható, vagyis arra nézve éppen mindenható vagy általános
kulccsal szolgálni: mi per se azt nem teheti, hogy minden speciale theorémába
viszony vagy tulajdonába a számoknak belé- és leereszkedjék s azt merítsem ki:
hanem abban áll. hogy néhány kevés oly rnethodnst adok a Világ kezébe, mely
által éppen rígy képes bármely föladatot, a számoka! illetően, széles e Világon
megfejteni mint generális formulákat különös esetekre alkalmazni- Még pedig
következőleg. Midőn már a másodrangú számi, csak két ismeretlen- egyenleteket
is La G rang e után, csak egy Gauss volt képes számok s az utóbbi Pl {racionális}
qiuimitjiik fenekük} által is, még pedig (azon tény egy lévén az emberi elme
legszebb vagy gyönyörűbb és nagyobb vagy mélyebb és nehezebb, öszvebonyo-
lo'dott vagy Összerázódott, legfőbből állóbb művei közül) nem kevés bajjal, ké-
születtel, dicsőségesen föloldotta ugyan, (Bisquisitiones arithmeticae 216,300,§)
de ott belé is fáradva (mint láthatni §266-ból, mi utóbbit legalább jó és könnyű
lesz megolvasni), úgyis eláll, hogy kénytelennek látja magát, minden további lé-
pést a tanászok különös figyelmébe ajánlani, s mini több helyt részen, arra nézti
iptirjukat sziiviVkre hatóiéig kőim': de amely a dolog mód természete szerint in
co bonyolultabb, minden 1-gyeli szaporodásával hafárzaí/an- vagy isméslenek
(ismeretlenek) számának mim a fitnctio rang- vagy gradusának is, egy egészen
tíj vagy különös methodust és theoría teremtését igényli és már Caussná! elég ne-
héz minden lépttel annyira nehezül, hogy olv módon bajosan hiszem, hogy ember,
legalább sokkal tovább mehessen és milyet azon úton én meg se kisérték módom
szerint mindenütt cél! érthetvén (az úgy haladás! már jövő életekre halasztva);
s végre bármeddig menve is azon az úton, a co csakugyan ki- nem - merííőd-
hetnék; nekem, mintán magam is némi gondolkozás után. az ál la lám kitűzött cél
elérésére nézve, szinte reményvesztetten a Geiussnál is ebben egy lejíésr is tovább
tchelésre nézve csendesen le akarék mondani azon vizsgáról vagy is azt annyi-
ban hagyni, másokra bízva, egyébhez látandó: Isten kegyéből, hála érte! síké-
riile. bármily és bárhánv mind algebrai, mind transzcendens számi egyenletekéi
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(un ulóhhi nemíiökre már egy Gauss maga még csak föl se mer nézni s alig
fordult meg esze ágában is, sőt az algebraiaknál is csak a liomoseneaka! említi

f §266)) teljesen még pedig minden féléi akár számokkal (még pedig a mint tetszik
az exponensekéi s még bizonyos valami!, melyeket itt mindig reálisaknak leszek
föl kivéve az imaginárokal is befoglalva, miről már Gauss megint még csak nem
is szói. akár más bármely föllétek alatt), akár csak n awantítas által (ha expo-
nensben jöttnek is elé) rezolválhatiü, azaz orra biztosan vezető általános metho-
dust megadni, A prímek kirekesztő' formulájának is már nincs kételyem, hogy,
még pedig rövid időn sikerUlnije ke/1. még pedig bármi idomnak legyenek. Uti-
nam GÜH.V.Í superstes e.iset! {Bárcsak Gauss még é lne!) erre és még sok más -
lókra eléggé és legtekintélyesebb méltányolhaíására nézve is.

De tormis {zuhotag} módjára omolván (mint ruit ( rohanj profitndo Pindarus
őre {dús Pindarus szavtí}, bár is én itt semmit se járok correct conceptus
{rendszerező Összefoglalás) után, nyakra főre sietve) a legderekabb és, a tan-
ban, hatalmas!) eszmék, csak az e/feledés elleni hirtelen papírra vetésre is
idő kell. úgy, hogy alig győzöm ezt még mind eddig is. Azonban közelít
azon határidő, mikor már elérve a kitűzött célt, a meglévő anyagot kezdem
kireszelve, simítva, fcnvcsílve (mi utóbbi azonban nem a szemnek, csak a tanban
jó) egyszóval kimiivolve. tökélyeútve tisztára és kitelhető jól és kellemesen olvas-
luitólag írni. A fölöbbi vala az értelme azon képtelennek tetsző állítmányomnak,
hogy az egész számtant, per sa nagyjában a leg> szerű lég, áthatottam és midőn
az által {a készülő prím-tannal) bármely, tehát a Disq. Ar.-nak is bármely theo-
rémáját procerto (bizonyosan) megmutathatni, problémáját rezolválhatni és így,
erre nézve, az egész Disq. Ar.-t. zsebbe tehetni ugyan: noha másfelől, azon ABC-
je az ő módjának, sajátságos és sokkal nehezebb volta miatt mind az enyim mel-
lett is, örök megtartást és >ra becsülést, respective bámulatot érdemel. E szerint

a 2~ + l , annál ezerszer cifrább, bármily egybe rakottak tárgya is per se át van
hatva, noha, mint nem csoda, azon speciális esetre alkalmazni még nem érkezem.
És nevezetes, hogy a már Etiklid által vizsgáit tökély-számok, a tan gyermekko-
rában azon (tudtomra ugyan sem a Régiek, sem az újabbak még csak nem is
telt) hozzátétellel, hogy minden oly szám megadódjék, oly egyéniéire vezér mely
a számlán tető-pontja elérését igényli. Ugyanis arra még az sem elég, az illető
transzcendens egyenletet számokkal solválni (megoldani), hanem a radixoknak
expresse prímeknek keli lenniük.

- Végre, hogy ne/át fasson képtelenséget állítni: a tiszta matematika kimerít-
het é se re nézve még egy szót. A számtanra nézve ott áll a dolog, hol
(rám. Az (időtlenül rosszul úgy nevezett) Anaüsiaben pedig bármely kérdést
legalább végetlen sor által bizonyosan megfejthetni s tehát további kérdés csak
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ezeknek megadott egyszerit alakbani összözhetését illetheti, ín is már ugyan tö-
mérdeket Tettem: de bármely sorra nézve csak eldönteni is, hogy lehet e például
algebrailag kitenni vagy nem {Tintával áthúzott mondat: már túl vagy kívül esek
jelen hatásomon s halárkörén úgy hiszem bármely véges okos lénynek itt is te-
hát oo sok föladat marad in ős, az ez utáni életekben só/válandó la'f} még nem
tudom módját. Csák-ugyan itt is jól reményiek. Az ür-tan pedig áí-van hatva. Az
erő-tan is, kivált a kemény festékről; nagyban, mint a számtan s a többi.

Mos! a jelen dologra.

A tegnapi keidet szerint, Dem. L-ben (hal a leg-> köz-osztó el-hagyandó)

p

- {Két sor közölt apró beírás ceruzával: Másképp - —. tehát

tehát

a+b' a-+b-'

c

/' -l. —y egész tehát p = a •
~+d~

ap hp i
ege az: de a is, b is, <a + l>~: lehat ez amazok egy l-

í^+b2 u2+b2

1 *}
kéf sem oszthatja; és így az a~ + b~ valamely I-nél > mérője (tényezője} a p-t
oszsza, vagyis lennie kell a p-nek az (a + b )-tel valamely, I-né\> közosztójá-
nak. De p pozitív prím lévén, más pozitív számmal, saját többösin (multiplítm)
kívül, ily osztóval nem bír. Tehát

*> i 2a^+bí=cp,

a b
és így —, — is egész, azaz c Közosztója a. b-nek. De c nem lehel > !, mivel

c c
p

különben — egész, s p prím lévén, c = p s lehal
c

!' I

KM) í*í
egész volna: mi fa divixio-íanból) lehelle/i. Tehát c- l , és így, intve! vula cp =
= a +b , lesz p=a +b~. És így reped, hasad, nyílik a p és születik iker ö-
szám p maga is éppen azzá átalakulván.

És hiszem, sőt fogadni mernék, hogy Eitler is így hozta ki, azonban az imagi-
nárius prímtan rigoraxa tiszta ,/öga lm a és szigorú elein ja tudása nélkül; s azért
csodálom is, hogy ismerhette egy Gauss: Disq.Ar. png.2I8 főül. d_em nak el. Hi-
hetőleg ő sem lévén, kivált akkor, az imaginárokra nézve, tisztában, csak ábrán-
dozva vette magának azon merészségei, az imagin, -okra ott is, mint egyebütt
szokták, kiterjeszteni a reálokról igazakát.
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Ha pedig még másképp is volna p=x -fy 2 = (x + y)(x *y) = (fl -*-b)(a *fc)
%y a pi'ímlanhó! (irt az x nem a fölöbbi értelemben használódván). x + y =
= (n "M.')(r*-z). "W hogy

a+b a * b
n -f D ' t 4- z

egészek legyenek. De akkor nyilván x * y = {» •* u)(í * z). tehát

Í>e /> prím lévén, n -t- if nem íeheí tiszta: tehát M" + ír > l s ~--iag t 2 + z2 > \, és
p nem volna prím.

A + B A~B
Ha már —— egész, úgy ^TJ.

(C-f /)) C * f i C 2 + D2

is ege'sz, tehát A * B-nek elegy-osztója (komplex-osztója) csak az A + B reál
T T

C + D" idomú osztójának (s ha C, /> nem- ÖJ decumpoziliójából eredhet: mi a;
előbbi szerint prímnek csak egykén! eshetvén, világos, hogy az iinagiiiárokai ud-
miíiálvLí (elfogadva) és bármely számnak csak véges száma mérője {tényezője}
lehet. Ily dem. nélkül nem lehetne tudni, nem lehetne-e oo sok elegy-méröje
{komplex tényezője} egy számnak. És tehát így is bármely számot, a rendre nem
tekintve, csak egyként vagy/s ugyan-azon prímekre szaggathatni {felbontani}. És
a leg> köz-osztó (lehet más neve! is adni a >, < nek az elegyeseknél {komplex
számoknál) per se nem lévén éneimé) bármely, tehát e légy- számnak is megíalál-
laük prímekre szaggatása által. Az előbbit így is lehet dem. -hatni:

ac + bd be — ad ac + he! be - ae!
Mivel - - = -= — -r •«• —= — -^ ; tehát i t t ~= - T , — - - T, tehát D iáik ösz-

c+d e2+d2 c2+d' c2+d2 c2+d2

. ,2

 + b2

veg/e ts mely = —^ - -y egész-
c^ + d^

{Két sor közé igen apró betűkkel: így is: mivel ... p = (a-*b)(c+d) =
= (a-°-b)(c«d). tehát p2 = (a~ +/r)(c2+d2); és a2+b2,c2+d2> \ és p2 csak
= pp, úgy, hogy > l legyen szükségképp p=a~ + b =c +d .}.

De ni. 2. Mivel

a -f b

egész: nyílván - - is az. Már az a * h, a * b lég > köz-osztója (a fölöbbi éne-
a*b

leniben) nem lehet elegyes = x -*• y, mivel különbön hason joggal = x * y is volna;
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de mivel p prím, más tiszta oszlójuk sem lehet VI-e« kívül: tehát a -f b. a * b
prímek egymáshoz; és így a prím-tanból, agymértjük {.szorzatuk}, azaz a2 + b2 is

íj T 1 T

osztja p-t: tehát mivel a'+b" > l éspprím, p = a~+b .

Dem.3. jEioszÖr több sor áthúzva) 5 így még több variációja is van e dem. -nak.
De menyek lényegesen különbözők?

Dem.3. Van oly x (Disq.Ar. £'2, 4, 9, 108) nem > -p, hogy - - egész legyen:

2

hol tehát q nem > — — + — , mely, ha p = 4m + l , még azon esetben is, ha
/' 4 p

p lég <, azaz = l (pro m = ÖJ, nem > m + I , azon túl pedig minden máskor (ha t.i.
p > l ) nem > m. Már, mivé/ x +1 = {x + l )(.v » l ) és két factor egyiké! is 4n +
+ 3 idüinú {alakú) prím-szám (melyei nagyon könnyű clem-ni, hogy két H-szám
Öszvegje soha nem lehet, és tehát imag. osztója sincs) nem osztja: a prím-tan
szerint ily prím az (x + l )-f sem oszthatja; tehát q is 4n 4-1 idomú. Ezt *• nélkül
is megmutattam s ide való. Ha már megmutathatjuk, hogy ha ált a íheoréma
bármely, a p-nél < 4n + l idomú prímről: úgy p-röl is áll: úgy mivel 5 = 1 + 2 -
rnl igaz, bizonyosan Ín oo igaz. Márpedig, mihelyt p nem <5: az előbbi szerint

q nem > m = - -és 4m + l idomú prímek egyménje melyek mindenike feltétel
4

szerint 2 D vagyis 2 elegy-factor egyméríje, tehát nyilván q is. és ha q -r~+s ,
A-2 + l cr+b- a + b)(a-b) a+b a-b

ügy lesz p = —-. 7. Mar pedig, altaljában, -=—7f = - —— — = - =
r-+s2 cz+d~ (c+d)(f-í/) c+d c-»b

ac + bd bc + acl\ /ac + bc!\2 /bc — ad\2

-,—TT + ——TT r(• • • * •••>=( ^—ö" + ~5— -̂ fm" aposienon,c2 + d- e2 + d- / V c2 4- d2 / \ c2 + d2 /
imaginárok nélkül is könnyű a reductis állal megmutatni, lévén az utóbbi két D =

a 2 +b 2

:): tehát p — két PIO (racionális
("•H-f/- t~-t-a-

összegéhez, és így a tegnapi íheoréma. erejénél fogva, mely itt nagyon fölséges,
derék szolgálatot tesz, van két oly D szám is, melyek öszvegje = p. Csakugyan
fölséges, remek, fSfontosságú és hasznú egy pár theoréma bár-is a nélkül per se
lehel zsíros vagy háj-falatot e/mi.

De van még egy 4-dik dem.. a számtanra mindenütt átható vagy generális
vagy mindenható kulcsom által: mely azonban többől áll, minthogy itt most egy
levélben megírhatnám.

Ez a nagy fóliáns ívekre (800/1, l 1 ' , 2, 1333/1", ]) írt hosszú levél Fermat ka-
rácsonyi tételének (4.5.§) három bizonyítását tartalmazza. A sorok között elrejtve
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a De m 2, előtt egy nyi lvánvalóan utólagos bejegyzés kibetűzése után még felfe-
dezhetünk egy rövid, negyedik bizonyítást is. BOLYAI bizonyításaiban a komplex
egészekre vonatkozó saját elméielét, a prím tan t alkalmazza. Ezt mindegyikben
világosan kijelenti. Ezért meggondolkoztató lehet a levél harmadik bekezdésé-
nek egyik zárójelébe lett megjegyzése a késiütő prímtanról. BOLYAI elméletét
már rég kidolgozta (5-3.§), csak eredményeit nem foglalta egységes rendszerbe.
Itt bizonyára arra utal. hogy ezt is tervbe vette, s amint levelének folytatásából
k iderü l szándékában á l l t a Disquisit iones „bármely fheorémájáí" a komplex egé-
szekre is általánosítani.

BOLYAI JÁNOS ebben a levélben válaszol édesapja felszólítására (7.9.§). Ezért
keletkezését 1854. április 15. utánra, s figyelembe véve a (7.17.§) utolsó sorát,
1855 májusának vége elé tehetjük, akár az egy nappal korábban írt előző, 7 . 1 1 .
levélét.
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7.13. Bolyai János levele apjához

Hogy bármely, 4m -t-1 idoma prím-szám p két D-szám öszvegje; és csak egy-
ként. {Bármely pozitív 4m+ l alakú prímszám egyértelműen felírható két egész
szám négyzetének összegeként.)

Dem.l! Isméskép {ismeretes] van oly x reális (egész) szám: hogy - - egész
P

legyen. De x + l = (x + l )(x * l): tehát, az imagináriitsokra is (per se szigorú
dem-ok mellen') kiterjesztett piimlanbál, lennie kell oly móddal p = ef-nek, hogy
x + \ x-1

, - - egészek legyenek: Sem e, .vem f tiszta nem lehel, ínén ha egvik fisz-
* í

ta: úgy a másik is nyílván az; de akkor a fölsőkben! l — í mindeniknek osztania

kellvén, nyilván mindenik csak C v l {±1. ±i) lehelne: mily két szám egy/nérfje
{szorzata} pedig soha sem lehel = p. Tehát e is, / is elegy. Legyen az a, b, c, d
reális számokat jelemvén, e = a + b. f=c*-d: lehal

p ap bp

a « b a2+b2 n2 + b2

"T n
egész, de a is, b is. < a~ + b : tehát ez, amazok egyiké! is, mivel egyik sem lehet =

"l ~t

Ö, nem oszthatja; lennie kell tehát az a +b -ttok valamely az I-nél > mérőjének
{tényezőjének), mely a p-t ossza, vagyis p-nek az a +b -tál valamely I-nél >
köz-osziójának. De. p prím lévén, más számmal, sajái többösin (mnliipla) kívül,
ily oszlóval nem bír. Vagy, rövidebben: az említett mérője az a +b -nek p-t
osztván, az, mivel p prím, szükségképp = p magához. Osztja tehát p az a2 + b2-f,
, l 2 Tiés fia n~+b~ — cp: ügy

ap bp

egész lévén, nyilván -, - is egészek, azaz c köz-osztója a, b-nek. De c nem lehel
c c

> l mivé!, kiilönbön

a+b

egész lévén, — is az, lehal p prím lévén, c = p, s tehát
c

a h
P P

'' ' \p} \PJ \p
2 / .. x 2 / ,. \ 2
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is egész volna: mi pedig, mindenik fölső az alsónak < lévén, télieden. Tehát c= l,
és így, mivel vala cp = <r + b2, lesz p = a2+lr.

És így reped(ez). hasad, nyílik a p, és születik gyönyörű iker d-szám, az anya
p maga is éppen azzá változván.

7 T

Ha pedig még másképp is volna p = z +y = {z-*-y)(z»y) = (a -+-b)(a »/?);
úgy, az említett prím-tanhót z-f y = (íi - f u K t - f q), ágy, hogy

a •*• b a -f b

M-fv' í •+•#

egészek legyenek. De akkor nyilván z •*• y = (t/ •* u)(f » o) tehát p = (z -f y)(z » y) =
'J 0 0 7 1 T ^ 0= (« +u )(r +0 ) és így, p prím lévén VOJQ ir + ír, vagy f +a" = l, tehát, az

e Is ő esetben vagy it, vagy v = ö s a másik - ± l , hasonlóság a 2-dik esetben vagy
t, vagy a = 0: tehát

a 4- /' (/ -f b

minden esetben egész, e's ha ez -r*s, iígy - - nvilwín =f ».v. feháf nyilván
z-y

O "?
r"- fs~ — l, s így egyik r, s közid =ö. a másik ±1. Miből világos, hogy ;-*-y =

= ( í i * / 7 ) V l , s teha'r ugyanazon iker D -töt szüli.

i" + h g*h g +/J1"
Wa ma/- - - egész: úgy ^ — -. tehát —r; — — is egész: lehat g + h-nak elegy

/;*/ k • /í k' + /-
osztója nyilván csak a g" +h" reál k~ +1 idomú osztójának {hol k, l egyik sem =

T T

OJ decompozitiojából eredhet, minek módjai számát is meghatározhatni a k +1 -
nak 4/i! + l . 4m + 3 idomú mérői számából (kii/ön-kiilön); és így az imaginárokat
bebocsátva (admittálvaj is

A többi mái; papíron van.

Fermiu karácsonyi tételének szépen letisztázott bizonyítása. A kéziratos ha-
gyaték talán legszebb oldalai (1332/1, 1", 2) (lásd 7. ábra. 90. old.).

Valószínűleg 1855-ben íródott. Ebben az időben foglalkozott BOLYAI Fermai
tételével. Az előző levelek több mondatát felismerjük ebben az írásban is.

Biztosan volt folytatása is. Erre utal a ceruzával írt utolsó mondat: ,A lobbi
más papíron van".
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7.14. Bolyai János levele apjához

Január 20-iíi: 1855-ben. Kétszer egy napún xe.m fe.redém, de. mosodám tiihh-
ször is: mire D. is /'átért. Ezek többnyire odtvsumok valónak: már menyek lega-
lább részint, keüemesb tárgyakra.

A kiihlön pennákat ugyan köszönöm; az ilyekkel tán megélhetni.

Gerling nem kétlem, hogy divat szerinti tudós ember, s tán némi Sinn-nel
(érzékkel) is bír a mi szellemünk szerinti dolgokhoz (minek azonban levelében
csaknem semmi jeles sem Unhatom): minden éneire becsülöm a jóra már csak
a képesség szerinti becsületes törekvést is, s örvendem ha munkánkból bár egy
szikra pattant leikében s áltáljában min! becsületes emberi érdeme szerint be-
csülöm. Ettíngshattsení is becsülöm mint sok-érdemü és distingvált embert, bár
is minket tán nem méltányolni elég boldogtalan vak elfogult.

Szász Károly miért ellenezte a német kiadását? Tán a Lobatsewski és Ap-
pendix közötti párvonalén? De f öl híva érzem magárnál azon állít inányjára: „azt
ketten csináltuk volt már régen ki" halála után is ismégelni azt, mit életében is
régen kimondottam: hogy az egy szemtelen gyalázatos hazugság; mert én tőle
semmit sem tanultam; igaz ugyan, hogy beszéltünk (tulajdonkép én mondván azt
is legellőhb) hogy ha a XI. Axióma nem igaz: úgy a korhatár, vagy ha tetzik
circitlus rád. co egy görbe unif. vonal in piano, vagyis, hogy ha annak egye-
nességét meg lehetne mutatni, i/gy a XI-Axioma meg volna mutatva. De mindezt
sem vitattuk tovább vagy vettük apróra s bizonyítottuk meg együtt s e/ínéi fo-
i'ább, többre nem is mentünk, mi onnan is kiviláglik, hogy én aztán magamra
mindent kidolgozva, az ő (min! akkor mindjárt irtain) Tompa /Yo/essorral s egy
Enyedi Deákkal Aradon nálam jártakor én mint merőben i'tj dolgokat nagy ze-
lus enthusiasmussal (lelkesedéssel), hasonló fogadtatás! várva közöltem vele az
eredményeket miknek is azonban a becsüköt és hatásukat teljességgel nem volt
még csak képes is átlátni, mind csak azt erősítvén: hisz a nem formula! híz a nem
formula, nyilvános jeléül annak, hogy mind azt nem együtt csináltuk.

Továbbá az Appendix ki jötte után Enyeden átjöttemkor a Váradi Dr. és Vajda
jelenlétében (ki tehát ina is első tanú lehel) kérdeztem Szásztól szó kerülve az Ap-
pendixre, hogy hát olvasta-e? Feleié: El. Kérdem: „egészen?" Feleié: egészen.
De hogy legkisebb része lett volna benne arról altissimum silentium (legmélyebb
hallgatás} volt. Pedig ott jó rés (alkalom} lett volna most alacsonul hát-megett
ellopott részéhezi jogát megérni ítni. És ha irt/été alatt magát, hozzám lealázta vol-
na, mindenkor kész voltam teljes fölvilágosítóit és kielégítést adni, s úgy unióin
ez az igazság útja nyíltan értekezni és mindkét felet kihallgatni, nem pedig (hal-
lallanul) hát megéli bitorolni szerzőji czímeí, mintha azért, hogy fölteszem G.vel
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{Gaussal] egyszer, kétszer vagy háriiányszor is beszéltem, az! á/iííni, hogy ket-
ten írtíik a Disq.Ar-t. S G. -né! is hídban locsogoü olyasmii, mén okos ember az.
afféléi nem hiszi, sőt megítéli az oly kérkedő szemtelenségét.

Gerling ha a fonákoson - lapuk által bezárt űrök = ségét bár a 3 oldalit
pyramisoknál m ég bizonyító f rá, becses: első levelemben kéíkép {két módon} is
megvan. De mint megírtam, nincs miért töbhöt rontani vele a szemet, vagy két fő
dolog meg változtatandó is lévén. Ha még megérem, hogy oda mehessek s tetzene!
meghallgatni elolvashatom.

A sphaeroidroU kérdést pedig a nekem írt 2 magyarázat után sem értem és,
hogy értsem szi/kséges l) értelmezni, mi legyen sphaerois? tán ellipsoisí ért alat-
ta; 2) az úgy eredő ei/ipíicwm A-ra nézve miféle excessus értetik; s áltáljában az
egész kérdésnek apróra szigorral tisztáni föltétele s ekkor előre merem ígérni a
megfejteni képességemet: s gondolhatnék magam is ebbéli kérdéseket, de érdek-
telen és hasztalannak látom,

A Crelle Journal dér Mail;, und Physikböl. vagy két Heftel (füzetet) Zitia
akkori Major {őrnagy}, most Feldmarschall-Lieutenanttót darab ideig bírhatván
sok jót találtam benne, bár volna még itt olyasmi, Gnmert . . . . de e Krah -
Winkd város (kis város} és országban elég egy pár újtatos imádságos könyv.

Reményiem csak némi egészségre lehessek szén, nyitok én kaput magamnak
egyéb > és lényegesbekkel; szégyelltem is avval most előbb föllépni.

/V.fi. La Grange-nak Crelle által sok jegyzetekké! kiadott 7'heor. dfs fonct.-ját
is nézegettem.

Már

A Pyramis telyéről

Mint sok egyebet azon levélben, úgy ezt is ugyan már rég láttam volt az itt
mindjárt megírandó módon; de mind véges darabi = ségre nézve akarván tisz-
tába jönni, mint erre nézve semmit számba sem vettem. Azon levelem írásakor
azonban figyelmem egészen egyébbel (a véges =ségge.l) lévén elfoglalva, igaz,
hogy jól ugyan, de H. F. -ként ok nélkül kerülöleg hoztam ki a pyramis telyét
(köbtartalmát}.

Hogy pedig a dolog erét éppen nálomnál senki inkább nem keresi s el nem
igen találja a Földön, és hogy a levelem megírása után magam rögtön észreve-
vém a rövidebb utat és azt csak azért hagytam el, hogy részint untam már még
töbhöt írni, részint nem akartam levelemet még rendetlenebbé tenni: kiviláglik
jelen esetben azon oíti hozzátételből, hogy arra még oo sok út van.

Azon levetem írásakor főleg a véges darabi =séggel bajlódván csak történe-
tesen mentem útközben az otti demonstrációra a/onákos pyramisok állal, mert
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mint azon levelein elfutásakor rögtön magam is észrevettem, per se hogy az föl-
ösleges és még sokkal rövidebben, egyszerüöbbön lehet, a nekem megírott mádon,
a legegyszerűbből! s csinosban pedig a következőleg.

Eukiid XII. 3-szerint, ha az egész pyramis - A a tetönéli vagy leszelt mindenik
= a s mindenik prisma = P: úgy A = 2a + 2P. Már pedig (a mindjárt! §szerint

A = 8a; tehát 6a = 2P;a = -P.

Kívánat szerint németül írom.

Lehrsatz- Ahnliche Körper verhalíen sich, wie die Wiirfel ikrer gléichstelligen
oder = namigen (homológén) Linien.

Beweis. Löszt sich dér Kői-per A vöm Wiirfel B, wenn auch nur stückweise,
höchlens m Mai wegnelunen: só ísf és kiar, dasz (wenn die Seiten dér Wiirfel B,
b sich verhaíren, wie die homológén Linien dér — chen Körper A, a) auch a, auf
-~che Art zerstiickelt, sich von b m Ma!, und nicht öfter, wegnehmen. lasse, und
das überhaupt nach Art dér Suchung des gröszten gemeinen Theilers A ehenso
ditrch B, wie a durch b gemessen werde, oder A : B =a : b, folglich auch A:a =
= B:b sei. Etz.

Ennek hosszabb dem.-ja, mint egyszerű, egyenes, helyes és jó az eszméje,
bár is ez még lég < dolgaim közöli. Csakugyan még van becse (bár is mind a
véges-ség lévén szemem elölt, ezt előbb kicsibe vertem, alig ügyölve rá) és Eukiid
óta új; és elég csodálatos, hogy ezen Földi Világ Tanítója óta egy követője is
(melyeknek száma nem csak l, 2; midőn Eukiid még China s Japánban is aligha
nem otthonos) ezt észre nem vette s az Eukiid módja után csak a be- s kívül- írott
pn'smák altul, a görbék módjára így hozták ki a pyramis telyét a Témámén (íj,
elmés és szép módjáig. De megírtam volt, hogy egy-párí {mértani) sorra is rég
vittem a legrövidebben ugyan az Eukiid előbbi prop.-ja szerint.

Most pedig megírom a dolog általános erét és a CG sok utat (minek előbbi
levelembeni említéséből eléggé látszik, hogy már akkor is tudtam a legrövidebb
modor). A pyramis has'tssával bárhány és bármely távokban egymástól vonván
párhuzamos lapokat, s a legfőlső pyramisan aluli siratumokból Euklidileg egy-
egy pyramtst elvágva a maradvány mindenül! ugyan Euklidileg 2, ha nem is -
prismára darabolható, miután az előbbi nemei ^erejénél fogva könnyű a kis pyra-
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mi sokat a naggyal kitenni, a nagy pyramisok és prismák közöli egyenletei találni
és ebből a pyramis felvét kiszámítani.

Más mód (de hosszabb). Ha az előbbi stra/iímok magjai a Tentamen szerint
egyküzüleg kettélödnek, úgy a Tent-beli módon is lehel a corpits 5, laterum által
pyramist és prísmákat csinálni és céh érni, de megjegyzendő, hogy a fonákos
corpits 5 latemnwk - sége úgy is föltétetik.

A neme! §-rál előbbi levelemben is érintettem volt annyit, mennyit figyelte-
lésre elégnek gondoltam. Az itti kifejtés reményiem elég lesz, bár is i'ít kireszelés,
simítás, fényesítés, csinosítás, sőt még bárdolásról is szó sincs és mostani álla-
potomban nem is lehet.

Az oo természet szerint benne rój lik, mihelyt a pyramis a kockával U
{irracionális}; ha pedig n {racionális) vagy commensurabi/is; úgy nem is jő
egyébként co be, csak a nefáni végeileiiségébe a ^ nek. Tehát csakugyan (bár
is mind a többi, per se a Teiitfitnenbelivel együtt megtartást érdemlők) van ennek
egyszerűség, rövidség, csínra nézve saját becse és elönyje.

A német §-t pedig semmi kételyem nincs, hogy — lag ne vegye át, nem is lehet
más eszme szerint. Gerlínget, ki a Le Gendreével megelégszik, ez is kétely nélkül
kielégíti merőben n nem keresvén ^-t.

A levelet (742/1,2, 2 !l, 3, 3U, 4, 4'') 1855. január 20-án írta BOLYAI JÁNOS.
Első része {a másodiktól a hatodik bekezdésig és a hetedik bekezdés mondatának
fele) már ismert [17, 408-409 old.], sőt STÁCKEL is idéz belőle [106, 1:78 és
216]. Most azért közöljük teljes terjedelmében, mert a nem szakember közreadó
éppen a sok matematikai szöveget tartalmazó második részt nem publ ikál ta . A
levél különben úgy kezdődik, ahogy most olvasható és nem csonka. A [17, 408
old.] oldalon lévő első bekezdés nem tartozik a levélhez, az a 742/1" kéziratlap
egy önkényesen kiragadott része.

A BOLYAI ál ta l németül ín tétel magyar fordítása a következőképpen hang-
zik:

Tétel. Hasonló lestek úgy aránylanak egymáshoz, mint a kockák ugyanolyan
helyzetű vagy egynevű (homológ) vona la i .

Bizonyítás. Távolítsuk el az A testet a fl kockából, ha darabonként is, legfen-
nebb /H-szer: így világos, hogy (mikor a B és b kockák oldalai úgy aránylanak
egymáshoz, mint az A és a hasonló testek homológ vonalai) a is előállítható
b-ből hasonló módon m-szeri és nem többszöri eltávolítással és ez voltaképpen
.4-nak fí-általi legnagyobb közös osztójának megkeresése szerint (történik), mi-
képp a a b által méretik, vagy A:B=a:b, és következésképpen A:a = B:b
lenne. Stb.
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7.15. Bolyai Farkas levele fiához, Jánoshoz

A templomban hosszú prédikaicio alatt hajadonfőn Grippet kaptam. A pin-
cébe hirtelen görcs miatt a gyertyát kiejtve falhoz támaszkodtam, míg elmúlt -
csengetés a kortina (színpadi függöny} lebocsátás előtt.

Ha a tenta megért, adj a küldött kis üvegbe, próbára. A galiesf {gubacsol}
kevesellem a vas gáliczhoz, a vas igen mezítlen a léghez oxidálódnék s az írás
sárgulna, ha a gumi nem óvná. A Fűnké tentája 8 lót fáin galles, s 2 lót gálicz
(oda teszi: gar kein Gummi) de serrel 2 kupát ad; igen jő csak a serünk miatt
fényes.

A Vajdáé éppen az amit írtál, hanem ecet is jó hozzá s más manipuláció
jeljárás|.

A hegedülésre ocular kell, más mint az olvasásra; talán hoz Trátyi most.

Láttad-e valahol: hogy ha p prímszám, s a-nak p nem rációra: úgy a '• az

m p ±1 kép alá jön (m számot téve) {a 2~ = ± l ( m o d />)} . Csak annyi t izenj,
hogy láttad-e, vagy nem? de ne hagyd semmi dolgod félbe.

A levél (1358/1) keltezése: 1855. május 2, s teljes terjedelmében megtalálha-
tó a [17, 413 old.]-on. Mégis újra közreadjuk, mert amint már megjegyeztük, az
első közlésben előforduló hibák miatt a matematikai szövegrész érthetetlen volt.
Ez egy fontos levél. Farkasnak a benne felmerülő kérdésére írja meg neki János,
hogy a ki.s Fermal-tétel fordítottja általában nem érvényes {4.3. g).

A levél hátlapján (1358/1") BOLYAI JÁNOS következő rövid jegyzetét olvas-
hatjuk: Ha p = lm + l prdnszám, úgy a Fennat-theoréma szerint (egyszerűbben
mint Gauss 106.§-bani, ha a nem tobbösf p, de p prím a s. l(mod/>-2m + i ),
vagyis

a2'"-! (a'"

P P

ü<>: + ] (,»< - \
lehal vagy - —, vagy - - is szám f egész), azaz. a"' = l vagy - l(mod /)).

P P
Továbbá, bár-is Gauss a 106.§-a egyszerű és széptant gyakorlatra többnyire

merőben hasztalannak állítja hibázik, nem úgy van: meri éppen nagyon kényel-
mes (itt megszakad}.

BOLYAlnak ezt a gondolatát még máshol is (193/3) megtalál juk.
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7.16. Bolyai János levele apjához

A tegnapelőtt igén 2 -' -re. nézve ugyan ezelőtti vizsgáimat hirtelen nem kap-
hatván elé, vagyis inkább akarván újból gondolkozni rajta, még tegnap tisztába
jöttem: mire nézve, itt rövidségért bővebb tárgyalást mellőzve, a fő-dulog iránti
kétely és nytíghaf/aifság teljes eloszlatására elég már a következőket is közölni:
bizonyos az, hogy ha ín nem prím: úgy

m-l
/) nem bármely az m-hez prím a oly, hogy a '• = vagy /, viígy —l legyen

(modm);

2) hogy csakugyan mindig van oly a ...
3) hogy a; oly a az m-hez csak prím lehet; mi pedig ti legközelebbi és lalaj-

donképi főkcrdés:

4) hogy éppen
Hl-j

is leltet = l (mód m).
bár-is m nem prím: minek megmutatására per se elég egyetlen példa is, mint

a kővetkező: melyre ugyan csak történetesen de még sem vaktában, hanem elmé-
let után mentem.

2 - l oszlik [341 = 11.31)-gyei, mint oo könnyön meggyőződhetni abból.

hogv 2 I O = 1024: melyet osztva 34í-gyei marad l; tehát (Disq. Ar.§7)
„ 341-1 , j j

(2 )' =2 =2 -nek maradványa is, valamint 2 ~ -nek is -\; úgy,
hogy tehát sem a Fermat theoréma sem u

m=\
2 2 -,-e

nézü szép sejtelem (mely ha a dolog természete szerint valósulhatott volna,
egy excellenq és nagyon, kényelmes új isme-jele (criterium) lesz o prímeknek),
nem csak, hogy xencraliter nem, hanem még azon különös esetheti sem állnak,
ha a — 2.

La Crois-f küldöm, a polinomininról van lap. 43.-ló! 5l-ig bazárótag na-
gyon hosszason. De meg van a kitétel módja a Dist/. Ar.-ban is lap 47 a fölső
öt rendben: minek okadatja {bizonyítása) nem bajos. Az izek {tagok) számára
nézt rágondolva az első percben láttam, hogy az a, b, c ... száma =n; úgy a
potentiájéi - l • 2 • 3 . . . (n + l ) , . ,

A La Crois Trailé dtt Calcitl ... integrált, ha most nem szükséges szeretném
megnézegetni, mer! sohasem láttam.

Ezt a levelet ( 1 0 1 8 / 1 , !1') 1855 májusában frta BOLYAI JÁNOS, és részletesen
elemeztük a (4.3.{})-ban (5. ábra, 80. old.).
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7.17. Bolyai Farkas levele fiához, Jánosho/

Azóta mind olyan rosszul és fonákul vagyok, hogy írásodat nem ítélhetvén
meg kérésedre visszaküldöm.

p-1
A 2 nek conversája jónak látszó demonstrációját se merem ál l í tani, úgy

elvesztettem magamra nézve is hitelemet - amidőn egy más igen szép gondola-
tomat is félszegnek találtam - A Gauss számját se tudom, Euler sok próba nélkül
m i k é n t találta ki - Gauss meg tudná mondani, mert Ő is találta, mutatja az a szava
primus i n ve ni f e l s ő feltaláló}.

Fermat consiliarkis szorgalmas a hivatalában s egyenes pontos bíró s ilyen
című munkája is van Fermat poemata.

Néhány éjszaka az ajtó elébe jött kutyák lármája miatt nem alhattam s nappal
ugatások s ordííásuk miatt nem dolgozhattam. Nappal szemem láttára ... az
ösvényen végig elé jött. A füvet több helyt aratják. Basarózsáimat déltől estig
leszaggatták.

Beteg vagyok s Gergelynek újabb vására Sajóval (?) is levert. Neki vége
absolute meg nem él, koldusbotra ju t .

A 4n + l csak a Petersburgi Actákban van (Gausson kívül), hogy láttam Euler
könnyű szemű: de rigóira {szigorra} újra kell osztani. Péld. hogy két egész szám
quadrálumainak summája esak két quadrátuinok summájával oszlik, belőle vett
ideából csináltam ki.

A 4n + l van a Comment. növi Petropolitan Torna V. dátum 1754 s 1755.

A levélen (1521/T, I) ez áll (igaz, hogy áthúzva): Pünkösd másodnapján
!855, vagyis Farkas 1855. május 28-án írta, vagy később.

Szövegéből arra következtethetünk, hogy ez BOLYAI JÁNOS 7.16. levelére írt
válasz.

E levélnek és a 7.15. segítségével vált bizonyossá, hogy János a 7.16. levelét
1855 májusában írla.

A levél első és utolsó sorai fontosak. Ezért közepéből néhány sort kihagy-
tunk. Az utolsó előtti bekezdés alapján ismét kiigazíthatjuk STACKEL néhány
téves mondatát [106, 1:96]. Az utolsó mondatban arra figyelmezteted fiát. hogy
Fermat karácsonyi tételének bizonyítását a teleki Tékában Iév6 Petersburgi Ac-
Lábán találhat ja meg. Erre azért volt szükség, mert János azt hitte, hogy EULER
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is úgy bizonyított mint ő. fogadni mernék, hogy Euler is így hozta ki . . . "
irta János (7.12.§).

E rövid levél második mondatának egy részét úgy elvesztettem magamra
nézve . . . " BEDŐHÁZI nyomán ALEXITS GYÖRGY is idézi [l, 88 old.], de hibá-
san. Szerinte a mondat utolsó szavai: „... igen szép gondolatomat is félszeg-
nek találtad." A „találtam" szónak a „találtad"-dal való felcserélése ebben az
esetben a mondat értelmét teljesen megváltoztatja, s így a belőle leszűrhető kö-
vetkeztetéseket is. Sajnos ALEXITS ezt a félreértett félmondatot elemezve, Jánoii
apjával szemben tanúsított tapintatlanságára, fölény e skedésére tesz elmarasztaló
megjegyzéseket, ezzel tovább rombolva a már eléggé megtépázott apa-fiú vi-
szonyról k ia lakul t képet.
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7.18. Bolyai János levele apjához

Az abbéli nyugljatailttrtxtíg elenyésztésére kívánom ezennel a még akkor es-
te (néhány perc átall) kigondolt egy pár (csakugyan nagyon rokon és nem
annyira a lén végben, mim az idomban különböző) reményiem nem inelegális-
nak találandó s megkedvelendő okaclatot (bizonyítást), némi elöi-jelal s az
ennél (bár-i.v ez is nagyon fnnlos és szép) teljes biz.o_nnyal birtokomban lévő
sok hasonb.7hatatlan»l > bakra nézi Több hitel-nyerésre, közölni, még pedig mii
Teljesíthetni első lekinteüre nem hívek a 4m + l nélkül, csupán a prímek álla-

o

lám régóla az imaginériusűkm is kiterjesztett elemi tulajdonából. A <p~ pedig
proceno {bizonyosan} hibás, és azon úton kár volna.

Jelemsen ilí a íheorémában kijelöl! kivettél, bármely, algebrai/ág használt
beid 0-fől különböző számol.

Th epre ma. Hu {A sor fölé ceruzával: á Vez-lanban] a nem összvegje két n szám-
nak {egész szám négyzetének), vagyis mi evvel egyhatású vagy egyeSlevő a-tiak

/b\~ ((Í\2 b 2+d 2

nincs elegy osztója: azonban a = ' + | ~—: ügy a G-szam (teljes
c/ c~

négyzet}.
, •> ,2

Vagyis ha a r—: úgy a vagy D-szám vagy két n-száin öszvérje.

Vagy pedig így (a következőkét (dómjában a ihearémának a ö-t is befoglalva
a pozitív számok közé): Ha a nem öszvérje két D számnak: úgy két fiD nak
(racionális szám négyzetének) sem lehet öszvegje.

Még másképp: Ha a öszvegje két HD nak: úgy öszvegje két D számnak is.

(Két sor közé beiktatva):
Az imagináriuxokra is ki keli lehetőleg Terjeszteni, az

— bán/
— ,i r ~t ' ft T ~i ' —&r -J -J • •-« r '

+ 8 =

(Folytatás a felső sorközökben apró betűkkel): az /, g, p, q helyett előbb F + ip,
... léve s az nl-ui részi (képzetes részt} 0-ifve ha lehet, de 2, 4 rangúakra vezet
s aztán fő-titakról már meg van mutatva. E felől is dönteni nagyszerű új dolog.

1 J f"' l
Azonban á sejtelem (hozzáTevés) nem áll, mert már f~ — g = f~ + (ig) ={/ +
+ g)(f — g) = bármely 4m, vagy páratlan számhoz: de nem bármely efféle számok
2n öszvegje. — lag azon tan hogy 2 D szám összege csak megint {olvashatatlan}
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csak D okról úti: midőn már f2 - g2 = (/ + g)(f - g) nyikra oszolhaük 4m + 3
Idomú prímmel is. És éppen úgy szép és a baj . . .

Dem.i. Ha a = er és r > l , vagyis a a: I-nél > D számmal oszlik: ágy, -r- -
ri

b2 + d2 íb\2 ld\2 a a ,
= — T — 5-= ' + egész; -; pedig nem =s~ + r, azaz két D szám ö'sz-

c 2 -r- V e r / \cr/ r2

vegéhez: mivel különben a =r2(s2 + f") = (rs)2 + (rf)2; te/iáf, a föllét ellen a =
volna ke! G szám Összvegéhez: mivel különben a = r (s +f 2 ) = (rs)2 + (rí)2,' íe-

háf a /o/féí ellen a = volna kél D szám Összvegéhez. Másfelől, ha e= -?-r3l meg-,.í

bizonyosul, hogy D szám =!~: úgy a nyilván =(!r) , lehat a theoréma meg lesz
bizonyítva. Mi által oda van a dolog víve, vagy redukálva, hogy elég vagy szabad
a-t minden I-nél nagyobb D szám osztóról mentnek föltenni: mii ezennel meg is

teszek. A föltételből c~ = — — = - - (Ezen „ -f ", „ •*• " jegyekkel már
a a

szinte egy fertály {negyedj évszázad (183! első fele) óta nagy kényelem- és gyö-
nyörrel élek és oly szép- vagy csinosak általában célszerű- és lökélyesekiiek ta-
lálom és nagyon remélem és erősen hiszem, hogy meglálva az egész tnath. Világ
azonnal megkedvelve mohón elfogadja, hogy még a jövő életekben sem hiszem
jobbak legyenek)

Már a prúntanból (minek okát itt rövidségért el kell hagynom) biz(myqs_ az,
hogy ha egy szám a két szám factiimát {szorzatát} osztja, ágy a valamiképp oly

két factor factitina, {két tényező szorzata) (így is: ha - = • - - egész:
a a

b+d
úg\ a = e f , hogy -—,... egész légyén. Már e, tehát / is tiszta nem lehet mivel

e
íií h, il-t eredetükből nyitván szabad egymáshoz prímeknek tenni föl tehát e, f lég
> kó'z-oKtója — ül tehát e is, f is elegy s b-fd két elegy factor facínma, s' tehát
b +d csak 2 D összegévei oxzolhatik, még pedig O-t kirekesztve), melyeknek
egyike az előbbi két factor egyikét, a másik a másikat osztja, a jelen esetben,

b+d b'd
hogy van oly e, f hogy a = e/ és - — , - - egész tegyen.

(' f
Mivel a-nak föltétel szerint nincs glejü osztója az e, f tiszták és mivel a D

szán; osztóval nem bír. prímek egymáshoz, tehát mivel - —. tehát -. —, tehát
e e e

h-d b*á , b-d b-d b
- is, mini - - is, egész, a prúntanból — — = — - is az és ha h = — . k -

e ./ e/ a a

= — ; i/gV nyilván lesz. c =a(h +k}(h •»k) = a(h +k ), hó! h <b, k <cl, azon egy
a
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esetet, mikor a - l = l - kivéve, mikor azonban a theoréma nyilván áll. Itt már

c2

könnyű látni, hogy mivel a az I-nél nagyobb G számmal nem oszlik, —=h +
a

-i- k .• mi szerint az eredeti egyenlethez ~ lóra (hasonlóra} érénk mellyel s minden
így kijövőve! — lóg. bánva, világos, hogy b, d az a-val bái'hányszőr egymás után
oszolhatok. És pedig b, d változatlanok lévén nyilván csak úgy lehetvén bizonyos,
hogy azon föltétel, miszerint a az I-nél nagyobb D -fai nem oszlik és mégis >
> l ellenkező vagyis ellenkezést foglal magában. Miből végre /oly, hogy ha a az
I-nél > D számmal nem oszlik (mim föl is tevődött): úgy a csak = l lehet. Ha
a - I - l", tehát csakugyan D-szám.

Dem.2. Ha már itt a bármely pozitív szám, a = ef. s mini előbb , egé-
e f

szék; l leg> közosztója e, f-nek; e=lm, f = ln: úgy m. n prímek egymáshoz, tehát
b+d b+d

mivel - - oszlik m-mel is, n-nel is: a prímtanból oszlik mn-nel is, tehát -
l imn

b d , b*d
egész; és, ha, rövidségért, g-mn,h = —. k = —, úgy nyilván lesz c~ = - -•

S l 8* !

b - d , i , 2 a h / d !
• - - -g(h » k)(h «k) = g(h" + k ); hol, mivel gl = -r,h = — <b, k = — <d. És

gl l a a
1 2

így -~ egész; és g nyilván =ip~. — = ia": tehát iq~=h +k~. Ha már itt i G-
8 S

*) T T

szám, úgy. mivel a = g! -ip"l , nyilván a is az. Ha pedig nem: így az elsőhöz **-
ic/--li + k" egyenletet nyerünk: mellyel s mindenik ez úton kijövÖvel, va/amíg
á bal-felől első potenciája íné f társ (tényező) nem G-s^ám, ~ lóg bánva, világos
az, hogy a h, k helyett nnnd < bbiilő szántok lépnek, másfelől pedig, hogy a' b,
d' osztóinak száma csak véges lehetvén, e műtétei végnélkül nem mehet, hanem
valamikor sziikségeskép az, említett mérlárs is G-szám lesz: mi által a egyszerre
mind D-szám osztókra lesz szaggatva, Tehát maga is G-számmal tűnik föl.

N.B. Eitler jó helyt lapogalódzott, a tapintata jó helyre vezette, de minden
alap nélküli le^föliüi'tesb ebbéli eljárással.

Egyúttal kívánatra megírom röviden az éréi azon theoréma demonstrációjá-
nak, miszerint bármely 4m + 1 idomú prím két D-szám summája és csak egyként.

N.B. Ennek is van, mint a Fermat theorémájának is helyes és kimerítő
móddal i conversája {fordítottja}, /.i. Bármely pozitív páratlan szám, mely csak
egyként Összvegje két egymáshoz prím G -számnak, prím.

üem.I. Kétkép is megvan a Disq. Ár.-bán is, mutatva azon egyszerűön vagy nem
hajósán igazolható tan vagy állítmány: miszerint -\ G-maradványa bármely
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..2 /_ l \ ..2 . T
4/)7 + l idomú p prímnek, azaz: van oly x , hogy - - = • egész legye/;.

P />

De — = '- —; lehal az itt is elorehocsátandó s itt /öltéit nrínittmból,
P P

x -+• l x » E
min! az előbbi theoréma demonstrációjában, vau úgy p = ef: hogv ,

* f
egészek legyenek.

De mivel l-t (a fölső imag, részben) más tiszta szám (+, —, •+-.*) 7-én
kívül nem oszt, világos az, hogy itt már e, f egyik is fiszta nem lehet, Teháí
elegyes. Ha már e - a + h. / = r + (l és az a, b, c, ti reális számok {egész számok}
a -«-b. (c*d)-nek ieg> köz-osztója {& további szöveg áthúzva).

N.B. A >. < (itt csak annyit)-! az alut-nyík-re {komplex számok) is jól ki-
terjeszthető. «lka/mázhatni, ha a+b > c + tl (a, b, e, d/ó'-nyi {valós) lévén} a2 +

-<j -f ^ ^+ b > e" +d~). //;>' legnagyobb(as) köz-osztó ...

A (800/3, 31', 4) levél az 1850-es évek közepén keletkezett. Erre egyértelmű-
en következtethetünk a „... már szinte egy fertály (negyed) évszázad (1831 első
fele) óta . . . " fé lmondatból .

Ezeken az oldalokon ugyanazt a tételt vizsgálja BOLYAI, mint a (7.1 ].§)-ban.
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7.19. Bolyai János levele apjához
Szükségesnek találom megírni ezeket.
1, A küldőn demonstrációm bár-is rútul írva, jó s direcie nem lehel egyszerüb-
bön; közelebb észrevéve, nem is tricás; egyébaránt nincs mién egy szót is írjuk
róla többől, midőn a Disq. Ár. §96 ja 8 első rendjében indirecíe ugyan, de rövi-
den, jól és szépen van már dcin.-va.

2. Wolfias abban is hibázott, hogy nem mondja meg, hogy y és x prímek legye-
nek; egyébíiráit! az ide küldőn kifejezettje x-nek el van hibázva; ugyanis nem

y"(2y -D-l
y " ( y - 2 ) + l '

hanem
y"+l - l

y"(y-2)+r
L'z P>'° y > 2' nem lehet egész, és a föladatnak meg nem felelhet, nagyon

röviden kiviláglik onnan, hogy nyilván <

y"+l y
-=!+•

y"(y-2) y-2 y-2

tehát csak =1 lehet: miből y"(y -2)+ l -y"+l -1. tehát y" is =\ lenne; mi
repugnál {visszautasít}.

Oííí
3. A numerus perfectus (tökéletes szám), valamin! a 2 + J-re nézii előbbi dem.-
óm is egyébaránt jó e's szép. csak annak dem-ja vagyis inkább eldöntése hiányzik,
hogy mar a cl-e az Eraí(r)ostheneséhez (a pn'/iiekre nézve) hasonló rostámban va-
lamely szám, vagy nem?

4. Az.! megmutatni, hogy bármely 2P — \ idomú szám prím, mihelyt p prím.
2>"

ugyanakkor, mikor a (2~ + l )-gyel bajlódom, éppen magam is megkísértettem,
mert valóban, mint irataim is mutatják, magam is azon sejtelemben valék, hogy
úgy 21' — l mind/g prím, és így egy históriai fontosságú s nevezetessége eredeti
remek fa/áimány/a volna a legelső oly functionak, mely mindig prímet ad: azon-

ban az sem valósul, például 2 1 1 -1=2047 = 23-89; és ép/;efi innen említem a
Ká!i(?) ottlétekor, hogy Wolfiits hibásan állítja e

A levél (1014/1, ]") keletkezésének tekintetében biztos támpontunk BOLY Ál-
nak a 4. pontban tett megjegyzése. Ugyanis egy 1855. j ú l i u s 11-én kelt okmány
(1509/1) üresen maradt részein még azt írja - hibásan - hogy ha p prím, akkor
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2!> — l is prím. Erre a tévedésre - amint írja - később rájött, tehát bizonyos, hogy
e levél 1855. j ú l i u s l l-e utánról való (4.4,§).

Sajnos nem sikerült a kéziratokban meglelni azt a ,jó és szép" bizonyítást,
amelyet a 3. pontban említ .

A levél befejezése hiányzik.
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Bolyai által használt műszavak
és jelölések

BOLYAI JÁNOS feljegyzéseiben leginkább a maga által szerkesztett jelöléseket
és belükéi használta. Sajátos módon alkotta meg az egyes fogalmak megneve-
zését is. Jelöléseinek bevezetését több esetben meg is indokolta s bízik abban,
hogy azokat az utókor „mohoV elfogadja (2.7.§). írás közben gyakran hasz-
n á l t matematikai jeleket. Szinte egyetlen alkalommal sem írja le betűkkel, hogy
„nagyobb", „kisebb", „végtelen", „hasonló". Ezeket a szavakat a >, <, oo, ~
szimbólumokkal helyettes í t i szövegeiben.

Azzal, hogy sokszor eltért az ő idejében már elfogadott és alkalmazott je-
lölések használatától s nyelvezetét saját megnevezéseivel tűzdelte tele, alapo-
san megnehezíti kéziratos hagyatékának olvasását. Éppen ezért azok munkájá-
nak megkönnyítése érdekében, akik az elkövetkező években is tanulmányozni
szeretnék BOLYAI írásait, összegyűjtöttük műszavainak és szimbólumainak nagy
részét, amelyeket az alábbiakban ismertetünk.

Jegyzékünkben m i n d e n új fogalmat és jelet megszámoztunk, megadjuk a ma
használatos elnevezést és jelölését s fe l tüntet jük a kézirat hal m az egy, esetenként
több olyan oldalai, amelyen ez előfordul. Ezek a jelek, i l letve fogalmak termé-
szeteseti számos más oldalon is előbukkannak. BOLYAI JÁNOS az általa hasz-
nál t fogalmak és jelek közül többet édesapja tankönyveibői vett át. Megtörténik,
hogy néha maga BOLYAI ad zárójelben magyarázatot egy-egy új szó értelmének
megvilágítására. A szavakat nem szedtük az ábécé sorrendjébe, inkább a rokon
értelmueket próbáltuk egy csoportba helyezni. Felsorolásunkból hiányoznak az
Appendix jelölései, mert azok már régóta jól ismertek.

Ne lepődjünk meg, ha néha BOLYAI ugyanarra a fogalomra több elnevezést
használ (például 7, S, 9, 10), vagy egy sz imbólummal különböző fogalmakat jelöl
(például 75, 7ó. 77. 78).
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1. nyi-tan (816/1") {matematika}.

2. nyiász vagy nyiianász (710/21', 547/4'') {matematikusi,
3. törész vagy fír-tunász (7IO/211) (geométerj.

4. nyi (445/4) {mennyiség},
5. levő nyi vagy tevő szám (445/4") {pozitív mennyiség),
6. vevő nyi (445/4") {negatív mennyiségj,

7. e/egy nyi vagy elegyes szám (1333/1) {„vegyes" komplex szám, vagyis
olyan a+ib alakú komplex szám, ahol sem a sem b nem nulla valós
számok),

8. al-iir-nyi (l389/1") (komplex szám},
9. pontos- vagy mellék- vagy oldalas-nyi (445/4") {egy 1844-ben írt levélen

még így nevezi a komplex számokat),

10. al-nyi (204/2) {komplex szám},
l l . tiszta szám (1332/1} {olyan a + i b alakú komplex szám, ahol a = Q vagy b =

-0},

12. fff-ui-nyi (804/2) {valós szám},
13. főszám, clnszáin (538/1). szűkebb értelemben veti prímszám (1431/1, l"),

edi-szám (1015/1'') {racionális egész prímszám},

14. p Haupt Zahl (40/2) [p racionális egész prímszám, csak ±1 és ±p-vel
osztható),

15. Haupt-Primzalü (l 190/1) {a 4m + l alakú prímszámok},

16. ReelleZaht (762/5) (egész szám},
17. íökélyes prímszámok (1446/10) {komplex prímek, pontosan a 4m 4-1 alakú

prímszámok komplex tényezői m i n t pl. l +21. 6 —i, . . . . hasonlóképpen az
l +i, l - i. - l + i , — l — i komplex prímek).

18. abszolút vagy vegyes prímek (1446/10, ]Q") {a 4m + 3 alakú prímszámok,
vagyis azok a prímszámok, amelyek S-ben is és Z[t']-ben is prímek: 3, 7,
1 1 , . •},

19. ál (üt) prím ( l 117/T' oldaljegyzet,) ni (lap) szám (538/1) [komplex prímek,
Z[i] prímelemei, vagyis egy al(ut)prím lehet tökélyes vagy abszolút prím},

20. slma-nyi vagy Glatte Zahl ( 1 2 1 . V I , l 1 ' ) , (1468/1) (valós szám}.
2 1 . .íima-nyi ( 1 4 3 1 / 1 , l 1 ' , 888/1", 1295/1) {ezeken az oldalakon valós egész szá-

mot jelent},

22. sima- vagy egyenes szám (445/4") (valós szám},
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23. reá/is szám (1332/1) vagy való-szám (547/8") {Eléggé megtévesztő elneve-
zés, ui. Bolyai reális számon vagy való-számon következetesen egész szá-
mol ért},

24. mérő (1021/2", 1332/1) (osztó),

25. mértárs, factor {495/1 | !) (a másik osztó, tényező),
26. egyme>í(1332/[),/acfífm (495/1") (szorzat),
27. mértet, rang (1309/5) {hatvány},

28. rang-jel (l032/40") (hatványkitevő},
29. egymértezni (396/7) (szorozni),
30. mércím (1391/4) (fokszám},
31. idom (703/3'') {alak}.
32. torony (1269/111) {tört, de azt is olvashatjuk, hogy pirony = torony = pira-

mis (1291/1)},

33. okadat (495/1") (bizonyítás),

34. /V.s7ony{1044/l. 1214/68) (kifejezés},
35. Í z ( 1 0 l 8 / l ' ' ) (tag),
36. Newton két íi-uina (575/10) {Newton binomiál i s tétele},
37. egyenlet szorzói f 1309/5") vagy egyenletbeli mérnek (663/2) (együtthatók!,
38. körcsere {396/6") (ciklikus permutáció},
39. gyökméröreí szaggatással (143/3) (gyöktényezőkre való bontással},
40. apró tornyokra szaggatása vagy hasagatása (1269/I 1 ') (résztörtekre való

bontás},
41. prímekre szaggatás (l333/1 l ') (prímtényezőkre való bontás),
42. tely (742/3) {köbtartalom},
43. kerífény (742/3. 1271/4) (kerület},

44. egy-póii sor (372/4, 697/l t í) (számtani sorozat},
45. egy-pári sor (372/4, 697/1") (mértani sorozat},
46. zenei-sor (372/4) (harmonikus sorozat},

47. tw/egy pari-sorozat (335/17y) (hipei'geometriai sorozat}.
48. Öszvéti sor (1522/i) (magasabb rendű számtani sorozat),
49. függöny (571/1'') (függvény},
50. cgy/fí (536/20") {változó},

51. becs (396/7") (gyök, érték),
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52. geber (547/2) (algebra),

53. üd-Tan (547/2) (az algebrai egyenletek elmélete],
54. üd-egyenletek (1288/211) {algebrai egyenletek},
55. iiz-tan (1192/21') (a kiküszöbölés elmélete},
56. őssz-szánt (1094/26) (összetett szám),
57. prímtan (1332/1) (a komplex egészek oszthatóságának elmélete, ritkábban

„imaghiáríns számelmélet"},

58. ösöny (395/3) {integrál).
59. szorzók (703/1, 547/9) (együtthatók algebrai egyenletekben),

60. kényleges (703/1. 1297/1) (bármely, tetszőleges (547/6"), más helyen ezt
írja: kétiy/eges vagy ismeretlen (547/1Q'1)},

61. tiszta egyenlet (547/1"} (az x'" -1-0 binom egyenlet},
62. sze'r-becj (547/2") (szélsőérték),

63. köiönien (703/7l!) (általánosan, de azt is olvashatjuk: közönien, vagy határ-
zutlnnul, vagy indefinite (547/7")},

64. térj (1039/1) (terület).

65. ál/ány (1039/1) (téglalap},
66. csiiggő vagy álló (547/7) (merőleges).
67. fentfí vagy cfhjorda (547/8") (húr).

MEGJEGYZÉS

BOLYAI JÁNOS több fogalom megnevezését édesapjától kölcsönözte.
BOLYAI FARKAS Az arhhmelica eleje című munkájában is megtalál juk például
a rang (28), becs (51), elegy (7), okadal (33), előszám (13), egypóti (44) s egy-
pári sorok (45) műszavakat.

A BOLYAI JÁNOS által leggyakrabban használt szimbólumok:
68. * , » (445/4) (l, -/, f = V/-Í; Bolyai szerint -/̂ T becsei),

69. ;/, (396/6) (az n-edrendű egységgyök, 1% = l},

70. 0 és 9 (1335/6, 6", 1179/7 1 ' , 267/16") (szinusz és koszinusz, de előfordul-
nak a sin és cos jelek is},

71. n (495/1) {racionális szám, Bolyai megjegyzése (206/\v): Vállas Antal sze-
rint szertelen szám},

72. U (399/12") (irracionális szám},
73. r ex (1466/1) (r becse .t-nek},
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74. i (1308/1), 4, ó (1323/1) {differenciál, derivált),

75. /,„ U297/31') {faktoriális./„, = l -2 -3 - . . m, „némely írók szerint fn = 1 - 2 -
•3. . . n = n ! " (396/1)},

76. /„ (703/61') (,/i;

77. /„, (1369/1) {/,„=<!+.v)'"},

78. /( [20, 101 old.] {az A--nek valamely functiója (függvénye)},
79. x (982/19) {keresztbeszorzás},
80. (a,b)"; (5l7/7 t :) f = a(a + b)(a + 2 b ) . . . [a + (m - 1)fc]J,

81. C •/! (759/3) {az l negyedrendű gyökei: ±1, ±i},

82. s (982/19) {nem kongruens},
83. T (1301/8) (xTel=lnax}.

84. T, (877/5) {7"=^, w=2x],

85. TTQ (1389/1 l 1 ' ) {=nwdq}.

86. 0 (1389/3) (nulla. 1844-ben még a 0 jelet használja (7.2.§)},
87. O (1190/29) {íjsb(modc) helyett a sbOc, a geometriában Őr az r sugarú

kör abszolút geometriai kerületét jelöli) .
88. H (1404/2", 1501/1) {egyenlő, ugyanaz, „éppen oly"},
89. 4 / H + l p r í i n = D + D ( 1 5 1 1 / 1 , 1059/2) {Fermat két négyzetszámtétele}.

90. ©(703/5) í-í

91. ©, ©, t), C>, Ö és O (1297/3) {tangeiis, cotangens, szekáns, koszekáns,
színusz-verzusz (= l —CQSJ:) és koszinusz-verzusz (= l —sin*}},

92. £ (1309/4, 1433/3) (logaritmus naturális},

93. C, C (1309/5) {„szorzony vagy factorial-jel, azaz C n í -1 - 2 - 3 . . . B I "
0 •-' 0
(1298/2"}},

'"-l Hl-l l

94. S (757/1) \=Y \,
0 V l
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